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ПРЕДИСЛ0В1Е.

Предлагаемый сборникъ является попыткой со­
брать въ одно целое лучппя изъ т^хъ  разнообраз- 
ныхъ и интересныхъ задачъ, которыя частью разбро­
саны въ многочисленныхъ учебникахъ, задачникахъ 
и ж урналахъ, а частью просто передаются устно.

Подобнаго рода задачи резко  отличаются отъ 
задачъ, наполняющихъ различные задачники или 
странно-заданнымъ услов!емъ, или некоторой кра­
сотой разсуж деш я и изяществомъ реш еш я задачи, 
или непредвид'Ьннымъ отв-Ьтомъ или же некоторой 
искусственностью реш еш я.

B e t задачи для удобства разбиты на отделы (арие- 
метика, алгебра, геометр1я, тригонометр!я и физика) 
и расположены, по возможности, въ строгой последо­
вательности.

Кроме того, въ конц^ отдел овъ помещены наи­
более интересные, соответствующее этому отделу, 
софизмы.

Задачи сопровождаются реш еш ями, а софизмы— 
разъяснеш ями.

Этотъ сборникъ въ первомъ своемъ изданш  былъ 
озаглавленъ «Математическге парадоксы и интерес­
ным задачи для любителей математики». Въ настоя­
щ ем у второмъ изданш матер1алъ сборника былъ 
тщательно просм отрена переработанъ и измененъ.



Въ трудномъ д'Ьл'Ь переработки сборника большое 
ynacTie приняли А. М. Бабадъ и С. Я . Турлыгинъ, 
которымъ составитель приносить глубокую благо­
дарность.

Матер 1аломъ при составлены сборника служили, 
главнымъ образомъ, сл'Ьдуюиця книги:

Ващенко-Захарченко. HcTopin математики.
«ВЪстникъ опытной физики и элементарной мате­

матики».
Горячевъ и Воронецъ. Задачи, вопросы и софизмы 

для любителей математики.
Обреимовъ. Математичесюе софизмы.
Люкасъ. Математичесюя развлечеш я.
Journal de m athem atiques elem entaires.
П риложеш я къ ж урналу «Нива», 

и м нопя д р у п я .



Кратки! очеркъ изъ исторш 
математики.

Истор1я науки вообще есть и истор1я прогресса; несмотря 
на то, что въ исторш умственнаго развтчя мы встр-Ьчаемъ вре­
менами застой, все-таки при определенной высот-fe культуры 
умственныя прю бр^тетя отличаются значительной прочностью.

При бЪгломъ взгляд-Ь на историческое развшче математиче- 
скихъ знанш, нетрудно вид-Ьть, что иной разъ почти одновременно 
это развит1е идетъ то съ видимымъ преобладайieMb индуктивнаго 
метода, то разрастается въ способность терп"Ьливаго наблюдешя 
и собирашя фактовъ, съ преобладашемъ дедукцш; поэтому н-Ьтъ 
ничего удивительнаго въ томъ, что понадобилось много вЪковъ 
ка то, чтобы собрать въ одно ц-Ьлое ту массу отрывочныхъ по- 
знанш, которую постепенно прюбрЪталъ человЪческш разумъ.

Математичесюя науки такъ же, какъ и друпя мнопя области 
знашя, обязаны своимъ происхождешемъ различнымъ течешямъ 
человеческой мысли, при чемъ одной изъ самыхъ главныхъ при- 
чинъ возникновешя примитивныхъ представленш въ области ма­
тематики считаютъ образовавшееся постепенно понят1е о числ^ 
и м-fep-fe, лежащее въ основ-fe какъ древней, такъ и современной 
математики.

Колыбелью математическихъ наукъ и цивилизацш вообще 
не безъ основанш считается Востокъ, но ни одинъ еще ученый 
не могъ проследить первыхъ шаговъ прогресса въ области мате­
матики. Некоторые считаютъ исходнымъ пунктомъ Египетъ, 
друпе— Китай, Инд1ю или Халдею, а иные указываютъ на 
какой-то древнш, теперь уже вымершш, народъ, достигали 
въ свое время высокой степени культуры. Какъ бы то ни было,



но самые древше изъ дошедшихъ до насъ памятниковъ матема- 
тическаго развития древнихъ народовъ, большею частью, при­
надлежать египтянамъ и халдеямъ.

Начало математики вообще им'Ьетъ тесную связь съ разви- 
TieMb философш; но на какихъ бы основахъ ни возникла матема­
тика, важно то, что съ течешемъ времени, находя изв-Ьстныя 
свойства для отд-Ьльныхъ частныхъ случаевъ и постепенно комби­
нируя ихъ, человечество могло вывести разнообразный правила, 
придавъ имъ такимъ образомъ видъ некоторой законности.

Подобнымъ образомъ, эмпирически и возникла одна изъ са- 
мыхъ первыхъ и важныхъ отраслей математики—геометр in, ко­
торая была т-Ьсно связана какъ съ развит1емъ архитектуры, 
такъ и съ развит1емъ астрономш и измерешемъ земель, при чемъ 
вопросъ, какимъ образомъ эта наука могла принять чисто умозри­
тельную форму для насъ, вероятно, навсегда останется загадкой.

Зародыши геометрическихъ познанш относятъ въ Египетъ, 
откуда предполагаютъ ея переходъ къ грекамъ, где уже она 
и получила настоящее свое развит1е и приняла чисто научный 
характеръ, благодаря трудамъ философовъ Александршской 
школы, каковы Архимедъ, Эвклидъ и друпе. Но прежде, ч"Ьмъ 
перейти къ развитш математики въ Грецш, бросимъ беглый 
взглядъ на познан 1я более древнихъ народовъ, каковы халдеи, 
египтяне, китайцы и т. п..

Халдеи. Какъ показали нов-Ьйипя изслЪдовашя, матема- 
тичесюя знашя халдеевъ достигли значительнаго разветчя въ 
древней Вавилонш и Ассирш, но, по недостатку матер1ала, 
точный отчетъ объ ихъ знашяхъ дать довольно затру­
днительно; известно лишь, что различнымъ числамъ халдеи 
приписывали различныя мистичесюя свойства и значешя, кото­
рый находили применеше въ ихъ релипозныхъ и философскихъ 
воззр-Ьшяхъ. Каждый изъ халдейскихъ боговъ обозначался од- 
нимъ изъ ц-Ьлыхъ чиселъ между 1 и 60 (у халдеевъ была 60-ричная 
система счислешя) и занималъ определенное место на небе. 
Ряду ц-кпыхъ чиселъ соотв-Ьтствовалъ рядъ дробей, изъ которыхъ 
каждая дробь относилась къ известному злому духу. Халдей- 
скимъ астрономамъ были известны ариеметическая и геометри­
ческая прогрессш; кроме того, у нихъ существовали таблицы 
квадратовъ и кубовъ чиселъ.



О познашяхъ халдеевъ въ алгебре почти неизвестно; пред- 
полагаютъ все-таки, что имъ не безызвестно было решенie не- 
которыхъ алгебраическихъ вопросовъ.

Геометричесюя фигуры у нихъ имели значеше гадательныхъ 
знаковъ; имъ были известны параллельныя линш, треугольникъ, 
квадратъ и т. п. Они умели делить окружность на 6 равныхъ 
частей, знали приближенное отношеше длины окружности къ 
диаметру (и=3) и т. д. Но главное внимаше ихъ было обра­
щено на астрономда; при наблюдешяхъ они пользовались при­
борами, похожими на астролябш; имъ былъ известенъ гно- 
монъ и т. п.

Вообще же математика народовъ древней Ассирш и Вави- 
.лонш, будучи связана съ различнаго рода мистическими воззре­
ниями и толковашями, не была приведена въ какую либо 
систему, вследств1е чего она не могла достигнуть более 
или менее значительнаго развит1я.

Египтяне. О математическихъ познашяхъ египтянъ мы 
знаемъ лишь по надписямъ на стенахъ египетскихъ храмовъ 
{въ Едфу) и по найденной древней рукописи, получившей назва- 
H ie  папируса Ринда, по имени англичанина Ринда, пожертво- 
вавшаго этотъ папирусъ Британскому Музею. Изъ содержашя 
этого папируса видно, что египетсюе математики почти за 
3000 летъ до Р. Хр. достигли довольно значительныхъ резуль- 
татовъ; они, напр., умели разлагать дроби на рядъ дробей 
съ числителями, равными единице (ряды); имъ было известно 
приведен ie  дробей къ одному знаменателю; они умели решать 
yp-iH первой степени съ однимъ неизвестнымъ; имели понят1е 
и, весьма вероятно, знали свойства ариеметическихъ прогрессш; 
умели находить площади треугольника и трапецш, а также и 
объемы пирамидъ. Египтяне имели представлеше о деленш и пре- 
образованш фигуръ; ими была даже сделана попытка къ реш енш  
задачи на к в а д р а т у р у  к р у г а .  Въ папирусе Ринда 
такимъ образомъ даны только сведеш я практической геометрш, 
но совершенно отсутствуютъ основныя геометричесшя положешя 
и теоремы.

Древше египетсюе математики, подобно халдеямъ, не были 
чужды разнаго рода мистическихъ воззренш на различныя со-
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отношен in между числами и геометрическимъ фигурамъ прида­
вали различным мистичесюя толковашя.

Индусы. По словамъ одного арабскаго изследователя, 
у индусовъ процветали науки еще въ глубокой древности.

Изъ разсмотр-Ьшя ариеметическихъ методовъ мы видимъ, что 
имъ были известны четыре основныхъ действ1я надъ целыми 
и дробными числами, извлечете квадратныхъ и кубическихъ 
корней, правила смешешя, товарищества, сплавовъ, процентовъ 
и тройное правило (конечно, вся система индусской математики,, 
какъ и системы другихъ народовъ древности, сильно разнилась 
отъ современной, когда уже она приняла вполне обоснованную 
форму).

Изъ геометрш индусамъ было известно довольно много; они, 
какъ и греки (что мы увидимъ далее), старались решить задачу 
на т р и с е к ц 1 ю у г л а ,  к в а д р а т у р у  к р у г а  и к у б а т у ­
ру;  они знали многое изъ планиметрш и стереометрш.

Познашя по алгебре были также у нихъ обширны. Любимымъ 
вопросомъ былъ отделъ о неопределенномъ анализе (неопре- 
деленныя yp-in); они решали ур-1я первой и второй степени; 
знали извлеченie корней; решали некоторые частные случаи 
ур-ш третьей степени; знали прогрессш и теорш соединенш, а 
также имели некоторое представлеше о приложенш алгебры 
къ геометрш.

Изъ тригонометрш имъ были известны основныя формулы, 
дуги приведен 1я , синусы и косинусы суммы и разности двухъ 
дугъ и т. п.; при этомъ изъ тригонометрическихъ величинъ 
они пользовались преимущественно синусомъ, косинусомъ и си- 
нусомъ верзусомъ (sin vers.). Имъ даже, по некоторымъ сведе- 
шямъ, была известна сферическая тригонометр1я (начатки). 
Индусамъ также приписываютъ изобретете современной нуме- 
рацш, неправильно называемой арабской.

Китайцы. Сведен! я о развитш математики въ Китае 
весьма скудны; можно сказать более или менее уверенно 
только то, что въ своихъ познатяхъ они довольно сильно 
отстали отъ другихъ народовъ, хотя въ Китае получили свое 
начало мнопя замечательныя о тк р ьтя .

Отдельныхъ сочиненш по математике въ китайской литера­
туре не существовало, а въ каждомъ изъ сочиненш говори­



лось вообще о вс-Ьхъ наукахъ. У одного изъ китайскихъ гео- 
метровъ мы встр-Ьчаемь ариеметическш треугольникъ, неко­
торый свойства котораго были еще раньше известны арабамъ 
(въ XI веке), и который былъ найденъ впоследствш Паска- 
лемъ. Наиболее же блестящихъ результатовъ китайсюе мате­
матики достигли въ неопределенномъ анализе.

Греки. Одной изъ самыхъ древнейшихъ философскихъ 
школъ Грецш считаютъ юншскую (представителемъ которой 
является 0алесъ Милетскш), при чемъ полагаютъ, что въ ней 
математика, а въ особенности геометр1я, совершенно не имела 
научнаго характера, но основывалась всецело на наглядномъ 
представлен in, заменявшемъ все позднейппя доказательства.

Более научно обосновалась геометр1я въ п и е а г о р е й -  
с к о й школе, главная цель которой состояла въ изследованш 
различныхъ свойствъ чиселъ, которымъ приписывались мисти- 
чесюя значешя. Пиеагоръ, основатель школы, различалъ четныя 
и нечетныя числа, квадратныя, треугольныя, пирамидальныя 
и т. п.; при этомъ въ его ученш мы находимъ уже зародышъ 
теорш прогрессш и рядовъ, а также начала учешя о пропор- 
щяхъ, что впоследствш дало возможность геометру Архиту 
решить одну изъ основныхъ задачъ древнихъ грековъ, а именно— 
задачу на у д в о е н  i e  к у б а ,  которая была сведена къ 
отыскашю средней пропорцюнальной.

Вообще же ко времени основашя школъ п л а т о н о в ­
с к о й  и а р и с т о т е л е в с к о й  геометрическая изобре­
тательность грековъ победила трудность решешя задачъ на 
к в а д р а т у р у  к р у г а ,  т р и с е к ц 1 ю у г л а  и к у ­
б а т у р у ,  которыя оказались возможными не съ помощью 
циркуля и линейки, а при помощи некоторыхъ кривыхъ высшихъ 
порядковъ, какова, напр., квадратрикса Динострата *).

Съ основашемъ а л е к с а н д р ! й с к о й  школы геометр1я 
была возведена на высокую степень совершенства и получила 
ту законченность, которую она имеетъ въ трактате Эвклида 
«Начала».

*) П р о кл ъ , ком м ентаторъ Э вклида, приписы ваетъ открытие квадра- 
триксы  Г и п т ю , соврем еннику С ократа , которы й пользо вал ся  ею д л я  р-Ьше- 
ш я  задачи т р и с е к ц т  у гл а . Д иностратъ  прим Ь нилъ  впосл'Ьдотвш  эту к ри вую  
д л я  р’Ь ш еш я вопроса о квадратур%  к р у га .
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Такимъ образомъ, первоначальное развитие геометр1я полу- 
чаетъ въ Малой Азш у юншцевъ, загЪмъ переходитъ въ южную 
Италш къ пиеагорейцамъ, дал-fee въ самый центръ Грецш— 
Аеины (платоновская школа) и, наконецъ, въ Александрш.

Съ падешемъ александрийской школы возникаетъ а е и н с к а я ,  
а загЬмъ в и з а н т и й с к а я ,  указывающая упадокъ математи- 
ческихъ наукъ, а съ падешемъ и этихъ школъ прекращается 
вообще развюче математики въ Грецш.

Вполне научный характеръ геометр1я прюбретаетъ лишь 
со временъ Эзклида, поставившаго математику въ ряды наукъ.

Эпоху процв'Ьташя александршской школы вообще можно 
считать золотымъ в"Ькомъ въ развитш греческой математики, 
такъ какъ съ нею связаны имена великихъ математиковъ, ка­
ковы: Архимедъ, Эвклидъ и Аполлонш Перигейскш.

Эвклидъ, главнымъ образомъ, сделался известнымъ благо­
даря упомянутому выше трактату по геометрш, въ связи съ изло- 
жешемъ некоторыхъ понятш изъ ариеметики; важнее же всего 
pa3BHTie Эвклидомъ новыхъ методовъ, какъ, напр., у ч е н i е
о д а н н ы х ъ  в е л и ч и н а х ъ  (решен ie ур-ш), т е о р i я 
ч и с е л ъ ,  н е с о и з м е р и м ы  я в е л и ч и н ы ,  п р а -  
в и л ь н ы я т е  л а и т. п.; при этомъ въ ученш о данныхъ 
величинахъ не трудно усмотреть первые зародыши а н а л и ­
т и ч е с к о й  г е о м е т р 1 и ,  впоследствш развитой Декар- 
томъ. Въ этомъ же трактате мы находимъ теорш пропорц1й, 
отысканie делителей и кратныхъ данныхъ чиселъ, а также 
термины: плоское число, квадратное, кубичное, телесное и т. п. 
Въ ученш о несоизмеримыхъ величинахъ мы встречаемъ осно- 
вашя т е о р 1 и и с ч е р п ы в а н 1 й, которая заменяла древ- 
нимъ современную Teopiro безконечно-малыхъ и послужила 
вместе съ открытой въ XVII веке  задачей «о проведенш каса- 
тельныхъ къ кривымъ» основой развит!я д и ф ф е р е н ц 1 а л ь -  
н а г о  и с ч и с л е н !  я.

Другой представитель александршской школы, жившш въ 
III веке  до Р. Хр., Архимедъ можетъ по заслугамъ назваться 
величайшимъ математикемъ древности. По свидетельству Плу­
тарха, древше изумлялись той ясности въ доказательствахъ 
Архимеда, съ которой онъ ближе всего подошелъ къ новей- 
шимъ методамъ и теор1ямъ. Главныя заслуги, его состоять въ
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томъ, что онъ далъ впервые методъ, сходный съ методомъ пре- 
д-кповъ, и съ его помощью открылъ множество теоремъ, а также 
подробно изучилъ коничесюя сЬчешя и друпя кривыя въ связи 
съ получаемыми всл-Ьдств1е ихъ вращешя телами, называвши­
мися коноидами и сфероидами и носящими въ современной 
математик^, термины: параболоидъ вращешя, эллипсоидъ вра­
щешя и т. п. Разс-Ькая эти тела вращешя параллельными пло­
скостями и пользуясь Teopieft пределовъ, Архимедъ решилъ 
вопросъ о кубатуре телъ, послужившей основой т е  о р i и 
о п р е д е л е н н ы  х ъ  и н т е г р а л о в  ъ. Въ его сочиненш 
«О числе песчинокъ» мы находимъ первую идею десятичной 
системы счислешя. При многочисленныхъ вычислешяхъ, встре­
чающихся въ этомъ сочиненш, Архимедъ пользуется ариемети- 
ческой и геометрической прогреапями. Сравнеше этихъ про­
грессш впоследствш привело Непера къ открытш л о г а -  
р и в м о в ъ .

Почти въ одно время съ Архимедомъ жилъ знаменитый гео- 
метръ Аполлонш Перигейскш, прославившшся главнымъ обра- 
зомъ трактатомъ «о коническихъ сечешяхъ», въ которомъ, между 
прочимъ, встречаемъ вопросъ о m a x i m u  ш ’е  и m i п i- 
ш и гп’е .

Во второмъ веке  до Р. Хр. великш астрономъ Гиппархъ 
положилъ начало м а т е м а т и ч е с к о й  а с т р о н о м 1 и; 
для астрономическихъ вычисленш онъ пользовался прямолиней­
ной и сферической тригонометр1ей, основы которой имъ были 
изложены въ сочиненш «О восхожденш и захожденш светилъ». 
Кроме того ему приписываютъ открьте  с т е р е о г р а ф и ­
ч е с к о й  п р о е к ц i и и также приложен ie геометр ш къ 
астрономш.

Въ средине II века по Р. Хр. въ Грецш славится астро­
номъ и геометръ Птоломей, известный своей с и с т е м о й  
д в и ж е н i я н е б е с н ы  х ъ  т е л ъ  и некоторой разра­
боткой T e o p i H  к о о р д и н а т н ы х ъ  о с е й .

Далее мы встречаемъ самаго виднаго представителя второй 
александршской школы Дюфанта, не безъ основашя считаемаго 
творцомъ алгебры.

Въ исторш алгебры различаютъ три перюда: 1) алгебру рито­
рическую—самую низкую ея ступень, когда еще все действ!я и
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величины выражались словами и не существовало никакихъ 
символовъ; 2 ) алгебру синкопическую—вторую ступень ея раз- 
вит1я; въ этотъ перюдъ начинаютъ сокращать слова, и по­
являются некоторые знаки, и 3) алгебру символическую—по­
следнюю ступень ея развтчя , где все действ1Я безъ исключешя 
изображаются посредствомъ символовъ.

Дюфантъ былъ первый, решившш yp-ie второй степени 
алгебраическимъ путемъ, такъ какъ ранее эти ур-1я решались 
чисто геометрическимъ построенieMb. Благодаря Дюфанту мате­
матика грековъ следуетъ новому направленш, при которомъ 
главную роль играетъ алгебра, а геометрш отводится уже второе 
место. Такое изменеше направлешя въ теченш развит1я мате­
матики повторяется довольно часто; такъ, Пиеагоръ однимъ 
изъ первыхъ изследуетъ свойства чиселъ; свою теорему о ква­
драте, построенномъ на гипотенузе, онъ прилагаетъ къ числамъ 
и вводитъ такимъ образомъ некоторую связь между геометр1ей 
и ариеметикой. Ариеметикой вообще называлась наука о чи- 
слахъ, т.-е. объ изследованш свойствъ чиселъ и разделенш 
ихъ на классы. Греческая ари вмети ка—наука чисто теорети­
ческая; въ такомъ духе написаны были у грековъ все ариеме- 
тики, изъ которыхъ самой обстоятельной является ариеметика 
Никомаха. Практическая ариеметика носила назваше логистики.

Начиная съ Эвклида, ариеметика принимаетъ чисто научный 
характеръ, хотя и чисто геометрическш, такъ какъ все свой­
ства чиселъ объясняются на лишяхъ, площадяхъ и т. п . Такой 
характеръ ариеметика сохраняетъ до Никомаха, который изла- 
гаетъ ее безъ посредства геометрш, такъ что у него она является 
вполне наукой о числахъ.

Со времени Никомаха вся математическая литература прини­
маетъ ариеметическш характеръ вплоть до начала X III столепя, 
когда Фибоначчи знакомить европейцевъ съ алгеброй арабовъ; 
съ этого момента математика принимаетъ алгебраическое напра- 
влеше, которому следуетъ до XVI века, когда начинаютъ инте­
ресоваться трудами Дюфанта, изучеше которыхъ даетъ толчокъ 
къ усовершенствованда методовъ неопределеннаго анализа, но 
съ появлешемъ метода дифференщаловъ неопределенный анализъ 
снова забрасывается до техъ поръ, пока Эйлеръ не обращаетъ на 
него главное внимаше, чемъ и полагаетъ начало окончательному
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его наследованию, благодаря трудамъ математиковъ X IX  зйка, 
каковы Лагранжъ, Гауссъ, Якоби и др.

Блестящее развитие наукъ у ученыхъ александршской школы 
во время упадка Римской имперш (где математичесюя познан\я 
были значительно слабее греческихъ, такъ какъ у римлянъ мате­
матика существовала лишь для практическихъ примененш) 
останавливается въ VI столетш по Р. Хр.

Арабы. После ряда релипозныхъ войнъ, имевшихъ своей 
целью распространенie Ислама огнемъ и мечомъ, арабы значи­
тельно укрепили свои позицш и зажили мирной жизнью. Осно­
ванная ими столица Багдадъ делается центромъ цивилизацш, 
и въ промежутокъ времени между IX и X III веками создается 
обширная математическая литература, основы которой были, 
большею частью, заимствованы у грековъ.

Сравнивая оставгшеся после арабовъ памятники по матема­
тике и астрономш, мы видимъ, что ихъ ученые превзошли во 
многомъ греческихъ. Главныя заслуги арабовъ состоять въ томъ, 
что они поставили тригонометрш въ ряды математическихъ 
наукъ. Греческая тригонометр1я носить чисто геометрическш ха­
рактеръ, а у арабовъ характеръ тригонометрш—чисто алгебраи- 
ческш. Арабы первые ввели тангенсъ, какъ самостоятельную 
величину, а также котангенсъ, секансъ и косекансъ, о которыхъ 
до нихъ нигде не упоминается; кроме того, ими были построены 
тригонометричесюя таблицы для тангенсовъ и котангенсовъ.

Изъ числа самостоятельныхъ трудовъ арабовъ упомянемъ вве­
д ете  ими трехъ или четырехъ основныхъ предложенш, который 
лежать въ основе тригонометрш; введете синусовъ дугъ вместо 
двойныхъ хордъ; научное обосноваше п р и л о ж е н 1 я а л ­
г е б р ы  к ъ  г е о м е т р 1 и; решеше некоторыхъ ур-ш 
3-й степени и т. п.

Средше и новые etna. Съ введешемъ христианской ре- 
лигш быстро прекращается развтие математики. Хриспане 
безъ разбора истребляютъ сочинешя язычниковъ, стремясь рас­
пространить повсеместно Евангел1е. Въ эту мрачную эпоху по- 
гибаютъ замечательней1ше памятники древней культуры. Тво- 
решя арабскихъ мыслителей и математиковъ не могли получить 
распространен 1я въ Европе, такъ какъ фанатичное и нетерпимое 
духовенство, пользовавшееся тогда неимовернымъ вл1яшемъ на
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самые широюе круги населешя, считало все, исходящее отъ 
нехриспанъ, ересью и богохульствомъ. Наступило полное го­
сподство схоластическаго догматизма, всякая критика и стре- 
млеше впередъ преследовались самымъ безпощаднымъ обра- 
гомъ вплоть до сжигашя на костре. Произведешя почти всехъ 
мыслителей среднихъ вековъ проникнуты духомъ схоластики 
и мистицизма.

Математики этого мрачнаго историческаго перюда занимаются 
преимущественно вопросами, меньше всего касающимися истин­
ной математической науки: пишутся целые трактаты о мистике 
чиселъ и объ ихъ таинственныхъ свойствахъ. Тяжелое и суровое 
время прожило человечество подъ ужаснымъ гнетомъ фана­
тизма и невежества, и только отдельныя светлыя личности 
цепко держались за культурное Haarfeflie грековъ и римлянъ 
и въ тиши монастырскихъ келш знакомились съ идеями араб- 
скихъ мыслителей. Цепь развшчя знанш не была окончательно 
потеряна. Изъ математиковъ среднихъ вековъ особенно достойны 
упоминашя имена Алькуина, Герберта и Рожера Бэкона, ко- 
торыя являются светочами въ безконечно-однообразной умствен­
ной культуре этого времени.

Открьше Америки и начало реформацш знаменуютъ собой 
конецъ среднихъ вековъ и вместе съ темъ начало эпохи возрожде- 
шя наукъ и искусствъ. Изобретете книгопечаташя явилось той 
могущественной силой, которая быстро разорвала оковы, свя- 
зывавппя Европу въ течеше многихъ столетш.

Возрожден ie математическаго творчества относится къ на­
чалу XVI столет1я. Къ этому времени одно за другимъ быстро 
следуютъ открьгпя въ различныхъ областяхъ математики и 
астрономш. Въ 1545 году въ Нюренберге появляется въ высшей 
степени ценное произведен ie Кардана («Ars magna»), содержа­
щее вообще зародыши современной алгебры, выходяице за пре­
делы сравнительно узкой схемы античной математики. Въ этомъ 
произведен in Карданъ даетъ решен ie кубическаго уравнен ifl.

Начало второй половины XVI столепя выдвинуло на первый 
планъ тригонометричесюя вычислешя. Блестяипе успехи астро- 
ном!и, связанные съ именемъ Коперника, обусловливаютъ по- 
явлен1е въ светъ первыхъ большихъ тригонометрическихъ та- 
блицъ. Конецъ XVI века ознаменовывается открьтемъ десятич-
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кыхъ дробей. Стройное и систематическое изложеше свойствъ 
десятичныхъ дробей и действ ш съ ними впервые дано было въ 
«Алгебре» нидерландца Стевина, появившейся въ 1585 году.

Самую видную роль въ исторш математики сыгралъ XVII в.
Ни одинъ вЪкъ не блещетъ столькими великими именами, 

столькими глубокими всеобъемлющими идеями; никогда челове­
ческая мысль не достигала такихъ высотъ, никогда не делала 
такихъ великихъ обобщенш. Челов-Ьческш генш, окончательно 
и безповоротно освободившись отъ оковъ средневековья, пред- 
сталъ во всей своей красоте и величш. Тенденшя къ дробленш 
математики на рядъ частей или дисциплинъ, вполне отграничен- 
ныхъ одна отъ другой, и стремлеше обойтись минимумомъ вспо- 
могательныхъ средствъ, избегая по возможности заимствован^ 
у соседнихъ областей, уступаютъ свое место новому направлешю. 
Это новое направлеше, господствовавшее почти безраздельно до 
X IX  столет1я, придаетъ главное значеше органической с е я з и  

между отдельными областями математики и предпочитаетъ те 
методы, которые даютъ одновременное понимаше многихъ об­
ластей съ одной и той же точки зреш я. Можно сказать, что 
конечной целью новаго напраЕлешя является соединеше всехъ 
математическихъ дисциплинъ въ одно целое. Честь великаго 
обобщешя, существенно изменившаго весь дальнейшей ходъ раз- 
вит1я математическихъ знанш, принадлежитъ знаменитому ма­
тематику и философу Декарту-Картезш. Аналитическая геоме- 
тр1я Декарта (1637) установила связь между числомъ и про- 
странствомъ и такимъ образомъ объединила алгебру съ гео- 
метр1ей.

Со временъ Декарта вплоть до X IX  века развит1е этихъ двухъ 
наукъ идетъ совместно и абсолютно нетъ возможности отделить 
одну отъ другой. Въ связи съ аналитической геометр!ей тотчасъ 
Еыступаютъ две велиюя проблемы XVII века: проблема касатель- 
ныхъ къ кривымъ и проблема квадратуры, т.-е. проблемы диф- 
ференцировашя и интегрирован1я. Эти проблемы занимали 
умы многихъ выдающихся математиковъ XVII века. Кавальери, 
Роберваль, Ферматъ и Барроу (учитель Ньютона) уделяли этимъ 
Еопросамъ много внимашя и своими выдающимися трудами под­
готовили почву для открьгпя анализа безконечно малыхъ. Надо 
заметить, что все эти ученые при разрешенш поставленныхъ
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вопросовъ исходили изъ различныхъ точекъ зр-Ьшя и пользова­
лись различными и въ высшей степени оригинальными методами. 
Изсл-Ьдоваше вопроса о m axim um ’e  и m inim um ’̂  функцш, 
играющее въ высшей степени важную роль въ дифференшаль- 
номъ исчисленш, составляетъ почти исключительно заслугу 
Фермата *).

Для разви^я дифференщальнаго и интегральнаго исчислешя 
въ собственномъ смысле недоставало еще только одного, весьма 
существеннаго, факта: еще не знали, что обе эти науки находятся 
въ самой тесной связи, что между ними столько же общаго, 
сколько между прямыми и обратными геометрическими теоре­
мами. Въ этомъ заключается сущность того громаднаго прогресса, 
который осуществился въ конце XVII века. Создателями анализа 
безконечно малыхъ историки математики считаютъ Ньютона 
и Лейбница, работавшихъ совершенно самостоятельно и придав- 
шихъ своимъ произведешямъ совершенно различным формы. 
Ньютоново исчислеше флюксш и дифференшальное исчисление 
Лейбница, сильно отличаясь способами обозначенш (такъ на- 
зываемымъ логариемомъ), определешями и общимъ характеромъ 
изложешя, однако удивительно родственны по своему внутрен­
нему содержашю, цели и полученнымъ результатамъ. Внешнее 
различ1е этихъ двухъ произведенш столь громадно, что ввело 
въ заблуждеше не только современниковъ гешальныхъ творцовъ 
анализа, но даже въ X IX  столетш некоторые математики (Гер- 
гартъ и Вайсенборнъ) резко отграничивали ньютоновы флюксш 
отъ производныхъ Лейбница. Новое ксчислеше быстро распро­
странилось по континенту и сразу сделалась достояшемъ всего 
математическаго Mipa. Братья Бернулли, Тэйлоръ и Маклоренъ 
тотчасъ же приложили новое учеше къ изследованш различныхъ 
математическихъ вопросовъ, значительно расширили это учете 
и обнаружили удивительную универсальность метода безко- 
нечно-малыхъ. Основной принципъ Лейбница, а именно прин-

*) Ф ерм атъ  я в л я ется  безусловно однимъ изъ  сам ы хъ геш ал ьн ы х ъ  лю дей 
своего в-Ька. Его засл у ги  въ области м атем атическихъ знанШ  очень вели ки : 
онъ  первый освободилъ т е о р ш  чиселъ отъ м истическаго н алета  среднихъ  
в-Ьковъ и поставилъ ее на  строго научную  почву. С удя по письмам ъ къ  
П аскалю , Ф ерм атъ много зан и м ался  так ж е  тео р 1ей вер о ятн о стей . Н е к о ­
торы е историки склонны  даж е считать его отцомъ этой н ауки .
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ципъ непрерывности во всякомъ процессе природы, легъ въ осно- 
ваше вс-Ьхъ дальн-Ьйшихъ математическихъ построенш XVIII 
и X IX  века.

Заканчивая краткш обзоръ великихъ открытш золотого века 
математики, нельзя не упомянуть о возникновенш новой геоме- 
тр1и, известной теперь подъ назвашемъ проективной. Начало 
этому новому ученш было положено трудами Паскаля и 
Дезарга.

Къ блестящи мъ открьшямъ XVII века относится еще создание 
шотландцемъ Неперомъ теорш логаривмовъ и появлеше первыхъ 
логариемическихъ таблицъ (1614 г.). Логариемы дали легкое 
и удобное вспомогательное средство.для числовыхъ выкладокъ 
и далеко впередъ подвинули практическую тригонометрш.

До XVIII века истор!я им^етъ еще возможность следить 
за развит1емъ каждой отдельной математической дисциплины. 
Начиная съ XV III века, все математичесюя дисциплины какъ бы 
переплетаются, ученые работаютъ одновременно во всЬхъ об- 
ластяхъ математики и двигаются впередъ съ изумительной бы­
стротой. Одно открьгпе слЪдуетъ за другимъ, одна математиче­
ская идея см-Ьняетъ другую, все старое перерабатывается, шли­
фуется и получаетъ окончательную какъ внешнюю, такъ и вну­
треннюю отделку. Безсмертныя имена Эйлера, Даншла Бернулли, 
d ’Alam bert’a, Клэро, Лагранжа, Лапласа, Лежандра, Монжа и 
Карно составляютъ украшен ie этой эпохи и тесно связаны со 
вс%мъ дальн-Ьйшимъ прогрессомъ математики вообще и съ раз- 
випемъ учешя о дифференщальныхъ уравнешяхъ, BapiauiOH- 
номъ исчислен in и аналитической механике въ частности. Въ 
конце XV III стол-кля появился трудъ Монжа (1798)«Geometrie 
descriptive», содержащш въ себе начала современной начертатель­
ной геометр in, играющей столь важную роль въ технике и архи­
тектуре. Нерезъ годъ знаменитый немецкш математикъ Гауссъ 
доказалъ, что всякое алгебраическое уравнеше имеетъ по край­
ней мере одинъ корень, вещественный или комплексный. Эта 
теорема легла въ основу всего высшаго алгебраическаго анализа.

Самымъ существеннымъ для начала X IX  столет1я является 
строгое логическое обоснован ie высшаго анализа посредствомъ 
признаковъ сходимости и расходимости рядовъ, а также и и з­
ложен ie его въ современномъ духе. Окончательная разработка

2
А. Л ям ивъ. Математичесше досуги.
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анализа составляетъ заслугу корифеевъ математики X IX  вЪка— 
Гаусса, Абеля и Коши. Изъ дальнЪйшаго развит!я математики 
можно отметить возникновеше математической физики, теорш 
функцш комплекснаго перем-Ьннаго по Коши и Риману и векто- 
pianbHaro анализа Грассмана и Гамильтона. Благодаря трудамъ 
Понселе, Шаля, Штейнера и Штаудта, проективная геометр1я, 
начало которой было положено еще въ XVI столЪтш, вылилась 
въ стройную и систематическую науку. Изсл-Ьдоваше аксюмъ 
геометрш и создаше новыхъ геометрическихъ системъ, каковы—■ 
геометр1я Лобачевскаго и Римана, составляютъ всец-Ьло завое- 
ваше новЪйшаго времени. Одной изъ важн'Ьйшихъ особенностей 
X IX  в-Ька считаютъ стиль и художественную форму математи- 
ческаго изложешя. Сочинешя лучшихъ математиковъ нашего 
времени обладаютъ такими художественными достоинствами,
о которыхъ раньше и не мечтали.

Въ заключеше замътимъ, что математика им-Ьетъ безуслов­
ное преимущество передъ другими науками гЬмъ, что ея открьгпя 
и успехи, являюоиеся слЪ дстем ъ исключительно строго-логи- 
ческаго мышлешя, стоять внЪ всякихъ сомнЪнш и имЪютъ 
абсолютную ценность, которой не можетъ коснуться всесиль­
ный бичъ временъ.



Ариеметика.
i.

По столбу, высота косораго 1 аршинъ, ползетъ 
улитка. Начавъ съ основашя столба, она днемъ 
поднимается на 4 вершка, а ночью спускается на
3 верш ка. Черезъ сколько сутокъ улитка доползетъ 
до верха столба?

Р-гыиете. За сутки улитка поднимается на 1 вершокъ, а за 
12 сутокъ на 12 вершковъ. Оставшиеся до верху 4 вершка она 
доползетъ за 13-й день. Улитка, сл-Ьдовательно, до верху столба 
будетъ ползти 12х/2 сутокъ.

2 .

Покупатель, купивъ въ магазин-fe ш ляпу за 15 руб., 
уплатилъ продавцу двадцатипятирублевый кредит­
ный билетъ. Продавецъ, размЪнявъ данный ему би- 
летъ у сосуда, отдалъ покупателю 10 руб. сдачи. 
Черезъ некоторое время къ продавцу приходитъ со- 
сЬдъ и заявляетъ, что полученный имъ для размена 
билетъ— фальшивый, вслЪдств1е чего онъ возвра- 
щаетъ его продавцу и получаетъ въ обм'Ьнъ настоя­
щую двадцатипятирублевку. Сколько убытку понесъ 
продавецъ?

Ргыиете. Продавецъ отдалъ покупателю шляпу цЪною въ 
15рублей и Юрублей еда . всего онъ здЪсь потерялъ25рублей. 
Деньги же, полученныя отъ сосЪда при разм-Ьн-Ь билета, онъ 
снова ему возвратилъ. Следовательно продавецъ пстерялъ 
всего 25 рублей.

2*



3 .

Какими гирями, общш вЪсъ которыхъ составляетъ 
одинъ пудъ, можно взвеш ивать грузы вЪсомъ отъ
1 до 40 фунтовъ (въ ц'Ьлыхъ числахъ фунта)?

Отвгьтъ. Гири должны быть в-Ьсомъ въ 1, 3, 9 и 27 фунтовъ.

4.
Сколько разъ придется приставлять пилу, чтобы 

распилить бревно на 9 частей?

Ргьшете. Только 8 разъ, такъ какъ при отделен in предпо­
следней части отделится также и последняя часть.

б.

Разделить 7 апельсиновъ на 12 равныхъ частей 
при условш , чтобы каждый апельсинъ резать меньше, 
чЪмъ на 12 частей.

Ргьшете. Разрежемь четыре апельсина каждый на три 
части, получимъ 12 частей, а последше 3—каждый на 4 части— 
получимъ также 12 частей. Взявъ одну часть отъ первыхъ четы­
рехъ апельсиновъ и одну часть отъ вторыхъ трехъ—будемъ иметь 
одну двенадцатую часть отъ семи апельсиновъ.

6 .

Два мальчика купили въ лавк1!. 8 пряниковъ. На 
эту покупку первый потратилъ 5, а второй 3 копейки. 
ВстрЪтивъ по дорогЪ товарища, они втроемъ съ-Ьли 
вс-fe пряники, при чемъ каждый съЪлъ одну и ту же 
порцш . При прощанш встр-Ьтившшся товарищъ далъ 
мальчикамъ 8 копеекъ. Какъ они должны разделить 
между собою полученныя деньги?

Ргьшете. Присоединившшся товарищъ оценилъ въ 8 копеекъ 
съеденные имъ 8/з пряника, или 1js пряника въ 1 копейку. Пер-

15 8 7
выи мальчикъ уделилъ товарищу —з ~ з  пряника, а вто-

— 20 —
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9 8 1рой з —з = з  пряника. Следовательно, первый долженъ по 

лучить 7 коп., а второй 1 коп.

7.
Ж елезная дорога въ два пути соединяетъ противо- 

положныя станцш А  и В . Каждый часъ съ обоихъ 
концовъ одновременно выходить по поезду. Сколько 
по пути встретится поездовъ, если -Ьхать отъ А  къ В, 
зная, что езды между этими станщями ровно сутки?

Рпшенге. Въ моментъ отхода какого-нибудь поезда со стан­
цш А  на эту же станцш прибываетъ поЪздъ, вышедшш со стан­
цш В  ровно на 24 часа раньше. Этотъ поЪздъ, конечно, не будетъ 
встр-Ьчнымъ. По дороге по^здъ встретить 23 поезда, вышедшихъ 
изъ В  въ предшествуюцця сутки, и 24 поезда, вышедппе изъ В  
въ то время, когда по-Ьздъ А  находился въ пути. Всего, следова­
тельно поездъ А  встретить 23 + 2 4 = 4 7  поездовъ.

8.
Одинъ господинъ завещ алъ капиталъ въ 14000 руб. 

своей ж ене при условш , что если у нея родится 
мальчикъ, то сынъ долженъ получить вдвое больше 
матери, а  если родится дочь, то мать должна полу­
чить вдвое больше дочери. Родились близнецы: сынъ 
и дочь. Какъ было исполнено завещ аш е?

Ргьшете. Изъ наследства должна быть уделена одна часть 
матери, две таю я же части сыну, а половина такой же части

дочери. Все наследство должно быть разделено на 1 + 2 + -  ча-
1 1 

сти, т.-е. на 3^ части. Одна часть составляетъ 14000 : 3;j —

=4000 рублей. Следовательно, мать должна получить 4000, 
сынъ 8000, а дочь 2000 рублей.

9.
Н а памятнике Дюфанта находится следующая 

надпись: «Прохожш! Подъ симъ камнемъ покоится
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прахъ Дю фанта, умершаго въ старости. Шестую 
часть его жизни заняло детство, двенадцатую— отро­
чество, седьмую— юность. ЗагЪмъ протекла поло­
вина его жизни, после чего онъ женился. Черезъ 
пять л-Ьть у него родился сынъ, а когда сыну минуло
4 года, Дюфантъ скончался. Скажи, сколькихъ летъ  
онъ умеръ?»

Ргьшете. Часть жизни Дюфанта, протекшая отъ его рожде-

ш я до женитьбы, выразится суммой дробей: +  y +  —
_  75 25
— 84 =  28’ часть его жизни отъ женитьбы до смерти выразится 

25 3
разностью 1—28= 28. ^ Та часть’ очевиДн°. равна 5 + 4 = 9  годамъ.

з
Следовательно, Дюфантъ умеръ, когда ему было 9 : ^  = 8 4  года.

10.

Отцу 45 летъ , а сыну 10. Черезъ сколько летъ. 
ихъ возрасты будутъ относиться, какъ 9 : 4?

Ргьшете. Разность между лотами отца и сына будетъ за все 
время ихъ жизни постоянна и равна 35 годамъ, а разность между 
частями будетъ 9—4= 5 . Одна часть, следовательно, выразится 
частиымъ 35 : 5 = 7  годамъ. Поэтому, когда ихъ возрасты будутъ 
относиться, какъ 9 :4 ,  отцу будетъ 7 .9 = 6 3  года, а сыну 
7 . 4= 28  летъ. Следовательно требуемое задачей отношеше летъ 
наступитъ черезъ 63—45 или 28— 10, т.-е. черезъ 18 летъ.

I I .

Ящ икъ вм^щаетъ 4 фунта изюма или 6 фунтовъ 
миндалю. Если его наполнить гЬмъ и другимъ на 
одинаковыя суммы, то содержимое будетъ весить 
4х/2 фунта и стоить 1 руб. 8 коп. Что стоитъ фунтъ 
миндалю и изюма?

Ргыиете. Одинъ фунтъ миндалю занимаетъ столько же места,
4 2 1

сколько^ = 2  фун. изюма; разница же въ весе будетъ на ^ фунт.
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Такъ какъ в%съ ящика со смесью изюма и миндалю превышаетъ 
в-Ьсь ящика съ однимъ изюмомъ на х/ 2 фунта, то, следовательно,

1 1 3 ,  .1 3 .  , v
миндалю въ смеси б ы л о —2 Ф1» а изюма ^2 2 ФУН* -̂а"
ждый сортъ стоить 108 : 2 = 54  коп., поэтому 1 фун. миндалю 
стоить 36 коп., а 1 фун. изюма 18 коп.

12.
Два поезда по параллельнымъ путямъ движутся 

другъ другу навстречу, одинъ со скоростью 30 верстъ 
въ часъ, а другой со скоростью 40 верстъ въ часъ. 
П ассажиръ, сидящш во второмъ поезде, зам^тиль, 
что первый поЪздъ шелъ мимо него въ теч ете  6 се- 
кундъ. Какова длина перваго поезда?

30 1
Ргьшете. Первый поездъ проходить въ секунду gg 60~Т20

40 1 _ ,
версты, а второй 50~  90 веРсты* Длина перваго поезда

равна разстояшю, пройденному вторымъ по%здомъ въ течете 
6 секундъ,сложенному съ разстояшемъ, пройденнымь первымь 
по-Ьздомъ въ течете того же времени. Следовательно длина

I , ,  I ,  1 , 1  3 + 4  7
перваго поезда равна 20+ Т 5 ~ _60’ ~ 60 веРсты’
или 58 саж. 1 арш.

13.
Определить моментъ между 1 часомъ и 2 часами, 

когда минутная стрелка часовъ покрываетъ часовую.
Ргьшете. Когда минутная стрелка проходить черезъ всЪ 

60 д-Ьленш циферблата, часовая проходить только черезъ 5 его
деленш. Следовательно, минутная стрелка движется въ 60:5 =  12

11 .
разъ быстрее часовой и каждую минуту нагоняетъ ее на де-

лешя циферблата. Когда минутная стрелка была на 12 часахъ, 
часовая была на 1 часе; разница между ними 5 деленш. Стрелки,

с И С5/очевидно, совпадугь черезъ ' /и  минуты.
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14.
Купецъ прюбрЪлъ 11 шерстяныхъ платковъ, по 

3 руб. 50 коп. за каждый. Н исколько изъ нихъ онъ 
продалъ, взявъ за каждый проданный платокъ столько 
лишнихъ полтинниковъ, сколько платковъ осталось 
непроданными. Определить число проданныхъ плат­
ковъ, зная, что онъ выручилъ сумму, равную затра­
ченной на покупку всёхъ платковъ.

Ргьшете. Такъ какъ на покупку платковъ купецъ потратилъ
11 . 7= 77  полтинниковъ, а за каждый проданный платокъ онъ 
выручалъ ц^лое число полтинниковъ, то число проданныхъ плат­
ковъ должно быть дЪлителемъ 77. Очевидно, что за каждый 
проданный платокъ купецъ выручалъ 11 полтинниковъ или 5 руб. 
50 коп., а всего имъ было продано 7 платковъ.

15.
Одинъ торговецъ при оптовой продаж е своего то­

вара делаетъ съ назначенной на товаръ цены скидку 
въ 7%  и, кроме того, въ случае продажи на налич- 
ныя деньги, еще делаетъ уступку въ 12% съ пони­
женной цены. Другой торговецъ делаетъ скидку 
въ 12% съ назначенной и, кроме того, 7%  съ пони­
женной цены при одинаковыхъ съ первымъ торгов- 
цемъ прочихъ услов1яхъ. У котораго изъ нихъ вы­
годнее покупать товаръ на наличныя деньги?

Ргьшете. Первый торговецъ дЪлаетъ съ назначенной цЪны 
скидку въ 7%, т.-е. вместо рубля получаетъ 93 копейки, а въ 
случай продажи за наличныя деньги д-Ълабтъ съ пониженной 
ц%ны еще уступку въ 12%, т.-е. вместо рубля получаетъ 88 коп.,

88.93 21 „а вместо 93 коп. получитъ ----- _ = 8 1 коп.Разсуждаятакимъ же
100 25

образомъ относительно второго торговца, убедимся, что совер­
шенно безразлично, покупать ли у того или у другого торговца.

16.
Землекопы нанялись выкопать две ямы, объемы 

которыхъ должны относиться, какъ 1 : 2. Начавъ
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съ утра копать ббльшую яму, они после полудня 
разделились на две равныя партш . Первая парт!я 
продолжала копать ббльшую яму и къ вечеру вы­
копала ее, а вторая парт!я принялась копать меньшую 
яму. Сколько было землекоповъ, если известно, что 
въ т еч ете  следующаго дня оставшуюся часть работы 
выполнилъ одинъ землекопъ?

Pmueuie. Обозначимъ однодневную рабочую силу всЬхъ 
землекоповъ единицей; чтобы выкопать большую яму, потребо-

1 1 3
бовалось 2^~ 4~ 4  это** Рабочей силы; следовательно, чтобы

3
выкопать меньшую яму, потребуется только g этой рабочей 

силы. Въ первый день на меньшую яму было затрачено всего
! -  л. 3  1 1^ однодневной силы всъхъ землекоповъ. Разность q~ ^ ~ q со- 

ставляетъ однодневную рабочую силу одного землекопа. Отсюда 

находимъ, что всЪхъ землекоповъ было 1

17.
П ассажирскш  пароходъ, идя вверхъ по теченш  

реки , проходитъ р а зс т о я т е  между городами А  и В  
въ 4 часа 30 минуть, а обратно въ 3 часа. Во сколько 
времени при тЬхъ же услов!яхъ проплыветъ то же 
р а зс то яте  боченокъ, брошенный по теченш  реки  
въ м есте А>

Ргьшете. Внизъ по теченш пароходъ въ часъ проходитъ
1 2

4Xj~ ~ 9  разстояшя между городами А  и Б, а вверхъ противъ 
2 1

течешя—только ^ этого разстояшя. Разность между пройден­

ными въ часъ разстояшями выразитъ двойную скорость течешя 
р^ки, потому что при движенш противъ течешя скорость паро­
хода въ стоячей вод^ не только не увеличивается на величину, 
равную скорости течешя, но, наоборотъ, еще уменьшается на
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такую же величину. Следовательно, скорость течешя будетъ 

разстояшя между городами, а потому боченокъ,

1-1 =брошенный по течешю, проплыветъ все разстояше въ 1-jg 

= 1 8  часовъ.

18.

Для нумерацш страницъ книги потребовалось 
2775 цифръ. Сколько было въ книгЬ страницъ?

Ргьшете. Для нумерацш первыхъ 9 страницъ необходимо 
9 цифръ, а для нумерацш слЪдующихъ 90 страницъ необхо­
димо 180 цифръ. Разность 2775— 189 =2586 дастъ число цифръ, 
которыми перенумерованы страницы по 3 цифры, 4 цифры 
и т. д. въ каждой. Такъ какъ частное 2586 : 3=862 меньше ты­
сячи, то страницъ, нумерованныхъ четырехзначными числами, 
очевидно, быть не можетъ. Всего въ книгЬ 862+99=961 стран.

19.
Сколько потребуется цифръ для того, чтобы 

перенумеровать книгу въ 1500 страницъ?

Ргьшете. Чтобы перенумеровать первыя 9 страницъ надо 
9 цифръ; для сл'Ьдующихъ 90 страницъ— 180 цифръ, для слЪ- 
дующихъ 900 страницъ—2700 цифръ. Такимъ образомъ, чтобы 
перенумеровать въ книгЬ страницы до 1000-й, надо 2700+180+ 
+ 9= 2889  цифръ. СлЪдуклщя страницы перенумеровываются по
4 цифры каждая. Такихъ страницъ по условш задачи будетъ 
1500—999=501. На нихъ употреблено 501 .4 = 2 0 0 4  цифры. 
Всего же употреблено было 2889+2004=4893 цифры.

20.

Ученикъ правильно перемножилъ на доск-fe два 
числа— пятизначное на трехзначное, но нечаянно
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стеръ некоторый цифры такъ, что у него осталось 
следующее:

♦ у * * *
743

* j|t + $ 
И:#****

42***87*
(Места стертыхъ цифръ обозначены звездочками).

Возстановить по этимъ даннымъ множимое и произ­
в ед ете .

Ргьшете. Если бы мы делили произведете 42***875 на 
множителя 743, мы получили бы другой множитель *7 ***. Про- 
42***875 

3715 
42***16 

86

743 изведемъ это д^леше. Цифра единицъ числа
*7 *** *7 *** Можетъ быть только 5, такъ какъ нетъ

125 больше ни одной цифры, которая, будучи
умножена на 3, дала бы цифру единицъ произ- 

^  ^ ведетя 5. Умноживъ найденную цифру част-
наго 5 на делителя и вычтя результатъ изъ числа 42***875, 
получимъ сумму произведенш числа 743 на все цифры числа
*7**5, кончая цифрой десятковъ (т.-е. безъ цифры единицъ). 
Такъ какъ цифра десятковъ неизвестнаго частнаго, будучи 
умножена на 743, должна давать последней цифрой 6, что видно 
по числу 42***16, то заключаемъ, что эта цифра можетъ быть 
только 2. Умножая цифру десятковъ частнаго на 743 и вычитая 
результатъ изъ числа 42***16, получимъ сумму произведенш 
числа 743 на все цифры числа *7*25, кончая уже цифрой сотенъ.

Разсуждая по предыдущему, находимъ, что цифра сотенъ 
можетъ быть только 1 . Итакъ, мы число *7 *** можемъ написать 
въ виде *7125. Остающаяся неизвестной цифра частнаго будетъ 6, 
такъ какъ 6 . 7=42, а въ силу этого две последшя слева цифры 
делимаго 42***875, после прибавлешя къ нимъ оставшихся 
лишнихъ единицъ следующаго высшаго класса (въ данномъ слу­
чае миллюнныя),будутъ уже не 42, а больше. Следовательно 
последняя искомая цифра будетъ 5 или меньше. При подстановке
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окажется, что 5 и есть недостающая цифра. Откуда находимъ 
множимое 57125 и произведенie 42442875.

21.
ПомЪщикъ продалъ табунъ лошадей тремъ покупа­

телям и  Первому онъ продалъ половину всЪхъ быв- 
шихъ у него лошадей и еще полъ-лошади; второму 
половину оставшихся лошадей и еще полъ-лошади, 
наконецъ, третьему половину оставшихся лошадей 
и полъ-лошади. Сколько лошадей было въ табу не, 
если известно, что ни одной лошади не пришлось 
резать  пополамъ?

Ргьшете. Полъ-лошади составляетъ, очевидно, вторую поло­
вину оставшихся после второго покупателя лошадей; следо­
вательно, третш покупатель получилъ только одну лошадь. 
Не трудно сообразить, что второй покупатель получилъ 2, а пер­
вый 4 лошади. Всего въ табуне было 7 лошадей.

22.

Найти двузначное число, сумма цифръ котораго 13, 
а разность между искомымъ числомъ и обратнымъ 
ему, т.-е. числомъ, которое получится, если мы 
цифру единицъ искомаго числа поставимъ на место 
цифры десятковъ, а цифру десятковъ на место цифры 
единицъ, выражается числомъ, цифра единицъ ко­
тораго есть 7.

Ргьшете. Разность между двузначнымъ числомъ и обратнымъ 
ему всегда кратна 9. Въ данномъ случае сумма цифръ этой раз­
ности должна непременно равняться 9, а, следовательно, сама 
разность будеть 27. Не трудно сообразить, что сумма искомаго 
числа и обратнаго ему будеть состоять изъ 13 десятковъ и 13 еди­
ницъ, т.-е. равна 143. По сумме и разности двухъ чиселъ легко 
найти и самыя числа. Меньшее число, обратное искомому, будетъ 
143 27---- -— = 5 8 , а потому искомое число будеть 85.
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23.
Перемножить числа 235 и 433, написанныя по 

семиричной системе счислешя, не переводя ихъ въ 
десятичную.

Ргьшете. Произведете напишется также по семиричной 
систем^. При перемножен in надо руководствоваться гЬмъ, что 
каждыя 7 единицъ какого-нибудь разряда составляютъ единицу 
сл"Ьдующаго разряда. Действie расположится такъ:

235 
X 433 
1041 

1041 
1306 
142351

Искомое произведете (142351),.

24.
Въ 1898 году мне было столько летъ , сколько 

единицъ въ сумме цифръ года моего рождеш я; 
къ 1 февраля 1914 года число месяцевъ, прошедшихъ 
после ближайшаго, отпразднованнаго мною дня ро­
ж деш я, равнялось сумме первой и последней цифръ 
года моего рож деш я, а число дней, считая отъ по- 
следняго дня рождеш я, равнялось числу, составлен­
ному изъ техъ  же цифръ. Когда я  родился?

Ргьшете. Две первыя цифры искомаго года мы знаемъ, такъ 
какъ лицо, о которомъ идетъ речь, нужно полагать, родилось 
въ 19-омъ столетш. Найдемъ две последи in цифры. Сумма этихъ 
двухъ цифръ не можетъ быть больше, чемъ 2 . 8= 1 6  (1889 годъ 
не можетъ служить ответомъ на задачу, такъ какъ 1898— 1889=9, 
а въ 1898 году лицо во всякомъ случае было старше 9-ти летъ). 
Если изъ 1898 отнимемъ l-j-8-j-16, то узнаемъ, что лицо это ро­
дилось во всякомъ случае не раньше 1873 года. Допустимъ, 
что оно родилось между 1873 и 1879 годами. Вычитаемъ изъ 
1898 сумму 1 —{—8 —7 и получаемъ 1882. Въ 1882 году лицу, по- 
видимому, было столько летъ отъ роду, сколько единицъ въ
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последней цифр% искомаго года рожден 1я. Эта цифра равна
1ооо_1©70
•------ ------- = 6, а искомый годъ рождешя есть, следовательно,

1876. Можно было бы предположить еще, что лицо родилось между 
1880 и 1889 годами, но, разсуждая по предыдущему, мы не найдемъ 
соответствующаго реш еш я. По году рождешя не трудно найти 
также месяцъ и день. Данное лицо родилось 16 ш ня 1876 года.

25.
Доказать, что всякое число есть сумма различныхъ 

степеней двухъ или эта сумма, сложенная съ еди­
ницей.

Ргьшете. Всякое нечетное число, написанное по системе 
счислешя 2 , можно представить въ виде:

2“ +2т~ 1 + 2т~ 2+ . . .  + 22 + 2 1+ 1 , 

а  четное—въ виде:

2п +2Щг~1 + 2т~2+ . .  .2* + 2 1; 

напр., 27 —24+ 23 + 2  -+•1 или 18= 24+ 2 .

26.
Д оказать, что число 144 будетъ точнымъ квадра- 

томъ во всякой систем^ счислешя.

Ртьшете. Принимая за основаше счислешя х, могущее по­
лучить значешя всехъ целыхъ чиселъ, за исключешемъ 1 , 2 иЗ, 
найдемъ, что (144)х=ж2+ 4.1 :+ 4= (х+2)г.

27.
Первыя девять цифръ, напечатанныя на отд-Ьль- 

ныхъ билетахъ, были розданы тремъ лицамъ, по три 
каждому, такъ, что сумма цифръ у каждаго была 
одна и та же. Изъ этихъ цифръ каждое лицо составило 
наименьшее трехзначное число и записало его. П осле
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этого билеты были снова смешаны и розданы та- 
кимъ же образомъ, при чемъ оказалось, что каждый 
получилъ по одной цифре, уже бывшей у него вна­
ч але , и что сумма полученныхъ каждымъ цифръ 
была опять одинакова. Когда каждое лицо сложило 
оба записанныхъ имъ трехзначныхъ числа, то полу- 
ченныя суммы у всехъ трехъ лицъ оказались рав­
ными 516. Как1я числа были составлены тремя ли­
цами въ первый и второй разъ?

Ргьшете. Изъ трехзначныхъ чиселъ,начинающихся съ цифръ 1,
2 или 3, услов1ямъ задачи удовлетворяют^ соответственно только 
числа 159 и 168, 267 и 249, 348 и 357. Число 456, а также числа, 
начинаюццяся съ цифръ 5, 6, 7 и т. д., услов!ямъ задачи не 
удовлетворяютъ, такъ какъ разность между 516 и каждымъ 
изъ нихъ не будетъ трехзначнымъ числомъ. Следовательно, 
въ первый разъ были составлены числа 159, 267, 348, а во второй 
разъ—числа 168, 249, 357, или наоборотъ.

28.

Если некоторое число медныхъ копеекъ располо­
жить въ виде квадрата, то 5 копеекъ останутся лиш­
ними; если же сторону этого квадрата увеличить на 
одну копейку, то не хватитъ 8 монетъ. Определить 
число раскладываемыхъ монетъ.

Ргьшете. Вообразимъ себе квадратъ 3 x 3  въ виде девяти 
кружковъ. Для того, чтобы получить квадратъ, сторона кото- 
раго на единицу больше, надо прибавить 
съ двухъ смежныхъ сторонъ по 3 кружка 
и, кроме того, 1 кружокъ между ними 
въ уголъ. Такъ же получимъ и квадратъ 
со сторонами въ 5, 6 и т. д. кружковъ изъ 
предыдущаго. Отсюда вытекаетъ общее пра­
вило : р а з н о с т ь  к в а д р а т о в ъ
д в у х ъ  п о с л е д о в а т е л ь н ы х ъ

О

о

о

о

- о

- о

ц е л ы х ъ  ч и с е л ъ  р а в н а  у д в о е н н о м у  м е н ь -
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ш е м у  ч и с л у ,  с л о ж е н н о м у  с ъ  е д и н и ц е й .  

Напр.,
42—32=16—9 —1 —2 . 3 + 1 .

52__42= 25—16 = 9  = 2  . 4 + 1 ...  и т. д.

Следовательно, при рЪшеши нашей задачи РазсУждаемъ ^ ^ ' 
Чтобы построить болышй квадратъ, намъ надо Д°бав 

5 + 8 = 1 3  монетъ. Въ данномъ случай число 13 вы раж аетъра- 
ность двухъ посл-Ьдовательныхъ квадратовъ.^ Согласно предыду

щему, сторона меньшаго квадрата равна —  = 6 монетаиъ.

Полагая, что монеты были разложены не только, пс> 
квадрата, а такъ, что они находились и внутри его. имЪемъ,
вгрго монетъ было'. 6 . 6 + 5  41.

Если же монеты были расположены только по сторонам
квадрата, то ихъ было: 2 .6 + 2 .4 + 5 = 2 5 .

29.
Найти трехзначное число, зная, что сумма все­

возможных" двузначныхъ чиселъ, составленн,1ХЪ И Зъ 
цифръ этого числа, равна удвоенному искомому трех 
значному числу.

Ргьшете. Взявъ какое-нибудь произвольное ™сло напр. 123, 
образуемъ изъ его цифръ всевозможная двузначныя числа. Ихъ 
будетъ 6 сл-едующихъ.

12; 21; 13; 31; 23; 3 2 ........................ 0 )

Сложивъ всЬ эти 6 двузначныхъ чиселъ, имъемъ:

1 2 + 2 1 + 1 3 + 3 1 + 2 3 + 3 2 = 1 3 2 = 1 1  . 12=22 . 6 = 2 2 (1 + 2 + 3 ) . (2)

Возьмемъ число 247; образуемъ двузначныя числа:

27; 72; 24; 42; 47; 7 4 ........................ (3)

Складываемъ ихъ:

27 + 72 +24 + 42  +47 + 74  =286 =22.13 =22(2 + 4  + 7 ) (4)
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Изъ равенствъ (2) и (4) видимъ, что сумма всЬхъ двузнач- 
ныхъ чиселъ въ 22 раза больше суммы цифръ даннаго трех- 
значнаго числа.

Следовательно, данная задача сводится къ нахождешю та­
кого трехзначнаго числа, которое было бы равно сумме его 
цифръ, увеличенной въ 11 разъ, такъ какъ оно должно быть 
вдвое меньше этой суммы. Такое число должно быть кратнымъ 
одиннадцати.

Сумма цифръ искомаго числа не должна превышать суммы 
трехъ девятокъ (наибольшее трехзначное число есть 999), т.-е. она 
не можетъ быть больше 27, а самое число, какъ кратное 11, 
не будетъ больше 27.11=297.

Такъ какъ между числами 100 и 297 числа 199 и 289 имеютъ 
наибольшую сумму цифръ (19), то число 11.19=209 должно 
быть крайнимъ пределомъ искомаго числа.

Это число должно быть кратнымъ 11, а потому находится 
въ ряду:

11.10; 11.11; 11.12; 11.13; 11.14; 11.15; 11.16; 11.17;
11.18; 11.19.

Перемножая числа написаннаго ряда, имеемъ:
110; 121; 132; 143; 154; 165; 176; 187; 198; 209 . (5)

Заметивъ, что сумма цифръ искомаго числа должна быть
более 9, такъ какъ 9.11=99 представляетъ только двузнач­
ное число, исключаемъ изъ ряда (5) числа, сумма цифръ которыхъ 
меньше 9.

После этого останется рядъ:
154; 165; 176; 187; 198; 209 .....................(6)

Ищемъ въ ряду (6) так1я числа, которыя равны сумме цифръ, 
увеличенной въ 11 разъ; тогда числа

154, 165, 176, 187 и 209 .................... (7)
не будутъ удовлетворять этому услов1ю и у насъ останется 
единственное число 198, которое удовлетворяетъ поставленному 
условш, т.-е.

19 8 = 1 1 .1 8 = 1 1 .(1 + 9 + 8 )........................(8)
Действительно

18+81 +  19+91 +  89 +  98 396 _  ^
2 2 

А. Ляминъ. М атематичесюе досуги. 3
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30.
Н-Ькоторое число оканчивается цифрой 3. Если 

переставить эту цифру на первое место, то число 
увеличится въ два раза. Найти это число.

Ргьшете■ Такъ какъ искомое число при перенесенш послед­
ней цифры 3 на первое место удваивается, то его предпоследняя 
цифра есть 6. Повторяя то же разсуждеше и дальше, найдемъ, 
что цифра, предшествующая шестерке, должна быть 2 , а передъ 
ней 5 и т. д. Наименьшимъ числомъ, удовлетворяющимъ усло- 
в1ямъ задачи, будетъ следующее:

157 894 736 842 105 263.

31.
Найти наименьшее число, дающее при деленш  

на 11 и на 13 въ остатке 1, а при деленш  на 17 въ 
остатке 11.

Ргьшете■ Найдемъ раньше рядъ чиселъ, которыя при деле­
нш на 11 и 13 даютъ въ остатке 1. Наименьшее число этого ряда 
есть 11.13 +  1=144, следующее большее 144+11.13 =287, 
третье число ряда 144+2.11.13=430 и т. д.

Получимъ рядъ чиселъ: 144, 287 , 430.......
Далее, изъ каждаго члена этого ряда вычитаемъ по 11 и 

получаемъ новый рядъ: 133, 276, 419.......
Вопросъ сводится теперь къ отысканira наименьшаго числа 

этого ряда, делящагося нацело на 17. Не трудно сообразить, 
что любое число этого ряда можетъ быть получено, какъ сумма 
перваго числа ряда и произведешя, полученнаго отъ умно- 
жешя 143 на число членовъ, стоящихъ впереди искомаго чле­
на ряда. Составимъ, напримеръ, 10-й членъ ряда; найдемъ: 
или 133+9.143

(17.7 +  14)+9. (17.8+7) =
17.7+9.17-1-7.2+7.9=17(7+ 9 )+ 7 (2 + 9)

Чтобы изъ этого числа получить число, делящееся нацело 
на 17, достаточно заменить 9 во второмъ слагаемомъ числомъ 15; 
отсюда видно, что на 17 делится 16-й членъ нашего ряда. За­
даче, очевидно, удовлетворяетъ число (133+15.143) +  ! I =2289.
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32.
Представить дробь ^  въ виде дроби, аналогичной 

десятичной, но написанной по восьмиричной системе 
счислешя.

Ргьшете■ Всякую десятичную дробь, йапр. 0,53821, можно 
представить агЬдующимъ образомъ:

0,53821 =  —  + — + Т о о о +  Тообо+  100000 ' ' ' ^

0 , 5 3 8 2 1 = ^ + ^  +  A  +  --------(2)

155Напишемъ данную дробь jse аналогично десятичной, т.-е. 
такъ же, какъ представлена дробь 0,53821 въ строке (2). 
Имеемъ:

155_  t iL t3
256

где t, t lt t2 и т. д. неизвестныя цифры этой дроби, написанной 
по восьмиричной системе счислешя.

Умножая на 8 обе части, имеемъ:
155 . I_ 3̂ _|_
128 ~г 8^ 82 г 83_г‘"

155 27 «1 t2 |
128 Г28 8 8*

Отсюда видимъ, что i =  1 .

Следовательно, ^ J l + h + k + ...

Умножая обе части на 8, имеемъ:

— =  ! + —=< ^ 4 -— 1~16 + 16 1 г 8 82 Н
Откуда tj =  l.

Следовательно, |^==^Н -||Ч —

Умножая снова на 8, имеемъ:
11 , 1 to t.
2~~ + 2 = t2 'r 8 +  82 + '

3’



Откуда t2—5.

Следовательно,

Снова умножая на 8, имеемъ:

4 = ^ 3 + - |i

Отсюда «з=4, а остальная сумма, т.-е. ^  j — =0.
О о *

т-г 155 t t, L 1 , 1 5 , 4
КЪ> 256— 8 ,'8z1"83"^’' '~ 8 + 8i + 8s + 8i~^ ’ '8;'

Задачи-парадоксы. 

33.

Отецъ зав-Ьщалъ своимъ тремъ сыновьямъ 19 лоша­
дей, при чемъ старшш брать долженъ былъ полу­
чить х/г. среднш х/ 4, а младшш х/ б наследства. П осле 
смерти отца сыновья не могли поделить между собою 
лошадей и обратились за советомъ къ лучшему 
пр1ятелю покойнаго отца. Тотъ присоединилъ къ 
19 лошадямъ свою лошадь и поде л и лъ весь табунъ, 
согласно завещ ан ш . Старшш братъ получилъ 10, 
среднш 5, а младшш 4 лошади, а  всего, значитъ, 
19 лошадей. Оставшаяся лошадь была возвращена 
ея владельцу. Почему такъ получилось?

Ргьшете■ Зав-Ьщателемь была сделана ошибка: онъ упустилъ 
1 1 , 1

изъ виду, что сумма 2~^4~^"5 не составляетъ Д^лой единицы, 
19

а только 20ея. Это обстоятельство учелъ пр!ятель и предложилъ

присоединить свою лошадь къ табуну, будучи заранее ув-Ьренъ, 
что получитъ ее обратно, такъ какъ между братьями будутъ 

19
поделены только всего табуна.

-  36 —
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34.
Торговка им^ла въ двухъ корзинахъ яблоки, по 

30 штукъ въ каждой. Изъ первой корзины она раз- 
считывала давать 2 яблока на 1 коп., а  изъ второй 
3 яблока на 1 коп. Такимъ образомъ за всгЬ яблоки 
первой корзины торговка должна была выручить 
30 : 2 = 1 5  коп., а за яблоки второй корзины 3 0 :2 =  
=  10 коп., а всего за все 60 яблокъ 25 коп. Передъ ухо- 
домъ на базаръ торговка заш ла кЪ соседке; та у б е­
дила ее переложить все яблоки въ одну корзину и 
продавать каждый пятокъ по 2 копейки. П осле про­
дажи оказалось, что торговка выручила не 25 коп., 
какъ она разсчитывала, а 24 коп. [(60 : 5 )х 2 ] .  Куда 
давалась копейка?

Ргьшете■ Изъ первой корзины по 2, а изъ второй по 3 яблока 
одновременно торговка можетъ вынимать только 10 разъ. За 
оставипяся въ первой корзин% 10 яблокъ торговка должна была 
выручить 5 коп., а на самомъ д^л^, смЪшавъ оба сорта яблокъ 
въ одной корзин-fe, выручила только 4 коп., т.-е. потеряла ко­
пейку.

35*).
Ахиллесъ передвигается въ 100 разъ скорее чере­

пахи, находящейся впереди него на 100 саженъ. 
Когда Ахиллесъ пройдетъ 100 саженъ, черепаха бу­
детъ находиться впереди него на 1 сажень. Если 
Ахиллесъ пройдетъ эту 1 сажень, то все-таки  не 
догонитъ черепахи, такъ какъ она въ это время 
усп-Ьетъ перем-Ьститься на х/ 10 саж. Ахиллесъ прой­
детъ и эту x/io саж ., но черепаха очутится все-таки 
впереди него на x/ioo саж . и т. д. Разстояш е между 
Ахиллесомъ и черепахой будетъ все больше и больше 
уменьшаться, но никогда не обратится въ нуль, 
т.-е. Ахиллесъ никогда не догонитъ черепахи.

Разъяснете. Къ такому нелепому результату мы приходимъ 
только потому, что разсматриваемъ непрерывно совершающееся 
движеше, какъ прерывное.

*) Софизмъ З ен о н а .
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36.
Докажемъ, что 5 = 6 .
Возьмемъ тождество: 35 +  10—45=42 +  12—54.
Въ каждой части этого тождества вынесемъ общаго мно­

жителя за скобки:
5(7+2—9) =6(7 + 2 —9).

Теперь разд'Ьлимъ обе части полученнаго равенства на ихъ 
общаго множителя 7 + 2 —9

5 (7 + 2 —9) 6 (7 + 2 —9)
7 + 2 —9 ~  7 + 2 —9

Произведя соответствующее сокращеше въ первой и второй 
части равенства, получимъ:

5 = 6 .

Разъясненге■ Къ такому нелепому выводу мы пришли только 
потому, что разделили обе части равенства на выражеше 7 + 2 —9, 
р а в н о е  н у л ю .

37.

Покажемъ теперь, что 2 x 2 = 5 .
Для этого напишемъ тождество

4 : 4 = 5 : 5  . . , . ( 1)

Вынеся изъ каждой части написаннаго тождества общаго 
множителя за скобки, будемъ иметь:

4(1 : 1) =  5(1 : 1) . . .  (2) или (2 х 2)(1 : 1) =  5(1 : 1) . . . (3).

Такъ какъ выражешя, стооиця въ скобкахъ, равны, еди­
ницы, то

2 X 2 = 5 .

Разъясненге• Ошибка очевидна. Переходъ отъ равенства (1)
4

къ равенству (2) неверенъ, такъ какъ 4 :4 = —= 4 (1 :4).
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38.

Приведемъ еще сл"Ьдующш курьезъ. Положимъ, 
что мы имЪемъ стаканъ, до половины наполненный 
водой.

Можно написать, что 
стаканъ, наполовину полный =  стакану, наполовину пустому.

Увеличивъ об-fe части равенства вдвое, получимъ, что 
стаканъ полный =  стакану пустому.

Въ чемъ зд-Ьсь ошибка?



А л г е б р а .

Уравнеш'я съ однимъ неизвЪстнымъ.

39.

] f  x-\V~x~\~Vх-\ j/x-j-.  . . =  2 .

Ргьшете. Возвышаемъ обе части въ квадратъ:

х -\-У  х + У  х + У х . ..= 4 , или х-\-2—4; отсюда ж--2.

40.

~\f x V  х]/~ х У  х ............. = 2 .
Ргьшете. Возвысивъ обе части въ квадратъ, имеемъ: 

х у  х ] / x V x .. .= 4  или х .2= 4 . Следовательно, х ^ 2 .

41.

V s  x - \ - V  Зх +  Зх +  УЗх  +  . . .  +

2 х—  V 2 х  - У 2 х - — У'2х-— . . .  =  1.

Ргьшете. Пусть У  Зх -'г У Зх  -)-...= у, а У  2х— V  2х— .. .— г, 
тогда (см. зад. № 39)

Зх-\-у—у0- и 2х—z= z2.

у =  1 ± у \  i  \2х —  1 ±У  1 +
Отсюда  --------Т——------. а г= ---------——■------
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п . . \± У \  +  \2хДанное уравненю равносильно уравнешю: -
2 1 

__\ ± У  1 f  Qx
-)---------- ^--------=  1 (потому ч то » Ь * = 1 ). PtmeHie этого уравне-

шя не представляетъ никакихъ затрудненш. Изъ двухъ 
полученныхъ корней (ж1= 0  и ж2= 10) данному у равн ен т 
удовлетворяетъ а?= 10.

42.
(х +  1 )(ж+2)(ж +  3)(ж +  4) =  120.

Ргьшете. Перемножаемъ двучлены и дЪлаемъ соотвЪтствую- 
щ1я упрощешя; полученное уравнеше 4-ой степени 

1 Оа:3 j 35а;2 f  50х—9 6 = 0  
представляемъ въ такомъ вид^Ь:

x*Jr 2.x'l .bxJr 2bx%Jr 10ж2 +  50ж—9 6 = 0  
или (х2-\-5х)г+ \0 (х ‘1-\ 5х)—9 6 = 0

Выражеше ж2+ 5 х  замЪняемъ черезъ у; тогда 
у2 \-10у—96= 0; откуда 
2/ i = 6; з/2= — 16.

Вопросъ сводится къ р-Ьшенш двухъ квадратныхъ урав- 
ненш:

хг+Ьх—6 = 0  и х2+ 5х  -{-16=0, корни которыхъ

6- т _ - 5+ »У 39. ... 5 г ] /39

43.
ж4 (ж—  I)4 =  17*)

Ргьшете. Данное уравнеше можно представить въ видЪ:[ к к н к к т -
откуда обозначая х— — черезъ у  получаемъ:

. 2 ,2 r  . 1 . г-,2
=  17М Н И )]

*) Реком ен дуется  р е ш и т ь , не п р и б е г а я  к ъ  р азл о ж еш ю  н а  просты хъ 
м нож ителей.



или |У у -^-j ! Ы‘— у  l -̂ -j =17  или

« Ч - к Ч - ц + г к Ч  ( - - D + f v ' + ^ f j ^ - V + 4 - i ) “ 17-

Отсюда, по упрощенш, получимъ биквадратное уравнеше:
3 г У 15

2y*-i 3y2— l6 7/s= 0 , r a t  2/i,2 = ± ~ 2~ и 2/з,<=± — —  

Данное уравнен1е им-Ьетъ два дЪйствительныхъ и два мни-
1 + iV  15

мыхъ корня: х 1—2\ х2 — — 1 ; жз,4==-----^-----

44.

У  х — 1 =  х —  7.

Ргьшете. Представимъ данное уравнеше въ видЪ 

У х — 1 — (х— 1)—6

и положимъ, ЧТО У х ---1=1/.
Тогда У—У3—6; у3—у —Ь или

у(у+Щу—1)=1 - 2 -3-
Такъ какъ правая и л^вая части уравнен1я предста- 

вляютъ собой произведешя трехъ последовательныхъ чиселъ,

то у = 2. Отсюда У х — 1= 2, а х —9.
Возвышая данное уравнеше въ кубъ и пользуясь теоре­

мой Везу, найдемъ еще два мнимыхъ корня: ®2,з = 6±гУ/' 3.

45.

хг —  х  —  336 =  0.

Ргьшете. х3—х —336=х(х~$- \)(х— 1)—8 . 7 . 6 = 0  
или (ж— 1 ) .® .( * + 1 ) = 6 .7 .8
отсюда 3̂ = 7 . Имеются еще два мнимыхъ корня: *2,3=

—7 ± г /1 2 3
—  2

— 42 —
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46.
(х —  1)(ж —  3)(ж— 4) =  72.

Ргьшете. Такъ какъ (х — 1) (ж — 3) (ж — 4) =  6 . 4 . 3 =  
(7— 1)(7—3)(7—4), то х = 7 . Пользуясь теоремой Безу, легко 
понизить степень даннаго уравнешя на единицу, посл'Ь чего 
получится квадратное уравненГе съ двумя мнимыми корнями:

l+ t l /2 3  
х2,з = -----^-----

47.
9х3 — 1 Зх — 6  =  0 * )

Ргьшете. ДЪлимъ обЪ части даннаго уравнешя на 9х (это 
допустимо, такъ какъ хф 0)\ тогда

Отсюда (х2-— - j - 1 j = 0  или

4 )= о3 / \ 31 х \ ' 3
2 ^ _____1_

3  ж
или 1з_|_ 2 1 )= 0 .

2 1+ / Ю
Ръшая полученное уравнеше найдемъ: ж1= — —; ж2,з=  — о— •

О о

48.
х  2 ж —  2
х  — 2 х  +  2 ~~

а ;^  2
Ргьшете. Пусть тако^ зам'ЬнЪ данное урав-

, 1 онен1е сведется къ уравнен1Ю: у-\— = 2 , корни котораго суть
У

*) Р Ь ш ить, не п о л ьзу ясь  теоремой Б е зу .
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ж + 2  , ж 4 - 2  ж -) -2 — ж + 2
У\—У%= 1 • Следовательно — - =  1 или ^ — 1 = ---- — ^—  =

0. Это уравнеше удовлетворяется только при ж—2 = о о ,ж—2 
т.-е. при ж=оо.

49.
ж3 +  4ж2 +  6ж +  4 = 0  *)

Ргьшете. Умножаемъ обЪ части уравнешя на ж и загЬмъ 
прибавляемъ къ об"Ьимъ частямъ по единиц^ (умножешемъ 
на ж вводимъ лишнш корень ж = 0):

ж4+4ж®-|-6ж2+ 4ж -|-1 =  1 или

(ж + 1)4= 1 ; х+1=---У'1.

Следовательно, хг——2; х2= г— 1; ж8= — (г+1).

50.
ж4 +  5ж—  6 =  0*).

Ргьшете. Помноживъ данное уравнеше на 4, запишемъ его 
въ вид^:
4ж4 4- 4х2 +  1 — 4ж2 4- 20ж — 24 — 1 = 0 ,  т.-е. 4х4 +  4ж2 +  1 — 

— (4ж2—20x4-2 5 )= О 
или (2ж2 + 1  )а—(2ж—5)2 (2ж2+ 1  4-2ж—5) (2ж2 +1  —2х+ 5 )= 0 .

Итакъ, данное уравнеше распадается на два квадратныхъ 
уравнешя: 2ж2+ 2ж—4 = 0  и 2ж2—2ж + 0= 0, р%шая которыя 
находимъ два д'Ьйствительныхъ и два мнимыхъ корня даннаго 
уравнешя, именно:

1±гУПх-у— 1 , х%— 2 —: 2

51.
ж3 —  Зж2— Зж— 4 =  0 *).

Ргьшете. Записавъ данное уравнеше въ вид^
(ж3—4ж2) 4- (ж2—Зж—4)= 0=ж2(ж—4) 4~ (ж 4-1 )(я—4).

*) Р е ш и ть , не п о л ь зу я сь  теоремой Б е зу .
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или (ж—4)(ж2+ ж + 1 ) =  0, находимъ, что х  удовлетворяетъ одному 
изъ двухъ уравненш: х—4 = 0  и ж2+ ж -|-1 = 0.

Отсюда х1= 4  ж2,3=

52.
ж4 +  2ж4 +  24ж +  37 =  0.

Ргьшете. Представляя данное уравнеше въ вид-fe: 
х* +  2ж2 +  24ж+37=ж4+14ж2 +  49 — 12ж2+24ж — 12 =  (ж2+ 7 )2 — 
— 12(ж2- 2ж + 1) =  (*2+ 7 )а- 12(х—1)2=  [ж2+ 7 + / Т 2(х— 1)] [ж2+ 7— 
—K i'2(®— i)]=o, мы видимъ, что оно распадается на два 
квадратныхъ уравнешя

х2+ 7 + У  \ 2 х ~  ]/Т2 = 0  и ж2+ 7 — ]/Т2ж + J / I 2 = 0.

Р-Ьшая эти уравнешя, находимъ xv s= —] /”3 ± ] /  У 12— 1 и
® ,.« = У З ± |/У Т 1 ^ 4 "

53.
ж6 —  6ж4 - f  8 х 2 +  3  — 0 .

Ргьшете. Данное уравнеше представляемъ въ вид-fe: ж®—ж4+
+  8х2 +  3 =  х в — 6ж4+9ж2 — ж'Ч-3 =  ж2(ж4— 6ж2+ 9 ) — (ж2 3) =
=ж*(ж2—З)2—(ж2—3) =  (ж2—3) (ж4—Зх2— 1 ) =  0.
Отсюда хй— 3 = 0  и ж4 — 3®а— 1 =  0. Следовательно,

ж -----------г  ____ I ] / 3 ± y i 31*2 — ” Хя, 4, g, в—4- I— ----- .
2

Системы уравненш. 

54.
Найти действительные корни системы уравненш: 

х2 +  У —  18; ж +  ?/2 =  8 .
Ргьшете. Данныя уравнешя можно представить такъ: 

ж2— 16 =  2—у; у2—4 = 4 —ж или 
(ж + 4)(ж -4)= 2—у; (у+2)(у— 2)=  = 4 —ж. 

Перемножаемъ оба уравнешя: (ж+4)(ж—4)(г/+2)(у—2) =
=  (4—ж)(2—у) или (ж+4)(ж—4)(у+2)(у— 2)—(ж—4)(г/—2) =  0;. 
(ж— 4)(г/— 2)[(ж+4)(?/+2)— 1]= 0 . Отсюда ж = 4; у —2.
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55.

xZJr x y  — 35; xy  — 2y2 — 2.

Ргьшете. Данныя уравнешя умножаемъ соотв-Ьтственно 
на 2 и 35 и вычитаемъ второе изъ перваго; получаемъ:
2хг—ЗЗху+ 7  0уг= 0 .

Пусть x= ty \ тогда им^емь:
2<2(/г—33ty0‘+ 7 Оу1= 0  или

2(*—33t f 7 0= 0 , откуда ^ = 1 4 ;

5
а, следовательно, хх= \4 у; хй=  у.

Подставивъ въ одно изъ данныхъ уравненш соответственно 
значешя и ж2, найдемъ для у значешя:

V"6 , 7 К бj/1(g= ± 2  и з/3,4± - ^ - >  а отсюда я11а=-±5 и ж3,4= ± —3—

56.
хг +  ху у2 -\-ху . . .  , ,
— ^ 2 - -  +  ^ 2 - ^ - = 6 з/ 4; ® +  у =  6 .

Ргьшете. Представляемъ первое уравнеше въ виде

^ +  V + X‘ +  х ~ 6 '*
зс *ии полагаемъ } -= г; тогда
2/ х

О 9
*;.+ » * ^ _ 2 .
у  ж2

Первое наше уравнеше сводится къ уравненш г2+ г —83/4= 0 ,
5 7

корни котораго гх=  , и 02= ---- ^ •

Отсюда f + » - ! . . . ( » ;  £  +  1 — f  ..(2). 

Уравнеше (1), по упрощенш, принимаетъ видъ:

гс2 - Ь З/”2,--------------------------------------%%У= 0 .......(3)-
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Второе данное уравнеше х-\-у= 6 возвысимъ въ квадратъ 
и вычтемъ изъ уравнешя (3), получимъ х у = 8.

Р^ш ая совместно уравнешя х-\-у= 6 и х у = 8, получимъ 
^ = 2 ;  2/!=4. Аналогичнымъ путемъ найдемъ сса= 3 + |/* 3 3 , 
2 /2 = 3 - / Ж

57.

х3-\-у3-\-г3=  1; ж2+г/2+ г 2= 1 ; ж-|-?/+2: = 1 .
Рпшенге. Первое уравнеше представляемъ въ виде 

xz-\-yz= \ —гй или (х-\-у)(х2—ху-\-уг) =  1—г3, 
но х - \-у = \— г и x‘i -\-yl= \ —г 1. Остается выразить ху  черезъ г.

Для этого возвысимъ третье уравнеше въ квадратъ и заме- 
нимъ х2 +  у"- +  г2 единицей; получимъ ху  +  xz +  yz — 0 или 
xy-\-z{x-\-y)=xy-\-z{ 1—г)=0; отсюда xy= z(z— 1). Теперь имеемъ 
уравнеше (1—s)(l—2г2+ г ) = 1 —г3, корни котораго sx— 1, я2,3= 0. 
Теперь не трудно уже найти значешя для х и у.

Изъ трехъ неизвестныхъ х, у  и z два должны одновременно 
равняться нулю, а третье—единице.

58.

Щ х + у + У х 2— у 2) = 9 ( х + у ) ( х + у — У х 2— у 2у,
(х 2— у )2+ ( х — у )— 5 0 6 — 2 х (х 2-\-у ).

Ргьшете. Преобразуемъ первое изъ данныхъ уравненш при
а+Ъ p+ qпомощи того свойства пропорцш, по которому---- - ,
а— Ъ р— q

а ресли Ъ q 

Преобразоваше даетъ:
х-{-у4- У х 2— г/2 _  9ж+9у 2(9x-j-9y) 18а; + 1 8 у
х + у —  У Ж ^ - ~  &У ~  2 .8  у ~  16у —

_  9 х+ 1 7 у+ 9 х+ у  ^  (9х+ \7у) +  (9х+у) _ _
9ж -1 17 у—9х— у (9х-\-\7 у )—(9 х-\-у)

Откуда х ± ^  =  9 х + 1 7 ! , ............................(2)
у х 1—у 1 + У
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Возведя об-fe части въ квадратъ и сокращая левую часть 
равенства, имеемъ:

ж+ у _  81 ж2+ 289?/2 306ху щ
х— у ~  81ж'2+?/2+18жу

Приведя къ общему знаменателю и произведя сокращешя, 
будемъ иметь:

126а;3—2>6ху— 2 9 0 у * = 0 ..................... (4)

Полагая x —ty, имеемъ:
126*V—36tt/2—2 9 0 г = 0 ..................... (5)

или 126(2—36«—290= 0  .......................... (6)
Откуда * != |; «2= | .......................................... (? )

Следовательно, х1=1у’< xe= iiУ ' '  ........................... ^

Второе изъ данныхъ yp-ift преобразуемъ следующимъ об­
разомъ:

(х2 у)2 х—у—2х(х2-\ у )—506 

или, прибавляя и вычитая по 22 въ левой части, имеемъ: 
[(х2-{-у)2—2ж(ж2-|-у) +ж 2]—хг— у -f х =506 

или (ж2 -f у—ж)2— (х2 } у—ж)= 506 .................  (9)

Положимъ ж2 \ у —х = г ,  тогда
z2—г—5 0 6 - 0 .............................. (10)

Откуда 01= 23 ; г2= —22. ........................... (11)

Далее решаемъ yp-ie
жг f  у —х —г .................................. (12)

вставляя вместо л найденныя значешя изъ (11), а вместо х 
выражеше его черезъ у изъ (8). Тогда при г= 2 3  и х= ^у, 
имеемъ:

т .  69
У\ — 3 > Уъ 25’

а, следовательно, жх= 5 ; ж2= —у .................................(13)

при г = —22 и ж= |у  имеемъ:

X — 1±3*У61. .-_ 3 ± 9 tl /6 1
25 ’ У~  25 ................. К '
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Если для х  взять значеше х —^у , то, подставляя сперва 
2=23, а зат-Ьмъ г = 22, получимъ два значешя мнимыхъ и два 
иррацюнальныхъ. То же будетъ и для у.

РЪшить въ ц%лыхъ и положительныхъ числахъ неопределен­
ный уравнен!я: 

59.

4 х 2— 3 х у — у = 2 0 .

Ргьшете. Опред-Ьляемъ изъ даннаго уравнешя у:
4х2—20 4х 4 176 .  176

» = Т ^ Г Г = Т - 5 - § ( 5 и Г Г )  и ли99= 1 2 х- 4 - 3~ .

Чтобы у  было ц"Ьлымъ, необходимо и достаточно, чтобы 
З ж + 1 было д-Ьлителемъ 176; отсюда заключаемъ, что Зж+1
должно равняться 1, 2, 4, 11, 16, 22, 44, 88 или 176.

Не трудно убедиться, что въ данномъ случае годятся только 
делители 4, 16, 22 и 88. Уравненш удовлетворяютъ

* = 1 , 5, 7 и 29, у = 4, 5, 8 и 38.

60.

Ъ х + \ 2 у + 1 5 2 = 7 5 .

Ргьшете. Реш ая данное yp-ie относительно х, находимъ: 
^ 7 ^ - 1 1 - 1 5 ,  = 9 _ #_ 2 3 + t= | ± 3  _  ([)

ИЛИ х = 9 — у —2 z + t ............................... (2)

r r t  ,_ г* = 4|± _ 3 .................................  (3)

Изъ ур-1я (3) имеемъ:
z=4y-\-8t—3.................................  (4)

Следовательно, вставляя въ (2) выражеше (4) имеемъ:
х = 9 — у -yt— 2z= 9— y + t— 2(4y+8t— 3). . . (5)

или x= 3(5— 3y— 5 t ) ............................... (6)

Такъ какъ х, у  и z суть числа положительныя, то
2/3=1; 4yJr Qt— 33=1; 5—Зу— 5«э=1 . . . .  (7)

А. Ляминъ. Математнчесюе досуги 4
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Умноживъ первое неравенство на 3 и сложивъ его съ 
третьимъ, им-Ьемъ:

5—5(з*4.
Откуда * 4
Умноживъ второе неравенство на 3, а третье на 4 и сло­

живъ ихъ, им-Ьемъ:
114 4«>7.

Откуда t> — 1.

Итакъ, для t им-Ьемъ пределы:
Is m » — 1.

Следовательно, t можетъ быть или 0 или— 1.
При t = 0 получимъ 1, у =  1; х = 6 , z=  1.
При f = — 1 получимъ у^У , у € 3, у —3; ж=3; 2= 1 .

61.
у* =  Ху- х.

Ргьшете. Пусть у=х% тогда данное уравнеше приметь видъ:
хх,= х х'—х, откуда х г= х г— х  или, такъ какъ х ф О , то

1
1 г—1

в= хг~ 1— 1; и х = У  г 4-1 =  (г + 1)

Не трудно видеть, что, при z =  О, 2 и 3, неизвестное а; 
получить целыя значешя 1 ,3  и 2, а $—соответственно 1, 9, 8.

62.
Задача Эйлера.

Определить рацю нальныя значеш я х  и у, удовле­
творяю тся уравненш : ху= у х.

Ргьшете. Пусть у = 1рх, тогда данное уравнеше принимаетъ
р—1_ _L

видъ: хрх= (р х )ж; отсюда хр= щ  или a a ;= |/ p = p p
р

Подставивъ значеше х, получимъ у —,р х = р р \  Далее, п^сть
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—Ц := » , гд-fe п какое угодно цЪлое число; тогда а,Р—1 п
, /п + 1 Хж+1следовательно, х = \ -----  и у = \ ——

\ п )  \  п

63.

Найти ц-Ьлое значеше для х, удовлетворяющее 
уравненш : 2х=4х .

Ргьшете. Согласно свойству бином1альныхъ коэффишентовъ
0 , х(х— 1) . х(х— 1) , , ,
2 х = \+ х +  j 2 + •  • • . +  л у 2- / + * + 1 .

Данное уравнеше представимъ такъ:

, + * + ^ + . . . . . .  + f c l >  +  * + 1 - 4 * = о

или 1— ..........  - - X — 2 S  1 - - 0  или

1 - + ^ + .......... + f c l U + l = 0 . . .  (1,

Съ другой стороны
„  ,ч. « , . *(»—1) *(® -1)(*-2) ,(1— 1) = 0  =  1— х ----- j- ^ з ------ (-............— ж + 1 . . . ( 2 )

Сравнивъ равенства (1) и (2), убедимся, что равенство (1)

возможно только въ томъ случай, когда ч л е н ы 1 -f
1.2.3

__j ̂
+ ......... Ч------ j-2 ~ равны нулю. Следовательно, данное ура­

внеше 2*=4а; принимаетъ видъ: 1—х + х х̂ ^ —ж + 1 = 0 ,  от­

куда ж1= 4 ; х2= 1, при чемъ данному уравненш удовлетворяетъ 
только х= 4 .

64.

Упростить выражеш е 3 V 3 + V 4 3 —3 4 / 3 ,  не при­

бегая  къ извлеченш  корней и ф о р м у л е У \4 ± /Б .
4*
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Рп>шете. 3 f 3 + V 43—2 4 /  3 = 3 y 3 + V  16—2.4. 3 ] /3 + 2 7 =  

= З У '3 + У Г42—2. 4. 3 |/3  +  (3 |/3 )2 =

= 3 K 3 + K  (4—з / 3 ) г= з / з + 4 —3 ]/3 = 4 .

65.
3 ______ _

Упростить выражеше Y t -\-'SV2.
8 ________________  8 _______________

Ргьшете. Пусть |/^ 7 + 5 j /2  =х-\~У у  и ~V 7—5}/2 =ж — ] / у

Перемножая, имЪемъ:

У  (7 + 5 ]/ 2) (7—5]/2)=ж 2— у 

или ] /  72—(5|/Щ2= | / /49—5 0 = у /—7 = — 1 =х*— у.

Отсюда у=--а;а+ 1.

Возводя въ кубъ равенство | / 7 + 5 ] / 2 = ж + ] Л / ,  имЪемъ:

( У  7 + 5 У 2 )3 =  (х + У у)3 

или 7 + 5 ] /2 = ж 3+За;2]/2/+Зжу+у)Л/,
или 7 + 5 ]/2 = ж 3+Зжг/+(За:2+2/)]/2/.

Откуда заключаемъ, что необходимо должны соблюдаться 
равенства:

х3-\-Зху=7  
и (Зх2+ у )У у = 5 У 2

Вставляя въ yp-ie х3-\-Зху=7  значеше у  им^емь: 
ж3+3ж(ж2+ 1 )= 7  

или 4ж3+ Зж + 7 .

Отсюда * = 1 , а, следовательно, у = 2.

Такимъ образомъ, 1/7+51^2 = 1 + ] / 2  .
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66.
Найти безъ помощи таблицы логариемовъ величину

з_____ _ з_____ _

выражения V e + V  189-1У  8— У 189.

Ргьшеще. Пусть: У  8~\-1/189- j - | / 8—]/189=ж ; тогда 

х * ^ 8 + У Ш + З р (8 + У Т 8 9 )2У  8 —J/T 89  +

+ з  у 1 Г Р у Ш У ( 8 — у  ТЩ 2+ 8 — У  Гв^

или ж3=  1 6+ 3  ] (82— 189)(8+ ]/Г 89 )+ 3 |/ (82— 139)(8^]р7Т19)

или ж3=  1 6 + 3 |/8 2— 1 8 9 ( /  8 + У  Т в 9 + у 8 ^ у Ш ) .

или £с3=  16+3 | / 8 2— 189. ж
или ж3= 1 6 + 3 .—5.ж=16— 15ж.

Очевидно, что ж =1. Два остальныхъ корня ирращональны.

67.
Сократить дробь 

ж8+ж 6+ ж 4+ж 2+ 1 
Ж4 +Жз+Ж2 '̂ ^ х .  не производя д-Ьлешя.

Ргьшете. Числитель данной дроби представляетъ частное 
■отъ д ^ л е т я  ж10— 1 на ж2— 1, а знаменатель—частное отъ д-fe- 
лешя х5— 1 на х— 1, поэтому:

ж8+ж6+ж4+ж2+ 1 ж10— 1 ж5— 1__(ж10— 1) (ж— 1)_ж5 +1
ж4+ж3+ж2+ ж + 1  ж2— 1 ' ж— 1 (ж2— 1)(ж5— 1) ж+1 ~

=  Ж4---- Ж3 +  Ж2---- Ж +  1 .

68.

Найти 1д 125, если 1д2=т.
/Ю \з

Ргьшете. 1д \ 25=1д 53—1д\ — \ поэтому

Jg = 3  1д Ю—31д2=3—3 т = 3 (1 —т).
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69.

Почему корни уравнеш я j / 5 +ж-}-]/5—х —Ух,  по­
лученные двойнымъ возведешемъ въ квадратъ, не 
удовлетворяютъ самому уравненш ?

Pmueuie. Полученныя значешя ж (= 0  и 4) не удовлетворяютъ. 
уравненш въ томъ случай, когда беремъ только ариемет^чесшя 
значешя ] /  5+ж, \  5—х и У х, потому что при любомъ х лЪ- 
вая часть даннаго уравнешя въ этомъ случай, какъ не трудно- 
убедиться, будетъ всегда больше правой.

Значешя 0 и 4 удовлетворяютъ уравнешямъ:
-\~Уъ-{-х—У 5—х = + У х  и — У 5 + х + У 5—х = —У х.

70.

Освободить отъ радикаловъ уравнеше:

V 1 + 2 ж + | / /  \-\~ У  х  +  У х - \ ~ У х 2— 1 = 0 .

Ргьшете. Данное yp-ie перепишемъ въ слЪдующемъ вид^г

1-j-2x~yj/r 1-\~У х = \ —У х —У х 2

Возведя обЪ части въ квадратъ, имЪемъ:

l-\-2 x -\-'V  1 -\~У~х— 1 -|-(|/ж ) - |- ( | / х 2) — 2 У х — 2 | / х2+ 2 У х \ /xz

или l-j-2x-}-'V  1-\~У~х=1-\-У х2-{-хУ х—2 У х —2|/ж 2-|- 2%.

или V  1 -\-У х= (х—2)У х— У х 2.
Возводя снова обЪ части въ квадратъ, имЪемъ:

1 -f- У  х=  (х—2)гУ х2—2(х—2 )У  х3-\~У xi

или \ + У  х= (х—2 )2У  хг—(2х—4 )х-\-хУ х

или 1 -j- У  х —(х—2)2У х 2—2.x2 i~4x-j-xy х
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или (х—2)2] /х 2+ (х — 1)]/ х—(2а?2—4а;+ 1)= 0.

Обозначимъ у  х  черезъ у; тогда yp-ie (8) приметъ видъ: 
(ж—2)2у2 +  (х— 1)у—(2ж2— 4ж+П =  0 . . .  (1)

Умножймъ yp-ie (1) на у, тогда
(х—2)2у3+ (х— 1) у2—(2ж2—4х + 1  )у= 0 ;

НО у3= { у  х} —X,
следовательно, (х—2)2ж+(ж— 1 )у2—(2ж2—4ж + 1)у= 0  . . (2) 

Умноживъ yp-ie (1) на у2 и заменяя у3 черезъ х, имеемъ: 
(х— 2)2ху +  {х—  \)х—  (2х2— 4 х + \)у 2 =  0 . . .  (3) 

Реш ая совместно ур-1я (1) и (2) и принимая за одно неиз­
вестное (у), а за другое (у2) и подставивъ ихъ значеше въ 
yp-ie (3), получимъ уравнеше:

а;8_ j 2х7 +  58а:6— 154а:5 +  244а;4—218а;3 +  75а;2— х  + 1 = 0 .  
совершенно освобожденное отъ радикаловъ.

71.

Найти у  изъ уравнеш я
Ц гЦ гЦ гУ = Ъ -

Ршиете. Пусть lg2 lg2 y= s\ тогда lg2 s = 0  или s = l .  
Следовательно, 1д21д2у = \ .  Далее, пусть lg2y=t] тогда 

lg2t=  1 или t= 2 = lg 2y; отсюда у = 2 2= 4 .

72.

Определить одинъ корень и зависимость между 
двумя другими въ кубичномъ уравненш вида 
ж3+яж 2+ рж + Г = 0, если известно, что отъ умноже- 
ш я всего уравнеш я на множитель (ж+ m ) получает­
ся возвратное уравнеш е 4-ой степени.

Ргьшете. Умножая кубичное уравнеше на ж+ m , получимъ 
возвратное уравнеше
х*-\-(а+т)х3+($~{-о:т)х2 + ( 1  +  $т)х+-(т =  0; изъ разсмотрЪшя
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этого yp-in заключаемъ, чтоу m = l ;  я - |-т = т + [З т , откуда т = — •

Такъ какъ —т = — у  является корнемъ возвратнаго урав­

нешя (уравнеше делится на х~\-т), то кубичное уравнеше, 
очевидно, должно им-Ьть корень х=-(. Произведеше двухъ 
другихъ корней даннаго кубичнаго уравнешя, служащихъ 
также корнями возвратнаго уравнешя, должно быть равно 
единиц-fe.

73.

Дано, что х  изменяется пропорцюнально у  и г, а 
г/изменяетсяпропорцю нально(x-\-z), при этомъ х = 2 ,  
если г —2. Каково будетъ значеше z , если ж=9?

Ргьшете. Зависимость между х  у, и г выражается фор­
мулой

х= т уг,

гд-fe т—коэффищентъ пропорцюнальности, а зависимость между 
у  и (х+г), выражается формулой

у —п(х+г),

гдЬ п—коэффищентъ пропорцюнальности.

ДалЬе, х=тп{х-\-г) г; 2 =  mn(2-f-2) 2, отсюда ш  =
4

Сл-Ьдовательно х =  (х+г) г. При х= 9 , ^ = 3 ,  и z%= — 12.

Задачи на составлеше уравнен!й. 

74.

Найти две дроби, сумма которыхъ равна ихъ 
произведенш .

(X Я/Ргьшете. Пусть первая дробь будетъ а вторая —
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Выразимъ — черезъ а и Ь. Согласно условш,

(% х ахт —I —, или ay-\-Ьх=ах. ОтсюдаЪ у Ъу
X dау-—х(а—Ъ) или — =  —J к ' у а— Ъ

75.

Найти двузначное число, равное удвоенному про­
изведенш  его цифръ.

Ргьшете. Согласно условш, Юх-}-у=2ху или

VОтсюда видимъ, что должно быть цЪлымъ числомъ.
АХ

%! 5Пусть тогда 5 +  <=2a;t и л и ---- \-1=2х.2х t

Такъ какъ должно быть ц"Ьлымъ числомъ, то (х=  1 иС
«2 =  5.

При <х= 1 , х —3 и у —в 
При ta =5 ж=1 и у —10 (это р-Ъшеше не 

годится, такъ какъ значеше у  меньше 10). Искомое число 
равно 36.

76.

Найти трехзначное число, изображеше котораго 
въ плоскомъ зеркал-fe будетъ въ 7,41(6) раза бол-fee 
самого числа.

Ргьшете. Согласно условш задачи,
7,41(6)[100а;+10г/+г]= 100s-f 10у-\-х, или,

70по упрощенш, г=& х-\-—^ -  у. Такъ какъ 70у должно де­

литься нацело на 101, то у —0 (т.-к. у < 1 0 ) .  Следовательно,
1 и г= 8 .

Искомое число есть 108.

X
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77.

Найти два ц^лыхъ и положительныхъ числа, раз­
ность между которыми равна ихъ удвоенному част­
ному.

Р т ъ ш е т е .  Если х  и у  искомыя числа, при чемъ х ^ > у ,  то

х—у = 2 — (1) или х—у —2 — (2).
У х

XВъ первомъ уравненш 2— должно быть ц-Ьлымъ числомъ, при

чемъ у  не можетъ быть ни единицей, ни двумя, такъ какъ 
при у =  1, х = — 1 , а при у - - 2 ,  х —2 = х ,  что невозможно.

Очевидно, х  должно делиться на у .  Пусть x — t y ,  тогда
2{уравнеше (1) принимаетъ видъ: ty—y= 2t, откуда У=

Въ виду того, что t и t— 1 числа взаимно простыя, то t— 1 
должно быть д-Ьлителемъ 2, т.-е. t— 1 =  1 или t—1= 2.

Следовательно,
у — 4 или у = 3 , а х = 8  или х = 9 .

Въ уравненш (2) у  не можетъ делиться на х ,  такъ какъ 
х  ^ > у ,  а поэтому на х  должно делиться 2. Следовательно,

х =  1 или х = 2 ;  соответственно этому у = (не годится) или г/=  1.

78.

Найти двузначное число, равное произведенш 
суммы его цифръ на ихъ разность.

Р ч ъ ш е т е .  Если х  число десятковъ, а у  число единицъ иско­
маго числа, то

10х - \ - у = х 2—у г  (1) или Ю х - \ - у = у 2—Xs (2), отсюда
х = 5 ± у / 2 5 + у 2 + у  или х = —5 + |/2 5 —у г —у .

Такъ какъ } /2 5 + у 2+ у^>  5, то уравнеше (1) не можетъ 
иметь решенш, соответствующихъ условш задачи (0<[ж<^ 10). 
Уравненш (2) удовлетворяетъ ж = — 5 + V 2 5 ~ + у 2— у =  — 5 +
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+ j / 2 5 + y(y— 1), при чемъ выражеше j /2 5 + у(у— 1) должно 
быть точнымъ квадратомъ, содержащимся между 25 и 97 
[при у = 9, выражеше 25+ у (у —1)=97]. Но точные квадраты 
между числами 25 и 97 будутъ 36, 49, 64 и 81, изъ которыхъ 
только 81 удовлетворяетъ услов1ямъ нашей задачи. Уравне­
нию 2 5 + 2/2—з/= 81 удовлетворяетъ г /= 8. Искомое число, сле­
довательно, будетъ 48.

79.

Найти три цЪлыхъ числа, сумма квадратовъ ко­
торыхъ была бы равна квадрату даннаго числа.

Рчьшете. Составляемъ уравнеше x2-\-y2-\-z2—k2, где буквами 
х, у и г обозначены искомыя числа, а буквой к—данное число. 
Наше уравнеше будетъ удовлетворяться при условш, если 
у2=2хг; тогда я2+ 2 xz-\-z2=(x-\-z)2= k 2 или х-\-г= к. Уравне­
ше у2- 2x3 принимаетъ видъ у2 =  2х(к—х) =  2кх—2х2. Пуоть

« = — х, где т и п  произвольныя целыя числа. Тогда 
п

2кх—2х2=  —,х 2 или, по упрощенш, х(т2-\-2п2)= 2п2к, откуда 
п£

2п2к
Х m2+ 2 n 2

. . тПодставивъ найденное значеню х  въ уравненш j/=  — х  и

x2+ y 2+ z2= k 2, найдемъ, что у = - ^ г̂ ~  и z=  ^  , ■ Чтобыт 2+ 2  п2 т 2+ 2гг.
х, у u z были цгьлыми, необходимо число к выбрать такъ,
чтобы оно дгьлилось па т 2+ 2 п2. Выбираемъ 1с=т2~\-2п2, тогда
х= 2 п 2, у = т 2 и z= 2m n.

80.

Сколько находится одинаковыхъ членовъ въ двухъ 
ариеметическихъ прогресаяхъ: 

—  2; 7; 12; 17; 22; 27;...
—  2; 5; 8; 11; 14; 17;...

если каж дая изъ нихъ состоитъ изъ 60 членовъ?
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Ргьшете. Пусть (ж+1)-ый членъ 1-ой прогрессш равенъ 
<2/ + 1)-му члену 2-ой прогрессш, тогда 2 + 5 я = 2 + 3 у или 

3?/ При у равномъ 5, 10, 15, 20 и т. д., х  получаетъ
О

соотв-Ьтственно значешя 3, 6, 9, 12 и т. д. Отсюда видимъ, 
что 4-ый, 7-ой, 10-ый... члены 1-ой прогрессш будутъ равны 
соответственно 6-му, 11-му, 16-му... членамъ 2-ой прогрессш. 
Следовательно, число всехъ одинаковыхъ членовъ будетъ 
6 0 :6 = 1 0 .

81.

Мне теперь вдвое больше летъ , ч1ьмъ было вамъ 
тогда, когда мне было столько, сколько вамъ теперь; 
а  когда вамъ будетъ столько, сколько мне теперь, 
то намъ будетъ обоимъ вместе 63 года. Сколько летъ 
каждому?

Ргьшете. Пусть мне теперь х  летъ, а вамъ теперь у летъ.
Мне было столько, сколько вамъ теперь х— у  летъ тому 

назадъ, а вамъ тогда было у— (х—у) летъ. По услов1ю задачи
х= 2[у— (х— у ) ] .............................. (1)

Вамъ будетъ х  летъ, т.-е. столько, сколько мне теперь, черезъ 
х — у летъ, мне же въ то время будетъ х-\-(х—у).

По условш задачи
х + [х+ (х — у)]= 6  3 ................ (2)

Реш ая ур-1я (1) и (2) совместно, будемъ иметь: 
х= 28  и у = 21.

82.

Одинъ мальчикъ прожилъ столько буднихъ дней, 
сколько мать его прожила воскресенш; столько су­
токъ, сколько отецъ прожилъ недель и столько ме- 
сяцевъ, сколько бабушка его прожила летъ . Всемъ 
имъ безъ мальчика 100 летъ  и 4 дня. Сколько летъ
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мальчику? (1 годъ=365 дней= 52 нед-Ьли=12 м-Ься- 
цевъ.)

Ргьшете. Пусть х  будетъ искомое число летъ, прожитыхъ 
мальчикомъ. Тогда, по условш задачи, имеемъ, что мальчикъ 
прожилъ: х  летъ, или 365х дней, или 52х недель (или воскре­
сенш), или 12х мЪсяцевъ; следовательно, мальчикъ прожилъ 
буднихъ дней 365а;—52ж=313а;; кроме того, сутокъ всего онъ 
прожилъ 365а;, а месяцевъ 52х. Мать мальчика прожила 
столько воскресенш, сколько самъ мальчикъ прожилъ буднихъ 
дней; следовательно, мать прожила 313а: воскресенш, т.-е. 
31 За;.7 дней. Отецъ прожилъ столько недель, сколько маль­
чикъ прожилъ сутокъ; следовательно, отецъ прожилъ 365а; 
недель, т.-е. 365ж.7 дней; бабушка прожила летъ столько, 
сколько внукъ прожилъ месяцевъ, т.-е. она прожила 12а; легь, 
а следовательно 12а;.365 дней. Поэтому мать, отецъ и бабушка 
прожили: 313.7ж+365.7а;+12.365ж дней, т.-е. 2191ж+2555а;+ 
+4380ж=9126а; дней. По услов1ю задачи это количество дней 
должно быть равно 100 летамъ и 4 днямъ, т.-е. 36504 днямъ; 
следовательно, 36504=9126а;, откуда а;=4.

83.

Я  задумалъ число; приписавъ къ нему справа 8, 
я прибавилъ къ результату 6; къ полученной сумме 
снова приписалъ справа 9 и прибавилъ 7; загЬмъ 
справа же приписалъ 4 и все разделилъ на 27; тогда 
я , вычеркнувъ справа последнюю цифру, равную 
задуманному числу, получилъ 13. Какое число я 
задумалъ?

Ргьшете. Обозначимъ черезъ х  задуманное мною число. 
Приписавъ къ нему 8, я цифру х  переместилъ на 1 разрядъ 
выше, следовательно, получилъ число 10ж+8; прибавивъ къ 
результату 6, я получилъ 1 0 х + 8 + 6 =  10(ж+1)+4. (Что число 
х  есть число однозначное следуетъ изъ услов1я задачи). При­
писавъ снова 9, получимъ:

10[10(а;+1)+4] +  8 = 1 00 (а :+ 1 )+ 40+ 9 ,
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а прибавивъ 7, будемъ иметь:
100(*+ 1)+ 49+ 7  =  100(*+1)+56.

Приписавъ справа 4, я получилъ
10[ 100(* + 1 )+ 5 6 ]+ 4  =  1000(® + 1 )+ 5 6 4 .

РаздЪливъ на 27, я им^лъ:
10000(х+1) +  564 

27
вычеркнувъ же последнюю цифру, равную х, я имЪлъ 

1000(ж+1)+564 _
27 .... ' Х 1000(^+1)4-564 х

ГО" 270 10‘
100(сс+1)+564 х  0

Согласно условш, -------- --------- ------ То откуда х =2.

84.

Ювелиръ продалъ каждому изъ покупателей 
столько колецъ, сколько у него всего было покупа­
телей, при чемъ за каждое кольцо взялъ столько 
рублей, сколько колецъ продалъ каждому. Часть 
вырученной суммы денегъ ювелиръ издержалъ на 
покупку десяти браслетовъ. За  каждый браслетъ онъ 
заплатилъ число рублей, меньшее числа браслетовъ, 
но каждый изъ нихъ стоилъ дороже кольца. Остав­
ш аяся у ювелира сумма денегъ была меньше ц^ны 
браслета. Определить стоимость кольца и браслета.

Pmueuie. Обозначимъ черезъ х  цену кольца, черезъ у цЪну 
браслета, а черезъ г оставшуюся у ювелира сумму денегъ. 
Тогда, согласно условш задачи,

ж3=  10 у+ 2.
Такъ какъ правая часть равенства должна быть двузнач- 

нымъ числомъ ( 2 < 2 /< 1 0 )  И ,  кроме того, точнымъ кубомъ, то 
она можетъ быть равна 27 или 64. Изъ этихъ двухъ чиселъ 
27 не годится, такъ какъ 2 < у .  Следовательно, ж3= 6 4 =  Ю у+г, 
откуда х= 4 , у = 6; г—4.
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85.

Количество меди въ слитке составля^тъ столько 
процентовъ количества чистаго золота, сколько еди­
ницъ содержится въ нумере пробы этого слитка. 
Определить пробу слитка.

Ргьшете. Обозначимъ искомую пробу черезъ х, т.-е. будемъ 
считать, что на каждые 96 золотниковъ слитка приходится х 
золотниковъ чистаго золота. По условш задачи количество 
м-Ьди составляетъ х%  количества чистаго золота. Следовательно, 
на 100 золотниковъ золота приходится х  золотниковъ меди, а

X . X
н а X  ЗОЛОТНИКОВЪ з о л о т а  п р и хо д и тся  jqq~ зол отн и к ов ъ  м ^ди .

Получаемъ уравнеше: ' x +  “j~oo = 96, откуда х--60 . Второй ко­

рень, какъ отрицательный, не соответствуетъ условш задачи.

86.
Лисица травится борзою собакой. Въ начале травли 

лисица находилась отъ собаки на разстоянш 60 
прыжковъ. Лисица делаетъ 9 прыжковъ въ то время, 
какъ собака делаетъ всего 6 прыжковъ; 3 прыжка 
собаки составляютъ 7 прыжковъ лисицы. Сколько 
прыжковъ сделаетъ собака, пока догонитъ лисицу.

Ргьшете. Пусть число прыжковъ собаки будетъ х. Разсуждаемъ
такъ: Три прыжка собаки равны семи прыжкамъ лисицы, а
потому 1 прыжокъ собаки равенъ |  прыжковъ лисицы, а х

* 7х Ухпрыжковъ собаки равны — прыжковъ лисицы. Формула —
•-> 3

представляетъ путь, который должна проскакать собака; этотъ
путь выраженъ въ прыжкахъ лисицы.

Съ другой стороны, собака делаетъ 6 прыжковъ въ то время,
какъ лисица делаетъ 9; отсюда следуетъ, что лисица сделаетъ
^Х
6 своихъ прыжковъ въ то время, какъ собака сделаетъ х  сво- 

ихъ прыжковъ.
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Сл-Ьдовательно, -^ = 6 0 + -^ >  откуда ж=72.
О  6

87.
Двое часовъ бьютъ въ одно и то же время. Было 

всего услышано 19 ударовъ. При этомъ известно, 
что первые часы отстаютъ отъ вторыхъ на 2 секунды; 
промежутокъ между последовательными ударами пер- 
выхъ часовъ равенъ 3 секундамъ, а  вторыхъ 4 се­
ку ндамъ. Который часъ?

Ргьшете. Пусть ж-ый ударъ первыхъ часовъ совпадаетъ съ 
у-ымъ ударомъ вторыхъ часовъ. Тогда до х-го удара первые 
часы били въ продолжеше 3(х— 1) секундъ, а вторые часы— 
въ продолжеше 4(у— 1) секундъ.

Такъ какъ первые часы отстаютъ отъ вторыхъ на 2 секунды, 
то, следовательно,

4(2/— 1)—3(ж— 1)=2 
или 4 у—3ж=3..

РЬшая неопределенное yp-ie (1), имЬемъ:
Xj=3; ж2= 7 ; ж3=11
2/ i = 3 ;  2/2= 6 ; Уз=9

Изъ решенш ур-1я видимъ, что удары совпадаютъ сл-Ьдую- 
щимъ образомъ: 3-й ударъ первыхъ часовъ съ 3-мъ ударомъ 
вторыхъ, 7-й съ 6-мъ, и 11-й съ 9-мъ. Откуда замЬчаемъ, что 
совпаденш было 3. Следовательно, въ действительности, уда­
ровъ было 1 9 + 3 = 2 2 , откуда видимъ, что часы показывали 
2 2 :2 = 1 1  часовъ.

88.
Мне въ 1906 году было СТОЛЬКО летъ  сколько 

единицъ въ числе, составленномъ двумя послед­
ними цифрами того года, въ которомъ я родился. 
Сколько мне летъ?

Ргьшете. Обозначимъ две последшя цифры года моего ро­
ждешя черезъ х и у. Если мне больше шести летъ, то годъ
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моего рождешя можно обозначить черезъ 1800+ Юж+ i/. Согласно 
условш задачи, 1906—(1800+ \0х-\-у),=  \0x-\~y, откуда х = 5, 
а у —3, т.-е. мне 53 года. Предположеше, что я родился после 
1900 г., приводитъ къ ответу: мне 3 года.

89.

Пешеходъ, идя вдоль лиш и трамвая, черезъ ка- 
ждыя 4 минуты встречаешь вагонъ трамвая, а черезъ 
каждыя 12 минутъ его нагоняетъ вагонъ. Зная, что 
пешеходъ и трамвай движутся равномерно, опре­
делить, черезъ каш е промежутки времени отходятъ 
вагоны со станцш.

Пусть вагонъ трамвая въ 1 минуту проходитъ разстояше v, 
а пешеходъ v1 и пусть а есть разстояше между двумя после­
довательными вагонами трамвая, тогда, такъ какъ пешеходъ 
черезъ 4 минуты встречаетъ вагонъ трамвая, то, проходя въ
1 минуту разстояше vlt онъ пройдетъ въ 4 минуты 4 ^ , а 
трамвай 4v; сумма пройденныхъ пешеходомъ и трамваемъ 
разстоянш дастъ намъ а, т.-е.

4vJr 4v1= a ..................................  (1)

Въ 12 минутъ пешеходъ пройдетъ разстояше I2vlt а трам­
вай проедетъ \2v; разность разстоянш трамвая и пешехода 
дастъ намъ снова разстояше а, т.-е.

12»— 12 vx= a ..............................  (2)

Изъ ур-ш (1) и (2) имеемъ:
V4v+ 4vl =  \2v— \2vlt откуда«1= - ,

т.-е. пешеходъ движется вдвое медленнее трамвая. Далее, 
пусть со станцш вышелъ одинъ вагонъ; следующш долженъ 
выйти черезъ такой промежутокъ времени, черезъ который пре- 
дыдущш пройдетъ разстоян1е а; но разстояше а пройдетъ ва- 

агонъ въ -  минутъ, такъ какъ въ каждую минуту онъ прохо­

дитъ разстояше v. Следовательно, вычисливъ выражеше а, мы

А. Ляминъ. М атематическ1е досуги. 5
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отв-Ьтимъ на вопросъ задачи, т.-е. найдемъ, черезъ какой про' 
межутокъ времени выходятъ со станцш вагоны.

Найти три посл'Ьдовательныхъ нечетныхъ числа, 
сумма квадратовъ которыхъ равна четырехзнач­
ному числу, изображенному одинаковыми цифрами.

Ргьшете. Квадраты нечетныхъ чиселъ могутъ оканчиваться 
только цифрами 1, 5 или 9; суммы же квадратовъ трехъ не­
четныхъ чиселъ могутъ оканчиваться только цифрами 1, 3, 5 
или 7, что видно изъ слЪдующихъ комбинацш: (1 +  1 +  1); 
(5 + 5 + 5 ); (9 + 9 + 9 ); (1 + 5 + 5 ); (1 + 9 + 9 ); (5+9+9'»; (9+1 +  1); 
(9 + 5 + 5 ); (1 + 5 + 9 ) . Отсюда заключаемъ, что суммой квадра­
товъ искомыхъ чиселъ можетъ быть: 1111, 3333, 5555 или 
7777... (1). Обозначимъ наименьшее изъ искомыхъ чиселъ черезъ 
х. Тогда им"Ьемъ:
ж2+ ( я + 2 ) 2+ ( а + 4 )2= ж2+ ж2+ 4ж+ 4 + я 2+ 8ж -Н  6 = Зж2 + 1 2ж+ 2 0 =  
=3(ж2+ 4 ж + 4 )+ 8 = 3 (а :+ 2 )2+ 8 , т.-е. сумма квадратовъ трехъ по- 
слЪдовательныхъ четныхъ или нечетныхъ чисрлъ равна утроен­
ному квадрату средняго числа плюсъ 8. Теперь выберемъ изъ 
чиселъ ряда (1) такое, которое, будучи уменьшено на 8, де­
лилось бы на 3 безъ остатка. Этому условш удовлетворяетъ 
только число 5555. Следовательно,

Три лица А, В и С BMtcrfe со своими женами D,  
Е  и F  купили по нисколько вещей, при чемъ каждый 
заплатилъ за свои вещи столько рублей, сколько 
купилъ вещей. Каждый мужъ заплатилъ на 63 руб. 
бол^е, чЪмъ его жена. КромЪ того известно, что А  
купилъ на 23 вещи болЪе, ч£мъ Е,  а  В  платилъ за

V VПодставивъ 1̂ !=^ въ yp-ie (1), найдемъ что -=6м инутам ъ. z а

90.

Искомыя числа суть: 41, 43 и 45.

91.
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каждую  вещь 11-ю рублями дороже В .  Кто на комъ 
женатъ?

Ршаете. Пусть х  есть число вещей, купленныхъ какимъ- 
либо изъ трехъ лицъ А, В  или С, а у—число вещей, куплен­
ныхъ его женою. Тогда сумма, заплаченная мужемъ была х2, 
а  его женой у2. По условш задачи имеемъ:

х2—у2= 6 3 ..................................  (1)
или (х+ у)(х— у) = 6 3 .............................. (2)

Такъ какъ 6 3 = 6 3 .1 = 2 1 .3 = 9 .7 , то yp-iro (2) можно удо- 
влетворит>, сд-Ьлавъ одно изъ следующихъ трехъ предполо- 
женш:

(3)
х-\-у — 63 х+ у=- 21 х + у = 9
х — у = \ или х —у —3 или 1 «г II

Изъ этихъ трехъ ур-ш получаемъ соответственно
х= 32 ж=12

00IIн

у —31 у = 9 У= 1 (4)

Такъ какъ, по условш, А  купилъ 23 вещами более Е, то 
онъ не могъ купить ни 12, ни 8 вещей; следовательно, онъ 
купилъ 32 вещи. Число вещей, купленныхъ Е, меньше чемъ 
у А  на 23, т.-е. равно 9. Поэтому вышеприведенную таблицу 
имеемъ въ следующемъ виде:

(5)
х= 32(А ) * = 1 2 х = 8
У= 31 У = 9(E) у =  1

Далее, по условш, В  платилъ 11 рублями дороже, чемъ 1) 
за каждую вещь, следовательно, онъ не могъ платить 8 ру­
блей, а потому заплатилъ всего 12 рублей. D платила на
11 рублей меньше, следовательно, она платила 1 рубль 

Такимъ образомъ, таблица принимаетъ видъ:
х= 32(А ) 
у = 31

* =  12(B)
У=9(Е)

х = 8  
у =  1(D) (6)

Изъ таблицы (6) видимъ, что х = 8  есть число вещей, куплен­
ныхъ С, а у ~ 3 1 —число вещей, купленныхъ F.

Следовательно, А  женатъ на F, В  на Е, а С на D.
5*



-  fi8 —

92.

За  ц”Ьлыя сутки гири сгЬнныхъ часовъ опускаются 
на 312 линш . Часы заводятся ежедневно въ 12 ча­
совъ дня. Сколько времени показываютъ часы, если 
известно, что они пробили столько разъ, на сколько 
линш  одна гиря была выше другой? (Часы бьютъ 
только часы, но не бьютъ получасовъ).

Ргьшете. Ходовая гиря опускается за каждый часъ на 
312 =  13 линш; боевая же гиря съ каждымъ ударомъ опу-

312 ,скается на -■ - = 2  лин1ямъ (за сутки всего ударовъ будетъ
10.1^

2 .( 1 + 2 + 3 + . . .  . +  12)= ^ * " ^ ^ - — =  13.12). Пусть часы пробили

х  ударовъ, т.-е. показывали х  часовъ. За время отъ 12 часовъ 
дня до х  часовъ ходовая гиря опустилась на 13ж линш, а

боевая на 2(1 +  2 +  3 +  . . . . + ж ) = 2  ™ ^ = ( 1 +ж)ж линш.

Согласно условш задачи, 13х — ( \-\-х )х= х , откуда ж = 1 1 .  
Второй ответь не годится, такъ какъ х  не можетъ быть 
больше 12 .

93.

Корабль съ 210 пассажирами имЪлъ совершенно 
достаточный запасъ пресной воды, разсчитанный на 
все время плаваш я. По истеченш 3 недель плава- 
н1я стало умирать ежедневно по 3 человека. Несмотря 
на то, что плаваш е продолжалось 9-ю днями болЪе 
предположеннаго, запасъ воды истощился одно­
временно съ п рибьтем ъ  корабля къ м-Ьсту своего 
назначеш я. Предполагая, что ежедневная порщ я 
воды, отпускаемая каждому пассажиру, была одна 
и та же все время, определить, сколько дней про­
должалось плаваш е.
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Ргьшете. Пусть х  число дней, предназначенныхъ для пла­
ваш я. Тогда весь запасъ воды на корабле выразится черезъ 
21Cte порцш. Въ течен1е 3 недель истрачено 210.21 порцш 
(3 недЪли=21 день). Спустя 21 день благополучнаго плавашя 
осталось (а;—2 1 ) дней, а такъ какъ плаваше продолжалось на 
9 дней больше предположеннаго, то всего дней для плавашя 
оставалось (а;—21+ 9) =  (ж— 12). Въ течете этихъ (ж— 12) дней 
умирало ежедневно по три человека, следовательно, въ пер­
вый день болезни было выдано 207 порцш, во второй 204, въ 
третш 201 и т. д.; число всЬхъ членовъ этой ариеметической 
прогрессш равно числу оставшихся дней, т.-е. равно (х— 12). 
Поэтому число порцш, израсходованныхъ въ течете (а:— 12)

дней болезни вычислится по формуле: s = ^ ™ ^ . п, где а =

= 207 , п = ж — 12 и I =  а — (п — 1)(2=207 — 3(ж— 12— 1) =  
=  207—3 (ж— 13).

Итакъ, имеемъ:
[207+207—3(ж—13)] , 1ПЧ (453—Зж) (ж—12) 

s -  —j  • V  U ) -  2
Если къ вычисленной сумм-Ь прибавимъ количество израсхо­

дованныхъ порцш до бол%зни, т.-е. 2 1 0 . 2 1 , то сумма дастъ 
намъ количество всехъ порцш, т.-е. 210ж. Следовательно,

210ж= 2 1 0  .21  + (^53—Зж)(ж— 12), ж2—23ж— 1128=0, откуда

жг= 4 7  и ж2= —24.
Плаванье продолжалось 4 7 + 9 = 5 6  дней.

94.

Двое, им^я по одинаковому количеству золотыхъ 
жетоновъ, продали ихъ, при чемъ за каждый полу­
чили столько двугривенныхъ, сколько всего было 
продано жетоновъ. Н а полученную сумму они ку­
пили нисколько подстаканниковъ (мен^е 10), за- 
плативъ за каждый по 2 рубля, посл-fe чего у нихъ 
осталось еще некоторое количество денегъ, меньшее
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цЪны подстаканника. При д-ЬлежЪ одинъ изъ нихъ. 
получилъ однимъ подстаканникомъ больше другого, 
въ силу чего онъ, отдавъ другому оставиляся отъ 
покупки деньги, доплатилъ еще некоторую сумму. 
Сколько денегъ было доплачено?

Ргьшете. Обозначаемъ количество жетоновъ черезъ х, тогда 
сумма, за которую былъ проданъ одинъ жетонъ, выразится 
черезъ 20х копеекъ. Положимъ, что число купленныхъ подста- 
канниковъ было у, тогда за эти подстаканники всего было за­
плачено 200у копеекъ. После этой покупки у нихъ осталась 
некоторая сумма, которая должна быть меньше цены подста­
канника и, кромЬ того, должна быть кратной 20, такъ какъ 
они получали двугривенные, и покупая подстаканники, пла­
тили за каждый 10 двугривенныхъ; следовательно, у нихъ 
должно остаться еще несколько двугривенныхъ. Это оставшееся 
количество двугривенныхъ обозначимъ черезъ г\ тогда вся 
оставшаеся сумма будетъ 20г. Такъ какъ количество жетоновъ 
было х, а Каждый стоилъ 20х, то за все жетоны было полу­
чено 20х2. По условш задачи, 20х2= 200у+ 20г или х2=  Ю у+г. 
Оставшаяся сумма 2 0 г< 2 0 0  (цены подстаканника) или г < 10. 
Имея въ виду у < 10, заключаемъ, что ж2 есть число двузнач­
ное и можетъ равно быть одному изъ следующихъ квадратовъ: 
16, 25, 36, 49, 64 и 81. Но такъ какъ число жетоновъ было 
четное (двое сложились поровну), то х2 должно быть четнымъ, 
следовательно, можетъ быть только: 16, 36, 64. Но (у) число 
подстаканниковъ должно быть нечетнымъ, такъ какъ у одного 
изъ нихъ при дележ е было однимъ подстаканникомъ больше, 
следовательно, цифра десятковъ искомаго числа х2 должна 
быть нечетной, а потому (возможны два числа 16 и 36. Въ 
обоихъ случаяхъ, имеемъ: 2= 6. Следовательно, оставшаяся 
сумма была равна: 2 0 . 6 = 12 0  коп.;- за лишнш подстаканникъ 
одинъ долженъ былъ дать другому одинъ рубль, но такъ какъ 
онъ уступилъ следующему половину оставшихся наличныхъ 
денегъ, именно 60 коп., то всего долженъ ему доплатить еще 
40 коп.
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95.

Найти шесть послЪдовательныхъ положительныхъ 
четныхъ чиселъ, сумма квадратовъ которыхъ равна 
четырехзначному числу, изображенному одинако­
выми цифрами.

Ргьшете. Квадраты четныхъ чиселъ могутъ оканчиваться 
только цифрами: 4, 6 и 0. Этими же цифрами должны окан­
чиваться числа, представляющая собою суммы квадратовъ шести 
посл'Ъдовательныхъ четныхъ чиселъ. Если принять во внимаше 
услов1е задачи, то слЬдуетъ предположить въ данномъ случай, 
что сумма квадратовъ искомыхъ шести четныхъ чиселъ можетъ 
быть равна или 4444 или же 6666. Обозначимъ черезъ х  наи­
меньшее изъ искомыхъ четныхъ чиселъ, тогда сумма квадра­
товъ всЬхъ шести чиселъ выразится въ виде 
ж2+(ж +2)2 +  ̂ + 4 ) 2+ (ж + 6)2+ (а:+ 8)2-На:-И0)2=6ж2+ 60я+ 220 . 
По условш задачи

6х2 +  6 0 х + 220=4444 или 6666.
Въ первомъ случай имЬемъ: хх= 2 2 , ж2= —32, а во второмъ 

цЬлыхъ решенш не получится, а, следовательно, единственное 
четырехзначное число, удовлетворяющее задаче, есть 4444, а 
сами числа: 22, 24, 26, 28, 30 и 32.

96.

Число 294 (или75) разложить на четыре части и при- 
томъ такихъ, что если первое число увеличить, второе 
уменьшить, третье умножить, а четвертое разделить 
на одно и то же число, то результаты отъ каждаго 
изъ четырехъ дЪйствш получатся одинаковые.

Ргьшете. Пусть х, у, г и t искомыя числа. Обозначимъ 
черезъ а число, служащее для выполнешя действш, а черезъ 
Ь число, выражающее результатъ указанныхъ действш. Тогда 
имеемъ: х-\-а=Ъ) у—а=Ъ\ za=b', 1'.а=Ъ\ x-{-y-{-z-\-t=294 или

ж==Ь _ а; у — ъ+а\ z=  — ; t=ab. Сложимъ эти четыре урач-
(X



нешя по частямъ: ж +г/+,г+«=Ь—а + Ь + а - |----- \-ab=2b-ir ab-{-&

+  -= 2 9 4 . Но Ъ=аз, следовательно, 2аз +  аЧ +  г =  294 илиа
г(а2+ 2 а + 1 )= г (а  +  1)2= 2 9 4 = 6 .7 2. Очевидно, что г = 6  и а + 1  = 7 . 
Зная z и а, находимъ ж=30; у = 4 2 и <=216.

Алгебраичеше софизмы. 

97.

B e t числа равны между собою.
Если m не равно п, то все-таки т 2—2m n+?i2= n 2—2m ti+m 2 

или ( т —п)2= (п —т ) 2. Отсюда т —п = п — т  или 2п= 2т  или, 
д^ля на два окончательно п —т.

Разъяснете. Корень квадратный имеетъ два значешя: вместо 
равенства m—п = п — т надо было написать равенство ( т —п) =  
= — (п—т )  или—(га—п )= п —т .  Такъ, напр., (+ 2 )2= ( —2)2, 
но + 2  не равно—2.

98.

Сумма какихъ угодно двухъ один&ковыхъ коли- 
чествъ равна нулю.

Докажемъ, что а + а = 0. Пусть х= а . Умноживъ обе части 
на—4а, получимъ—4а х = —4а2 или—4аж+4а2= 0 . Прибавимъ 
къ обеимъ частямъ по ж2, тогда а2 — 4ах +  4а2 =  х2 или 
(х—2а)2=ж 2, откуда х — 2а= х. Но такъ какъ х = а, то а— 2а =■ а 
или—а= а. Окончательно, а + а = 0.

Разъяснете. При извлечери квадратнаго корня изъ обеихъ 
частей равенства (х—2а)2=жа необходимо считать±(ж—2а) =  +х.

99.

Всякое количество равно своей половин'Ь.
Положимъ, что а=Ъ. Умножимъ обе части равенства на а 

и вычтемъ затемъ изъ обеихъ частей по Ь2. Получимъ а2—Ь2=  
=ab— b2 или (а+Ь)(а—Ъ)=Ъ(а—Ъ). Д еля обе части на (о—Ъ),
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им-Ьемъ а-\-Ъ—Ъ. Такъ какъ а=Ъ, то равенство а + Ь = Ь  при- 

нимаетъ видъ а-\-а=а  или 2а= а, откуда

Разъясненге. Множитель (а—Ь) есть нуль, такъ какъ а=Ъ. 
Мы пришли къ абсурдному результату только потому, что 
позволили ce6 t разделить o6t> части равенства (а-\-Ъ)(а—Ъ) =  
=Ъ(а—Ь) на а— Ъ т.-е. на нуль.

100.

Д ва неравныхъ количества равны другъ другу. 
Пусть а>  Ъ. Напишемъ тождество—ab= — аЪ или (—а ) . Ь =  

=  а(—Ъ)...( 1). Но—а=Ъ—а—Ъ=Ъ—(а+Ь); Ъ=а—Ъ—а = а —(а+Ь) 
Теперь тождество (1) можно написать въ сл'Ъдующемъ вид%: 
[Ъ—(а+Ь)]& =[а—(а+Ь)]я или, раскрывъ скобки, Ъ2—Ъ(а+Ъ) =

=  а*— а(а+Ъ), или fr2_ _ 2^ + b) =  a2— 2a(a+6)  ̂ ^  об^имъ ча-

/  I ^  \ 2
стямъ послЪдняго равенства прибавляемъ по  ̂ ^ j ; полу­

чаемъ: +  ( ^ j 2= a 2_ ? ^ ( |+ ^ )  +  (а± ^ ) 2 или

- ^ - Ь)2= ( а - ^ ± - Ь)2, откуда

Прибавляя къ обЪимъ частямъ полученнаго равенства по
а~\~Ъ
~ 2 ~> имъемъ окончательно Ъ-=а.

Разъясненге. Къ абсурдному результату мы пришли только 
потому, что, извлекая квадратный корень изъ обЪихъ частей

равенства (ъ —  = { а — написали Ъ— ^ ^ = а—

BMtCTO ±  ) =  +  [ а ~

101.
Изъ двухъ величинъ та, которая больше другой, 

будетъ меньше ея.
Напишемъ слЬдукжйя равенства: ~̂~а = — 1 и ~ а = — 1 • Но

— a - fa
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две величины порознь равныя третьей равны между собой,

следовательно, = "Ц-а "̂ акъ какъ произведете край-

нихъ членовъ равенства (1) равно произведен^ среднихъ, то 
равенство (1) представляетъ собою пропорцш. Во всякой про- 
порцш, если предыдущш членъ перваго отношешя больше 
своего последующаго, то и предыдущш членъ второго отно- 
ш етя  больше своего последующаго, т.-е. если + а  > —а, то и 
—а > + а .  Следовательно, меньшая величина (—а) больше боль­
шей величины ( +а) .

Разъяснете. Равенство (1) не есть пропорщя, такъ какъ 
пропорщей называется равенство двухъ ариеметическихъ отно- 
шенш, въ которыхъ предыдуцде члены или оба больше, или 
оба меньше последующихъ.

102.

Всякое положительное число равно отрицатель­
ному, если только абсолютныя величины ихъ равны.

Изъ алгебры известно, что ( j / —а)2= — а; съ другой сто­

р о н ы ^ — а)2 = ( | /~ ® )  • (у — а) = | / ( —«) (—а) =  у  + а2 =  +  а* 
Отсюда следуетъ, что—а = + а .

Разъяснете. Равенство ( | / — ® )(|/— а) = У (—а)(—а) неверно, 
такъ какъ данное въ алгебре правило, что произведете двухъ 
одинаковыхъ корней равно корню изъ произведешя подкорен- 
ныхъ количествъ, выведено только въ томъ предположен^, что 
подкоренныя количества положительны.

103.

ЧЪмъ больше знаменатель дроби, гЬмъ больше 
и сама дробь.

Пишемъ тождество: lg =  Умноживъ левую часть

на 2, получимъ неравенство 2lg > lg или lg (if > '4)-
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Такъ какъ большему логариему соответствуем и большеел
число, то Q *  > 2  и л и ! > 1 .

Разъяснете. Логариемъ правильной дроби есть величина 
отрицательная; следовательно, помноживъ левую часть тож­

дества 1д (Л  = lg  на 2, мы ее уменьшили въ 2 раза, а

потому 21д (I)  <1д 1
.2} у 2

104.
Д ва больше четырехъ.

1 / 1\* / 1\4Очевидно, что -  > — или ( J  > ( 2 ) • Логариемируя, имеемъ:

^  (2) ^ ^  (2)" ^ тс10да> Д'Ьля обе части неравенства на 1д 
получаемъ: 2 > 4.

Разъяснете. Къ такому результату мы пришли только по­

тому, что делили обе части неравенства на lg т.-е. на ве­

личину отрицательную, и при этомъ не изменили знака не­
равенства на обратный.

195.

Всякое число въ любой степени есть единица.
т ___

Известно, что а п= У а тп ( 1). Съ другой стороны,
т р а з ъ

✓ Г"
тп т / 1 ,  1 . 2 , \

1 f  тп— п~~  П ' т  n \ m  т т ‘" )у  атп— » m =  а = а  (2).

т ___  ✓ 1 1 v
Дадимътзначешебезконечности, тогда ]/а™”=  а '  “  ”“ +' '  =

  п(о+о+о + . . .) п.о 0
— а = а — а =  1. Отсюда следуетъ, что ап— 1.

Разъяснете. Равенства (1) и (2) могутъ быть написаны и 
имеютъ смыслъ только тогда, когда заведомо известно, что т 
получаетъ конечное значеше.
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106.

Сумма безконечнаго числа нулей есть единица.
Пишемъ тождество — — 1 ... (1). Но

то
т  разъ

™ 1 1 , 1 , 1 ,  1 /-,4 гг-  =  — , m = = _ j ------ ----- K „  =  l ... (2). Пусть m = oo .
m m  m m m

Тогда - + -  +  — +  . . . = — + —+  —= 0 + 0 + 0 .  . .  (3). Сравни- m m m oo oo со
вая (2) и (3), находимъ 0 + 0 + 0 + . . . = l .

Разъясненге. См. софизмъ 105.

I07.

Всякое положительное число есть величина отри­
цательная и притомъ безконечно большая по абсо­
лютной величин-!..

ДЪля единицу на (I—а), получаемъ частное, состоящее изъ 
безконечнаго числа членовъ:

=  l + а + а 2+ а 3+ ...................... (I)
I—а

Пусть, напримйръ, а = 2 ; тогда имЪемъ:— l =  l + 2 + 2 2+ 2 3 +  ...
3

или l =  — (I +  2 + 2 2+  23 +  . ..)  =  —оо . При а = -  получимъ

3 4 5
2 ——со; и вообще, давая а значешя 3, 4, 5. . . и - ,  ^ •••>

можно доказать, что любое положительное число есть —оо.
Разъясненге. Если а меньше единицы, то равенство (I) пред- 

ставляетъ собой формулу безконечно-убывающей геометриче­
ской прогрести. Эта формула указываетъ, что рядъ 1 + а +  
+ а 2+  . . . при а < 1 стремится къ определенному конечному 
пределу. Если же а>  1, то рядъ 1 + а + а 2 +  . . . , при безгра- 
ничномъ увеличенш числа членовъ, безгранично возрастаетъ и 
во всякомъ случай не представляетъ собой частнаго, получен- 
наго отъ д-Ьлешя 1 на (1—а).

Равенство (1) показываетъ только, что процессъ д-Ьлешя мо­
жетъ быть продолженъ до безконечности. Мы можемъ остано-
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виться на любомъ членЪ ряда и прибавить къ нему остаточный 
членъ, тогда формальное равенство (1) обратится въ тождество:

1 пЗ
— - =  1 + а +  -— -  =  1 + а 4 - а а+  т -— =  и т. д.1— а 1— а 1—а

108.
Единица равна двумъ.
Напишемъ формулу разложешя бинома Ньютона:

(а -Ъ )п= а п+ пап- 1Ъ + ^ ^ а п~%2+ ...+ паЪ п~ 1+Ъп ... ( 1). 

Полагая п =  1, имЪемъ:
(а4-Ь)1= а 4 -Ь 4 -0 4 -0 4 -... .4-04-«4-& или а+Ъ=2а-\-2Ъ=2(а+Ъ). 
Отсюда, д-Ьля обЪ части посл-Ьдняго равенства на (а+Ъ), полу­
чаемъ 1=2.

Разъясненге. Известно, что разложеше бинома им'Ьетън4-1 чле­
новъ, гдЪ п показатель степени бинома. Тотъ видъ, какой данъ 
строк-Ь бинома въ данномъ софизмЪ въ равенств-fe (1) придается 
ему условно. Зная показатель п, надо разлагать биномъ по 
данной формулЪ сл-Ьдующимъ образомъ:

(а +  Ъ)»=ап+ пап- '  Ь+ 1^Гт1)а" -« b*+ -^ j -^ {n~ 2)a’'~%•+ . . .

при подстановк-Ь даннаго п въ эту строку самъ собой получится 
членъ, равный нулю, это будетъ (п-{-2)-ой членъ. Подставлять 
же данныя значешя въ строку (1), гдЪ конецъ разложешя 
имЪетъ чисто условный видъ, будетъ ошибочно.

109.

B e t  конечный числа суть нули; сумма безконеч­
наго ряда конечныхъ величинъ есть нуль; нуль 
равенъ безконечности.

Назовемъ сумму безконечнаго числа равныхъ слагаемыхъ 
черезъ х, тогда x= a-\-aJr a-\-aJr . . . (1). Очевидно, что сумма 
вс-Ъхъ членовъ ряда безъ перваго также равна х, а потому 
х = а 4-ж или х—х = а , т.-е. 0= а.

Вставляя въ равенство (1) вместо а полученное значеше 
О, получаемъ: ж = 0 4 -0 4 -0 + 0  . . .  =  0 . . .  (2). Изъ выражешя (1)
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видно, что х  должно быть равно безконечности; сравнивъ этотъ 
результатъ съ выражешемъ (2), заключаемъ, что 0 = оо .

Разъяснете. Къ такимъ результатамъ мы приходимъ только 
потому, что оперируемъ съ безконечностью, какъ съ величиной 
конечной; изъ равенства х —х = а  можно вывести только то, 
что а = со—оо, но оо—оо есть неопределенность, а не разность 
между двумя одинаковыми количествами.

Н О .

Половина равна нулю; нуль равенъ единиц^. 
Согласно формуле бинома,

. - - —1, . п(п—  1) „ -2,2 , Н{н 1) (и 2) и—3̂ 3
{а-\-Ъ) = а  + па  Н----- \  2 Ь ------- 1 . 2 . 3 —

п(п 1)(п—2)(п 3) я—4?)4 , _ Пусть а = Ь = 1 и п = — 1; тогда
+  1 . 2 . 3 . 4

1= L= 1 __1 +  1— 1 +  . .  . Если число членовъ второй ча­

сти равенства четное, то ^ —0; если же число членовъ нечет­

ное, т о ^ = 1 .  Следовательно -^-= 0= 1 .
2 ^

Разъяснете. Формула возвышешя б и н о м а  въ степень можетъ 
быть распространена на какой угодно показатель только въ

томъ случае, когда 1 > -  >  1 — .(X

I I I .

Сумма цЪлыхъ и положительныхъ чиселъ больше 
ихъ произведешя.

Возьмемъ конечный рядъ целыхъ и положительныхъ чиселъ: 
а - Ь Ь + с + . . . +? .

а + Ь + с + . . . + ?  7 о + Ь + c + . . . + i  отсюда
Очевидно, что lg а ъ с а .Ъ.с. .Л • ° тсюд

2 а+ _Ь+ с+  + г  > 1да_\ Ъ+с \ . . .+}  или
а .Ь . с . . .1 а .Ъ . с . . .1.
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/а +  Ъ+с +  . . + V  > г ?± Ъ  +  с ± .  . .+1 Б6льшимъ 
\ а . Ъ . с . . . 1  I а . Ъ . с . . . 1

логариемамъ соотв-Ьтствуютъ и болышя числа; следовательно,
/^ —j— & —f— с —j— . . .  —[— Z\^   —j— Z> —|— с —{—. . . ^

---------- —, ---------------5-------  >  ------------- , ----------------------- И Л И  ---- 5------ Т----------------5------  >  1 .\ а . о . с . . .  I j  а . о . с . . .1 а .о . с . . .1
Освободивъ неравенство отъ дробей, получимъ окончательно 

а - | - Ь . . .  ~\~1 ^  а . Ъ . с . . . I.

Разъясненге. Выражеше log а ' с+ -  • есть величина
а .о  .с .  . .1

отрицательная, такъ какъ числитель меньше знаменателя; при 
умноженш отрицательной величины на 2 мы эту величину 
уменьшаемъ въ два раза, а потому

2 log а +  \ +  ° + - - + J  < log а +  Ь +  с +  - ■ ■+}. 
а .Ь .с  . . .1 ' а .Ь  . с . . .1

112.

Всякое количество равно нулю.
Уравнеше Зж2—Заж-|-а2= 0 , гд% а есть известное количество, 

отличное отъ нуля, можно представить такъ: Зж2—За х= —а2. 
Умноживъ o 6 i части уравнешя на (—а) и прибавивъ затЪмъ къ 
обЪимъ же частямъ по ж3—а3, получимъ:

ж3—3аж2+ 3 а 2ж—а3= а 3+ж3—а3 или (X—а)3=ж3. 
Извлекаемъ изъ обЪихъ частей посл-Ьдняго уравнешя кубич­

ный корень и получаемъ ж—а=ж , откуда а = 0.
Разъясненге. Уравнеше (ж—а)3=ж 3 на самомъ д^лй пред- 

ставляетъ собой уравнеше 2-ой степени, такъ какъ обЪ части 
могутъ быть сокращены на ж3. Извлекая корень кубичный, мы 
теряемъ оба корня уравнешя и въ результат^ получаемъ 
уравнеше а = 0, не имеющее ни одного корня.



Геометр1я.
и з .

Н а й т и  п р я м о у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к у  с т о р о н ы  к о -  

т о р а г о  в ы р а ж а ю т с я  ц е л ы м и  р а щ о н а л ь н ы м и  ч и с л а м и ,  

а  п л о щ а д ь  в ы р а ж а е т с я  т Ъ м ъ  ж е  ч и с л о м ъ ,  ч т о  и  

п е р и м е т р ъ .

Ргьшете. Согласно условш, ж + 4 + ] /х 2+ г / = - |  (гдЪ х  и у

искомые катеты) или 2у ¥ + ? ^ - 2 х - 2 у .  Воз вод*
р а т ъ  и сокращая, получаемъ последовательно, х у  у .1
+8®г/=0; ху—4ж—4 у+ 8= 0 ; х у -2 х -А у + 8 -2 х = х (у -2 ) -4 (у  2)
—2х=0. Пусть y—2=t, откуда г/=4+2. Тогда ур-ше принимаем

видъ: xt—4t—2х= 0; x(t- 2 ) - 4 t = 0  Такъ Какъ у > 0  и

х > 0, то * + 2> 0 и-(̂ > 0; следовательно « > - 2  и t > 0.

Искомый треугольникъ не можетъ быть равнобедренными такъ 
какъ гипотенуза выражалась бы иррацюнальнымъ числомъ.

Поэтому, предположивъ ж > у ,  получаемъ - ^ > * ^ - 2 ;

4( '> {2_ 4- {2—4(—4 0 или [t—(2 + 2j / 2)][i—(2—2| / 2)] <  0,
откуда « < 2 + 2 / 2  или f < 5  (оба множителя последняго не­
равенства должны иметь разные знаки; следовательно, если 
первый множитель положителенъ, то второй долженъ быть 
отрицательными т ,е .  « > 2 + 2 ] /2  и * < 2- 2 / 2  что невоз 
можно, такъ какъ пределы, для t противоречат другъ

д р у г у ) .  Съ другой стороны изъ равенства ж= {_ 2 заклю
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чаемъ, что х  будетъ положительнымъ при <>: 3. Следова­
тельно 5 >  3, т.-е. можетъ принимать только значешя 3 и 4.

Если г=-3, то х =  12 ; у = 5  и У х 2-\-у2=  13.
Если <=4, то х —8 ; у  = 6  и У х2+ г/2-- 10.

114.
Въ прямоугольный треугольникъ вписана окруж ­

ность, которая делить гипотенузу на части 2 и 3. 
Определить площадь треугольника.

Ргыиете. Пусть ЛВС  данный треугольникъ и пусть ВТ)—3 и 
A D --  2. Изъ разсмотрЪшя элементовъ дан­
наго треугольника видимъ, что B F = B D = 3  
и А Е = А 1 )~ 2 .  Пусть FC—C E = x, тогда 

А В 2= В С 2+ А С 2. 
или 52--(3+a;)2-f (2+ж)2 
откуда имЪемъ yp-ie:

x2-\-Sx—6 = 0  
изъ котораго ж=1;  другой корень отри­
цатель ный. Сл-Ьдовательно, площадь равна 
В С . АС  4 . 3

В

2

15.

=6 .

Въ прямоугольномъ треугольник-Ь опущенъ перпен- 
дикуляръ на гипотенузу изъ вершины прямого угла. 
Этотъ перпендикуляръ д-Ьлитъ большой прямоуголь­
ный треугольникъ на два малыхъ; въ эти малые тре­
угольники вписаны окружности, рад!усы которыхъ 
соответственно равны 4 и 3. Определить рад1усъ 
окружности, вписанной въ большой треугольникъ.

Ргьшете. Обозначимъ периметръ большого треугольника 
черезъ 2 р, а периметры ма- В
лыхътреугольниковъ соответ­
ственно черезъ 2рг и 2рг.

Соединивъ центры вписан- 
ныхъ окружностей со сторо­
нами соотв-Ьтствующихъ тре- А ■

А. Ляминъ. М атематичесюе досуги. Черт. 2. 6
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угольниковъ, будемъ иметь изъ треугольника BCD : 
площ. A B C D = /\B 0 1C + / \D 0 1C -\-/SB01D —

Но гх= 4; следовательно, площадь треугольника BCD  равна 4рх.
Такимъ же образомъ площ. Д  A B D = 3p2■ Площадь же боль­

шого треугольника ABC  будетъ рг. Но мы знаемъ, что 
Д  А В С = А  A B D + A  BDC 

следовательно, р г= 4 р х+ 3 р2 •••( ! )
Но, такъ какъ треугольники ABC, BCD и ABD  подобны, то

откуда
г 4 3

p = rg  ; p1= 4g  ; р2=3д. Подставляя эти значешя въ уравне­
ше (1), получаемъ: qr2=  16g+9g или г2=  16+9.  Следовательно, 
г= 5 .

116.
Въ полуокружности построены два ДД-ка ABC  

и Л В С ; въ первомъ изъ нихъ сторона А В  вдвое 
меньше стороны ВС,  а  во второмъ сторона ВС  втрое

меньше стороны А В .  Изъ 
центра О возставленъ
перпендикуляръ къ flia- 
метру АС,  пересъкаю-
щш ВС  и А В  въ точкахъ 
М  и N.  Точка М  со­
единена прямой съ А,  а 

точка N  съ С. Доказать, что треугольники А В М  и 
C B N  подобны.

Ргьшете. Треугольники А В М  и CDN  (см. чертежъ) прямо­
угольные, такъ какъ углы В  и D опираются на д!аметръ.
Изъ треугольника А В М  имеемъ:

_  ВС В М + М С  В М + А М  
А М 2= А В 2+ В М 2 ... (1); AB= ~ y = ------2-------- = --------------------- 2---- ’ откуда

А М  =  2АВ  — В М  кпи^А М 2 =  4А В 2 — 4А В .В М  +  В М 2 ... (2). 
Сравнивъ (1) и (2), получимъ: ЗА В = 4В М . Подобнымъ же
образомъ изъ треугольника NDC  имеемъ:

AD D N + A N  D N + N C  
NC2= N D *+ D C 2 ... (3); Z ) C = ^ = -----> откуда
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N C = 3D C — D N  или NC2=9DC2—6D G . D N + D N 2 ... (4). 
Сравнивъ (3) и (4), получимъ

3D N=4D C.
ДЪля равенство ЗА В = 4В М  на равенство 3DN=4DC, 

получаемъ:
А В  : D N = B M : DC, 

т.-е. катеты одного треугольника пропорцюнальны катетамъ 
другого треугольника, а поэтому треугольники подобны.

117.

Верхняя часть тростника, растущаго въ р е к е , вы- 
ступаетъ надъ поверхностью воды. Определить глу­
бину реки , производя измереш я только на по­
верхности или надъ поверхностью реки .

Ргьшете. Пусть надъ поверхностью р-Ьки выступаетъ часть
тростника В С = а  и пусть иско­
мая глубина р^ки, равная 
АВ, будетъ х. Взявъ за ко­
нецъ С тростника, отведемъ 
его въ положеше AD  такъ, 
чтобы верхняя его точка С 
очутилась въ D. Длину ВТ) 
мы можемъ измерить; пусть 
она равна Ъ; длина же АТ)=  
= А С —АВ-\-ВС = х-\-а. Изъ 
прямоугольнаго треугольника 
ABD  им^емь:

A D 2= B D 2-\-А В 2 или (х-\~а)2=Ь2-{-х2, откуда ж = -—
2а

118.

Вообразимъ себе вемной шаръ обтянутымъ по 
экватору веревкой; удлинимъ эту веревку на какую- 
нибудь линейную единицу и, сделавъ изъ этой ве­
ревки твердое кольцо, расположимъ его концентри­
чески съ экваторомъ; тогда между экваторомъ и 
кольцомъ будетъ некоторое определенное разстоя-

6*
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Hie. СдЪлаемъ то же съ шаромъ, величиной съ апель- 
синъ, т.-е. обтянемъ его веревкой по окружности 
большого круга и, загЬмъ, удлинивъ на ту же еди­
ницу, сд'Ьлаемъ твердое кольцо, расположивъ его 
концентрически. Въ которомъ изъ этихъ сл /чаевъ  
веревка будетъ дальше отстоять отъ поверхности 
шара.

Ргьшете. Пусть R  есть рад1уеь земного шара. Длина окруж­
ности (экватора) будетъ 2nR. Тогда длина веревки после ея

удлинешя будетъ: 2 ~ й + О ч е в и д н о ,  что рад!усъ

кольца изъ веревки будетъ: а такъ какъ рад1усъ зем­

ного шара В, то разстояше отъ поверхности шара до кольца

будетъ —• Такимъ же образомъ пусть г есть рад1усъ малаго 
J 2 и

шара, величиной съ апельсинъ. Тогда длина его большой 
окружности будетъ 2ъг. Длина же кольца после удлинешя

будетъ: 2~r-\-1 =2^[г-\--^\^- Такъ какъ будетъ рад1усь

кольца, то разстояше отъ поверхности малаго шара до кольца

будетъ также Следовательно, разстояше отъ поверхности

шара до веревки въ обоихъ случаяхъ одинаково.

119.

Отецъ завЪщалъ своимъ сыновьямъ положить на 
его могил-Ь мраморную прямоугольную доску. Въ 
своемъ зав^щ анш  онъ обозначилъ лишь длину плиты, 
полагая, что ширина ея выяснится сама собой изъ 
сл-Ьдующихъ его указанш : лицевая сторона плиты 
должна была быть разд-Ьлена на 2 части, изъ кото­
рыхъ одна площадью въ 25 кв. четвертей предназна­
чалась ддя надписашя различныхъ изреченш, а другая 
часть, въ форм-1, квадрата—для обозначешя с в е д ^ н т  
о личности п о ко й н ая  времени его рождешя и 
смерти.
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Посл-Ь смерти отца сыновья, обсудивъ вопросъ 
о постановке плиты, пришли къ заклю ченш , что 
изготовлеше ея обойдется имъ слишкомъ дорого. 
И вотъ тогда одному изъ нихъ пришла мысль, что 
можно заменить столь дорого стоящую плиту дру­
гой, вчетверо меньшею по размерамъ и по ц ен е , 
не наруш ая при этомъ указанныхъ въ завещ анш  
условш и цифровыхъ данныхъ, вследств1е чего и 
решено было заказать плиту предложенныхъ раз- 
меровъ.

Какого разм ера плита была предложена завещ а- 
телемъ и какого разм ера устроили ее наследники 
(въ обоихъ случаяхъ указать ея длину и ширину).

Ргьшете. Обозначимъ длину плиты, указанную въ завещанш, 
.,о черезъ у, а ширину ея черезъ х (АС=х,
| АВ =  у). Тогда, согласно условш,

х у = 2 5 + х 2, отсюда жх=  ^ { у + У у 2— 1 ОО)

и *8= 2- ( у — У  у2 — 100), т.-е. данной

длине плиты соответствую т два раз- 
личныхъ значешя ея ширины. Но, по 
условш задачи, замена одного значешя 

ЧеРт- 5- ширины другимъ (при одинаковой
длине) даетъ возможность уменьшить площадь плиты въ че­

тыре раза. Следовательно, хх= 4 хг или ~ (у + У 'у 2— 1Щ =

=  2{у— У  у2— 100), откуда находимъ, что длина плиты, обоз­
наченная въ завещанш, 2/=  121/2 четвертей. Подставивъ значе- 
Hie у, найдемъ ж1= 1 0  четв. и х2= 2 г/2 четв.

120.

Въ какомъ треугольнике средины высотъ лежатъ 
на одной прямой линш?

Ргьшете. Обозначимъ средины сторонъ треугольника ABC
буквами а, Ъ и с. Тогда аЪ, Ъс и ас параллельны соответ­
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ственно сторонамъ АВ, ВС  и АС, равны ~— > — и и де­

лить высоты А В , B E  и CF треугольника ABC  пополл^ъ^ 
Итакъ, средины высотъ треугольника ABC  должны лежать, 
на сторонахъ, или на продолжешяхъ сторонъ треугольника abc~ 
Назовемъ средины высотъ буквами к, I и т.

Если треугольникъ ABC  остроугольный, то ни одна изъ 
точекъ к, I и то не лежитъ ни въ одной изъ его вершинър 
отсюда заключаемъ, что въ остроугольномъ треугольнике 
средины высотъ не могутъ лежать на одной прямой. Если, 
одинъ изъ угловъ треугольника ABC, наприм-Ьръ уголъ А г 
тупой, то точка к лежитъ на стороне Ъс, а точки I и то ле- 
жатъ соответственно на продолжешяхъ сторонъ ас и аЬ; та- 
кимъ образомъ и въ тупоугольномъ треугольнике средины 
высотъ не могутъ лежать на одной прямой. Если же уголъ А  
прямой, т.-е. треугольникъ ABC  прямоугольный, то точки I и 
то совпадаютъ соответственно съ точками Ь и с, такъ что- 
середины высотъ к, I vim  лежатъ на прямой Ъс. Следовательно к 
только въ прямоугольномъ треугольнике средины высотъ ле­
жатъ на одной прямой.

121.

к

Доска ломбернаго стола, будучи раскрыта, им-Ьетъ 
форму квадрата. Определить надоскё место для винта,, 
около оси котораго должна вращаться крыш ка,

чтобы, будучи сложена 
или раскрыта, она 
принимала положеше,, 
симметричное относи­
тельно ножекъ стола.

Ргьшете. Двойная доска 
ABCD  ломбернаго стола 
совпадаетъ съ рамой для 
ножекъ. Вращая доску 
около центра О по направле- 
шю часовой стрелки, мы 
приведемъ ее въ положена.

О
/  - - >: 

! \ f f j м
I \ ;

Черт. 6.
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CEFM.  Будучи раскрыта, доска CEFM  представить квадратъ, 
расположенный симметрично относительно ножекъ стола. При 
вращенш доски ANCD,  точки С и I) опишутъ окружности ра- 
д1усовъ ОС и OD, при чемъ точка С попадетъ въ Е, а точка D  
въ F.  Центръ О, очевидно, долженъ лежать въ пересЬчеши 
перпендикуляровъ, возставленныхъ изъ срединъ хордъ 
СЕ  и DF.

Пусть D C = E F = a ,  тогда A D = 2 a  (длина прямоугольника 
должна быть вдвое больше его ширины, такъ какъ въ против- 
номъ случай доска, будучи раскрыта, не будетъ представлять собой

квадрата) и ZXE=|. Такъ какъ С Е = а + ^= Щ  и Е К = ^ = ~  ,

то D K = E K —E b J ^ — %=%.4 2 4
Изъ подоб1я треугольниковъ DGL и D FM  следуетъ, что

2 : a= G L : ^  , откуда GL— -; но GL есть перпендикуляръ, опу­

щенный изъ вершины прямого угла, а потому DL : G L=GL : L II
(X d а у jj т а

ИЛИ 2 а ' откуда ^ * = д -  Изъ равенства треугольни-

ковъ GLH и HJO  следуетъ, что H J = H L —(t.  Следовательно8 ’

l ) J = D L + L H = H J = a2+ g + g = ^ - .  Такимъ образомъ перпенди­

куляры, опущенные изъ центра вращешя О на стороны прямо­
угольной доски, делятъ ширину ея въ отношенш 3 : 1, а длину 
въ отношенш 5 : 3.

122.

Между двумя городами А  и В  проводится шоссей­
ная дорога, которая 
должна пересечь реку, 
имеющую одинаковую 
ширину и прямоли­
нейное направлеше.
Определить место для 
постройки моста съ
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наименьшимъ пролетомъ такъ, чтобы путь между 
городами былъ кратчайшимъ.

Ргьшете. Не трудно сообразить (см. черт. 7), что A M N B ,  
где M N — длина места, есть искомый кратчайшей путь.

123.

Изъ шести спичекъ составить четыре равносторон- 
нихъ треугольника.

Ргьшете. Три боковыхъ грани и основаше тетраедра, со- 
ставленнаго изъ шести спичекъ, представляютъ собой един­
ственное реш ете  предложенной задачи

124.

Данъ матер!альный шаръ. Определить его flia- 
метръ, пользуясь только линейкой и циркулемъ.

Ргьшете. Поставивъ ножку циркуля въ любую точку М  
шара, произвольнымъ рад1усомъ описываемъ на поверхности

С

его окружность, на которой беремъ произвольно три точки А, 
В  и^С. Разстояшя между ними изм-Ьряемъ циркулемъ и, от­
кладывая ихъ на бумаге, описываемъ окружность, проходя­
щую черезъ эти три точки. Проводимъ д!аметръ P Q = K L  и пер­
пендикулярный ему GH. Точка Р  лежитъ на поверхности шара 
и соответствуетъ точке К . Далее, рад1усомъ К М , делаемъ за­
сечку на д1аметре GH, получаемъ точку S, и, наконецъ, въ
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Р  возставляемъ перпендикуляръ къ P S  до встречи съ GH въ точк^Ь 
В . Разстояше SR  дастъ д1аметръ шара, соответствующий M N .

125.

Сосудъ, имеющш форму цилиндра, наполненъ 
до верху жидкостью. Требуется вылить ровно поло­
вину имеющейся въ сосуде жидкости, не пользуясь 
при этомъ никакими измерительными приборами.

Ргьшете. Надо постепенно наклонять сосудъ до техъ поръ, 
пока поверхность оставшейся въ сосуде жидкости не будетъ 
касаться съ одной стороны наиболее низкой точки верхней 
части сосуда, а  съ другой наиболее высокой точки дна сосуда. 
Въ этомъ случае поверхность жидкости разделитъ сосудъ на 
две равновелиюя по объему части.

128.

Указать видъ тела , которое могло бы проходить 
и плотно закрывать собой три отверспя: круглое, 
квадратное и имеющее видъ равнобедреннаго тре­
угольника.

Ргьшете. ТЬло должно иметь видъ такъ называемаго конои- 
дальнаго клина, который можно построить следующимъ обра- 
зомъ: возьмемъ кругъ, Д1аметръ котораго равенъ а. На одномъ 
изъ д1аметровъ круга построимъ квадратъ такъ, чтобы А В =  
= A D = a . Взявъ д1аметръ EF, пер- 
пендикулярный къ А В , и возставивъ 
перпендикуляръ K L  изъ точки L  къ 
плоскости круга, получимъ точку К  на 
стороне квадрата ВС. Тогда треу­
гольникъ E K F  будетъ равнобедрен­
ный съ высотою а. Если теперь мы 
заставимъ А В  двигаться сразу по А 
двумъ направляющимъ: ВС и окру- j . —
жности AFD E, параллельно плос- Черт. ю.
кости EKF,  то и получимъ требуемое тело, которое основа- 
н^емъ пройдетъ черезъ круглое отверспе съ дгаметромъ а,
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частью ABCD  пройдетъ черезъ квадратное отверспе со сторо­
ной а, а черезъ отверстие равнобедреннаго треугольника съ 
высотою а гЬло пройдетъ частью E K F ,  при чемъ это тЪло 
будетъ въ то же время плотно закрывать каждое изъ этихъ 
отверстш.

127.

Четыре одинаковыхъ шара pafliyca R  помещены 
такъ, что каждый касается трехъ остальныхъ. Опре­
делить pafliycb шара, находящагося между ними и 
касающагося каждаго изъ данныхъ четырехъ шаровъ.

Ргьшете. Пусть А, В, С и D будутъ центрами данныхъ че­
тырехъ шаровъ, pafliycbi которыхъ равны R. Соединивъ эти 
точки между собой, получимъ правильную пирамиду, ребро 
которой равно 2R (такъ какъ шары касаются). Центръ шара,

касающагося всЪхъ четырехъ данныхъ 
шаровъ, будетъ находиться въ точке, 
равноотстоящей отъ центровъ данныхъ 
шаровъ, а, следовательно, и отъ вер- 
щинъ нашей пирамиды. Не трудно за­
метить, что центръ этого шара будетъ 

Черт. 11. € лежать въ точке пересечешя пер-
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ вершинъ пирамиды на проти- 
воположныя грани. Если мы найдемъ длину лиши ВО, т.-е. 
разстояше центровъ даннаго шара отъ искомаго, и вычтемъ 
величину pafliyca R, то получимъ pafliycb г шара, касающа­
гося четырехъ данныхъ шаровъ.

Изъ чертежа видно, что A E = j /  АС2— СЕ2=  |/ (2 й ) 2 R 2 —

= K l /3 ,  a — (G есть точка пересечешя мед!анъ
^  V * 3 3

треугольника ADC). Дал^е, изъ прямоугольнаго треугольника
BEG , принимая во внимаше равенство В Е = А Е ,  имеемъ:

1 /~ от>2 O R  1 / 6  
B G = Y b~E2=̂ GE2= V  3R — . Изъ подоб1я же пря-

моугольныхъ треугольниковъ BOF и BEG  найдемъ, что
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O B :B F = B E .B G .  Принимая во внимание, что B F= -BE=
3

будемъ им-Ьть:

л и  . 2В |/ 3 p i/o  . 2Д |/ 6 .Rj/ бUB . — - — = Л у  3 : — , откуда 0 В = —~  .

СлЬдовательно, искомый рад1усъ г = ~ У ^ —й = ^ ( | / б —2).
2 2

2

128.

Въ одномъ изъ угловъ комнаты, имеющей видъ 
прямоугольнаго параллелепипеда, находится паукъ. 
Найти кратчайшш путь, по которому онъ можетъ 
добраться до противоположнаго угла.

Ртъшете. Пусть паукъ находится въ вершин-Ь А  паралле­
лепипеда и долженъ добраться до вершины G. Паукъ, очевидно* 
можетъ выбрать одинъ изъ трехъ возмож- 
ныхъ въ данномъ случа-Ь различныхъ 
по длинЬ кратчайшихъ путей: по полу 
ABCD  и по сгЪн-Ъ BPGG, по ст-Ьнамъ 
A EH D  и DHGC и, наконецъ, по полу 
ABCD  и по сгЬнЪ DHGC.

Для р е ш е тя  задачи необходимо раз­
вернуть въ плоскость двугранные углы 
ABCG, ADHG  и ADCG и сравнить 
между собой длины д1агоналей AG. От- 
вЬтъ на задачу будетъ всец-Ьло зависать отъ величины изм-Ъ~ 
ренш параллелепипеда.

Черт. 12.

Геометричесше софизмы. 

129.

О трезки двухъ параллельныхъ прямыхъ, заклю ­
ченные между сторонами даннаго угла, равны 
между собой.
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ПересЬчемъ параллельными прямыми АС  и B E  стороны 
угла ABC  и докажемъ, что

AC = D E.
Такъ какъ параллельныя лиши от- 

сЪкаютъ отъ сторонъ угла пропор- 
щональныя части, то 

А В  _  ВС

Черт. 13.
Взявъ произведете крайнихъисреднихъ членовъ,будемъиметь:

А В  . В Е ^ В В  .ВС.
Умноживъ об"Ь части последняго равенства на выражеше 

{АС-—BE), имеемъ:
А В . В Е .  (АС— В Е ) = В В  . ВС . (АС—BE).

Раскрывая скобки, получаемъ:
А В . В Е .  АС— А В  . B E . В Е = В В  . ВС . АС— В В . ВС . BE,  

или, перенося членъ А В . B E . B E  въ правую, а членъ 
В В  . ВС  . АС  въ левую часть, имеемъ:

А В  . BE  . АС  — В В  . ВС . А С = А В  .B E  .B E  —  В В  .ВС  . BE,  
или, вынося обгще множители за скобку, будемъ иметь: 

АС(АВ .B E  — В В .  В С )= В Е (А В  .B E  — В В .  ВС).
Деля, обе части на выражеше ( А В .В Е  — В В .  ВС), имеемъ 

окончательно:
А С = В Е .

Разъяснете. Къ такому результату мы пришли только по­
тому, что позволили себе разделить обе части равенства на 
выражеше ( А В .В Е  — В В .  ВС), равное нулю. Действительно

А В  .В Е = В В  .В С  или А В . В Е  —  В В . В С = 0.
В В  BE

130.

Часть равна целому.
Докажемъ, что А В = А С .

Проведя прямыя M N  и PQ перпендикуляр­
но къ лиши А В  и секущую ЕВ,  найдемъ, 
что треугольники СВВ  и АСЕ  подобны. 

Вследств1е этого
В В  СВ А В — АС  (1)

Черт. 14. АЕ  АС АС
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Проведя FG параллельно АВ,  изъ подобныхъ треуголь- 
никовъ FGD и CBD им-Ьемъ:

B D _ B C _ A B — AC
G D ~ ~ F G ~  FG ........................ (2)

Определяя изъ об-Ьихъ пропорцш BD, имЬемъ:
А Е ( А В - А С )

B D = ~ ~ЛС------1.............................<3>
и .....................

b(j  ' 7 
Сл-Ьдовательно: с

А Е (А В — AC) GD (А В —АС)
АС ' FG .................... (5)

Умножая обЬ части равенства (5) на произведете AC.FG, 
им-Ьемъ:

А Е . FG(AB—А С )= А С  . G D (A B -A C ).
Раскрывая скобки, получаемъ:

A E . G F . А В —А Е  . F G . А С ^ А С  . GD . А В — АС2. GD. 
Прибавляя къ обЬимъ частямъ по выражешю: (АЕ . GF.AC—

■ DG . А В  . АС) и производя сокращешя, имЬемъ:
A E .F G .  A B —DG . А В  . А С = А Е  . GF . АС—АС2. GD

или
А В { А Е . FG—DG . А С )= А С (А Е  . FG— DG . АС).

Д'Ьля обЬ части на (АЕ . FG—DG . АС), получаемъ:
А В = А С .

Разъяспете. Къ абсурдному результату мы пришли только по­
тому, что д-Ьлили обЬ части равенства на выражеше (АЕ  , FG_

• АС), равное нулю; действительно изъ подоб1я треуголь-

никовъ АЕС  и FGD слЬдуетъ, что или А Е  . FG—

— DG . А С = 0.

131.

Изъ точки на прямую можно опустить два перпенди­
куляра.

Возьмемъ треугольникъ ABC; стороны А В  и ВС въ точ- 
кахъ М  и N  раздЬлимъ пополамъ и опишемъ на нихъ, какъ
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на д1аметрахъ, окружности, который пересЪкутъ сторону АС  
въ точкахъ D и Е. Уголъ АЕВ,  какъ опирающшся на flia-

метръ АВ,  будетъ прямой, а 
уголъ BDC, какъ опирающшся 
на д1аметръ ВС, также прямой.

Изъ этого следуетъ что ли­
ши В В  и BE, исходяцйя изъ 
одной точки В, будутъ перпен­
дикулярны къ стороне АС; сле­
довательно, изъ точки В  на 
лишю АС  можно опустить два 

Черт. 15. перпендикуляра.
Разъяснете. Абсурдный выводъ полученъ изъ неправиль­

н а я  чертежа; точка пересечешя окружностей, какъ не трудно 
убедиться, должна лежать какъ разъ на прямой АС.

132.

(

Изъ точки, взятой на прямой, можно возставить 
къ этой прямой два перпендикуляра.

Черезъ вершину О прямого угла проведемъ подъ произ- 
А вольнымъ угломъ съ ОВ прямую ОМ

и на ней отложимъ произвольный 
отрезокъ ON.

Рад1усомъ 0 Q =  опишемъ

окружность. Изъ точки N  проведемъ 
прямую, параллельную АО, до пере­
сечешя съ окружностью въ точке 
Р . Уголъ OPN, какъ опирающшся 

Чэрт. 16. на д!аметръ, прямой. Такъ какъ АО
параллельна NP,  то уголъ АОР  также прямой.

Следовательно, въ точке О прямой АО возставлены два 
перпендикуляра ОВ и ОР.

Разъяснете. Ошибка допущена въ чертеже: точка Р  должна 
непременно совпасть съ точкой 8.

м
н /

/р 1
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133.

Черезъ точку, взятую вн-fe прямой, можно провести 
къ  этой прямой дв-fe параллельныя.

Черезъ точку Т  про- 
водимъ прямую TQ, па­
раллельную M N .  Сое- ^  
динивъ загЪмъ Т  съ 
какой-нибудь точкой О 
прямой M N ,  построимъ 
на ОТ, какъ на д1амет- 
р-Ь, окружность. Въ точ- Черт. 17.
К'Ь О возставимъ къ M N  перепендикуляръ и продолжимъ его до 
пересЬченin съ окружностью въ точке 8. Уголъ TSO, какъ 
опирающшся на д1аметръ, прямой, а поэтому прямая S T  па­
раллельна M N .

Следовательно, черезъ точку Т  проведены две прямыя QT 
и ST,  паралЛельныя M N .

Разъяснете. Полученный результатъ основанъ исключи­
тельно на неправильности чертежа: точка S  должна непре­
менно слиться съ точкой S'.

134.
Въ равныхъ треугольникахъ противъ равныхъ сто­

ронъ лежатъ неравные углы.
Для доказательства беремъ произвольную прямую А В  и при 

точке А  строимъ произ- о
вольный уголъ ВАС, отло- 
живъ на другой стороне 
этого угла отрезокъ АС.
При точке В  строимъ уголъ 
ABD, болышй угла ВАС, 
и, откладывая отрезокъ 
BD, равный АС, соединя- 
емъ точки С и D. Разде- 
ливъ А В  и CD пополамъ 
въ точкахъ Е  и F, возста­
вимъ къ нимъ перпенди­
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куляры ОЕ и OF, которые пересекутся въ точке О. Соеди­
няя затемъ точку О съ вершинами А, В, С и В  и заметивъ, 
что A C = B D  (по построеню), АО=ОВ, какъ наклонныя, 
равно-удаленныя отъосновашя перпендикуляра ОЕ, и OC=OD, 
какъ наклонныя, равно-удаленныя отъ основашя перпендику­
ляра OF, находимъ, что въ треугольникахъ АОС и ВОВ  все 
три стороны одного соответственно равны тремъ сторонамъ 
другого. Но такъ какъ l E A O = l E B O  (изъ равныхъ прямо- 
угольныхъ треугольниковъ АЕО  и BEO), a lB B E ^ >  1С А Е ,
то I  D B E + l  ЕВО >  Z C A E + Z ЕАО.

Следовательно, /_В В О >  /.САЕ,  т.=е. противъ равныхъ сто-
ронъ ОС и ОВ лежатъ неравные углы.

Разъяснете. Точка О пересечешя перпендикуляровъ получена 
неправильно. При правильномъ выполненш чертежа лишя ОВ  
не пересечетъ отрезка АВ,  а его продолжеше, и уголъ ОВВ  
будетъ безусловно равенъ углу О АС.

135.

Всякая окружность им1=>етъ два центра.
Возьмемъ произвольный уголъ ABC  и въ произвольно взя-

тыхъ точкахъ В  и Е  построимъ прямые углы GBF  и HEF.
д Далее проведемъ окружность 

черезъ точки В, Е  и F  и по- 
ложимъ, что она пересечетъ 
стороны даннаго угла въ точ­
кахъ G и Я . Соединяя точки
G и Н  съ точкою F  и заме­
чая, что углы GBF  и IIE F  
прямые, заключаемъ, что ли­
ши GF и НС  должны быть 

С д1аметрами данной окружно­
сти, потому что на нихъ опи- 

4tp-. 19. раются вписанные прямые
углы. Но, какъ известно, центръ окружности лежитъ на сре­
дине д1аметра, следовательно онъ долженъ лежать и въ точ­
ке  О и въ точке Oj. Отсюда заключаемъ, что окружность 
имеетъ два центра.
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Разъяснете. Неправиленъ чертежъ: окружность, проходя­
щая черезъ точки D, F  и Е  должна обязательно пройти также 
и черезъ точку В, четвертую вершину четыреугольника, имЪю- 
щаго два прямыхъ противоположныхъ угла.

Сумма катетовъ равна гипотенуз Ъ.
Изъ точки D, делящей пополамъ гипотенузу прямоугольнаго 

тр-ка ЛВС, проводимъ линш D M  и DL, а изъ точекъ А  и 
В  линш A L  и ВМ ,  соответственно параллельныя ВС  и АС.

число звеньевъ ломаной линш, мы гЬмъ 
самымъ будемъ все больше и больше уменьшать длины звень­
евъ. Когда число звеньевъ будетъ безконечно велико, лома­
ная лишя сольется съ гипотенузой. Следовательно, равенство 
(1), имеющее место при любомъ числе звеньевъ ломаной 
линш, не нарушится, если вместо суммы звеньевъ ломаной 
линш подставимъ длину гипотенузы АВ.  Такимъ образомъ, 
вместо равенства (1) можно написать, что

Разъясненге. Мы предположили, что ломаная лишя при 
увеличенш числа ея звеньевъ стремится слиться съ гипоте­
нузой и совсемъ упустили изъ виду, что длина ломаной линш 
есть величина постоянная, равная всегда сумме катетовъ. 
Все разсуждеше ведется такъ, какъ будто бы гипотенуза 
является пределомъ ломаной лиши, но само определеше пре­
дела предполагаетъ наличность переменной величины, како­
вой здесь не имеется.

А. Ляминъ. М атематичесюе досуги. 7

136.

Тогда B C = A L  +  DM  и А С = М В  4- LD. 
Сложивъ эти два равенства, найдемъ:

М л

т.-е. сумма катетовъ равна длине ломаной 
лиши. Выполнивъ то же построеше для 
прямоугольныхъ треугольниковъ ALD  
DMB, убедимся, что
B C + A C = A L 1+ L 1D1+ DjL2+ L tD + D L 3 \

А С
Увеличивая аналогичнымъ построешемъ

Черт. 20.

В С + А С = А В .
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137.
Окружность круга равна его д1аметру.
Окружность круга pafliyca R  равна 2т-R. Если раздЪлимь

Rд1аметръ на 4 равныя части и опишемъ окружности pafliyca — >
о  R  Т>то длина каждой окружности будетъ 2тг ■ — = тш , а сумма

длинъ двухъ полученныхъ меньшихъ окружностей будетъ
равна 2nR, т.-е. длине
первоначальной окружно­
сти. Легко убедиться, что, 
при деленш д1аметра дан­
ной окружности на 8, 16,
32... частей, мы можемъ на
Д1аметре построить 4, 8,
16... окружностей, сумма 
длинъ которыхъ будетъ ра­
вна длине данной окруж­
ности pafliyca R. Съ дру­
гой стороны, при безко- 
нечномъ увеличенш числа

окружностей, ихъ рад)'усы станутъ беэконечно малыми, а сами 
окружности обратятся въ точки, расположенныя по Д1аметру 
данной окружности.

Такимъ образомъ д1аметръ первоначальной окружности бу­
детъ служитъ предЪломъ суммы этихъ малыхъ окружностей. 
Отсюда можно заключить, что окружность даннаго круга равна 
e ra  д1аметру т. е. что 2~Й=2Й, откуда я = 1 .

Разъяснете. Этотъ софизмъ, какъ и предыдущш, основанъ 
на неуместному применении теорш пределовъ. Сумма длинъ 
малыхъ окружностей есть величина постоянная, равная всегда 
длине данной окружности. Разность между этой суммой и д1а- 
метромъ не можетъ быть сделана сколь угодно малой, а 
имеетъ всегда определенное и конечное значеше.

138.
Площадь квадрата больше квадрата его стороны. 
Сторона квадрата MNPQ  содержитъ 8 какихъ-нибудь ли-
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нейныхъ единицъ. РазрЪжемъ этотъ квадратъ на четыре части, 
какъ указано на лЪвомъ чертеж^.

Изъ  ̂этихъ частей можно составить треугольникъ R S V  
(правый чертежъ), равновеликш квадрату. Следовательно

площ. M NPQ =  ПЛОЩ. R S F = ^ ± M ± ^ = 6 5  к в . ед>> то гд а

какъ на самомъ д^ле она равна 64 кв. ед.
Разъяснете. Лижи R R 'S  и V V 'S  суть ломаныя, а не пря- 

мыя, какъ МЫ почему-то предположили. Въ самомъ дЪлЪ, 
если бы эти лиши были прямыми, то изъ подоб1я тре- 
угольниковъ R V 8  и R 'V 'S  следовало бы, что

v

Черт. 22. Черт. 23.

R V  S T
R ’V’ S T ‘



Тригонометрш.
139.

в ъ  какой четверти сумма синуса и косинуса одного 
и того же угла больше единицы?

Ргьтенге. Такъ какъ лиши синуса и косинуса въ любой 
четверти являются катетами прямоуголь- 

__ наго треугольника, гипотенузой котораго
служитъ рад1усъ, то сумма линш синуса 
и косинуса по абсолютной величине боль- 

/  \  ше pafliyca, т.-е. ] А В  | +  j OB j >• О А  или

\  ^  ' ‘ ^сли же брать синусъ

О в I ’ и косинусъ съ соответствующими зна-
Черт. 24. ками, то сумма ихъ будетъ больше

единицы только въ томъ случае, когда 
уголъ взятъ въ первой четверти.

140.

Что больше: sin 2а или 2 sin а?
Ргьшете. Выражеше sin 2 a= 2 sin a cos а. Такъ какъ cos* 

всегда правильная дробь, то 2 sin а, будучи умножено на cos а, 
уменьшится.

Следовательно, 2 sin а sin 2 а.

141.
Привести къ логариемическому виду безъ введешя 

вспомогательнаго угла выражеше 
cos а—sin Ъ sin е 

cos х = — — • cos b cos с.
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Ргьшенге. Прибавляя къ обЪимъ частямъ по единице, по- 
лучаемъ:

, . cos Ъ cos с 4- cos а—sin Ъ sin с1 + cos х = ---------------'— т-------------------или
cos b cos с

9 2 х __cos a + ( cos Ь cos с— sin Ъ sin с) cos a-j-cos(b-fc)
2 cos Ъcos с cos b cos с

a-l-Ь + с  a—Ъ— с2 cos — cos ---- -—
------г----------------- > откудаcos о cos с

a + b + c  a—Ъ—сco s---- =---- cosхcos
2 ' cos Ъ cos с

142.

Какова должна быть зависимость между углами 
х, у и г ,  чтобы существовало равенство: 

tg  2х— ctg 2у—ctg 2 z = tg  2х ctg 2у  ctg 2z>
Ргьшенге. Данное равенство можно представить въ такомъ 

виде:
tg 2х — tg 2х ctg 2у  ctg 2г — ctg 2у — ctg 2z=tg 2х( 1 — ctg 2у ctg 2z)— 

—(ctg 2y+ctg 2z)=0, или 
tg 2x(tq 2у tg 2z— 1)—(tg 2y+iq 2z)=0.

Деля обе части последняго равенства на 1—tg 2у tg 2z, 
получимъ:

- tq 2 у tq 2z 
—tg 2x j-—tg 2у  tg 2z = °  ИЛИ tg 2x ^  tg(2y +  2г) — откУДа
tg2x= tg(—2 у—2z). Следовательно, 2 x + 2 y + 2 z=  180°к или 
я + у + г= 9 0 °к ,  где к есть произвольное целое число.

143.

Определить истинное значеше выражешя 
2(8 sin4#— 14 sin2a;+7) sin2 2х

Щ х * + х + \ )*  при х==0‘
Ргьшенге. Данное выражеше при х —0 обращается въ — •

О
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Представимъ его въ такомъ виде:

oin /т»
Замечая, что lim (8sin4a;— 14 sin 2х +  7 )= 7 , lim----- =  1„

lim co s£ = l, lim(a;2+ a ; + l ) = l ,  находимъ, что истинное значеше

Определить величину выражешя: 
Sin [arc sin ж+ a rc c o s  ж]?

Ргьшете. Пользуясь формулой для синуса суммы двухъ, 
дугъ, имеемъ: sin [arcsin x-|-arccosa;] =  sin (arcsin x) cos (arccosa;) +  
+ cos (arcsinx) sin (arccosa;); но sin (arcsin x )= x  и cos(arccosa:)=x..
Обозначимъ arcsin x = y ,  тогда siny=a:, cos y = y  i  s;n 2y =
—У  1— x2. Ho cos y= cos (arcsin ж); следовательно, cos (arcsin x ) ~  
=У  1— x2. Такимъ же образомъ найдемъ, что sin (arccos а;) = . 
—У  1— х2. Следовательно, данное выражеше sin [arcsin 
-farccos х ] = х . х + У  1— х2 . '] /1 — х2= х 2-\-1—х2= \ .

отличаться только на fen-, где к — целое число. Следовательно*

даннаго выражешя равно 2 . 7 . 4 . I2. 1 .-^= 56.

144.

145.
Реш ить уравнеше: 

tg(ctg s )= c tg (tg  х).

Ргьшете. Такъ какъ ctg (tg x )= tg  —tgaA, то tg (ctg x ) ~

tgcc). Но если тангенсы равны, то углы могутъ

т— = - х — tgz+fcTr или tg ж 2х
2 t g 2x—(2fc-(-1 )тгtg ж-(-2=0, откуда

(2 к + 1 )тс±У(2к+ 1 )2*2— 16 tg® =i---------------- L.-------'------ — ■̂; следовательно

a:=arctg (2k+ l)T t± V (2k+ l)2r2— 16
4
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cos *

146.
Реш ить уравнеше:

sin 2x+ cos 2®-fsin ж+ co s  ж-}-1 = 0 .
Ргьшете. sin 2x-\-(\ +  cos 2x) +  (sin*-|-cos x) =  2 sinx cos* +  

+  2 cos2*-|-(sin x  +  cos ж) =  2 cos x  (sin* -j- cos *) +  (sin x  -f- cosa:)== 
=  (sina:+cosa;)(2cosa:+ l)=0 

откуда s in*+ cosa ;= 0  или 2 cos ж + 1= 0.
Изъ перваго уравнешя имеемъ:

= —sina;=sin(—*) =  c o s^ -+ * j>  откуда х= 2кк+  ^  +  ж̂>‘

TZ 7Гх1= 2 Ы  +  — +ж 2 (невозможно): х2= 2 Ы ---- - - — ж2, откудаZ Z
7Гх2= — Из ъ второго уравнешя 2 c o sa ;+  1 =  0 получаемъ:

1 .cos х = --------------------— > откуда

a;3=  =  ( 2 f c + l ) i t ± - ^ .

147.
Реш ить ypaB H eH ie:  

8 sin2a:+3 sin 2ж+1 
^  Х 8 cos2a:+2 sin 2ж+1 —

Ртьшете. Въ дробномъ члене уравнешя заменяемъ 1 че­
резъ sin2*-|-cos2*, a sin2* черезъ 2 sin ж cos ж. Тогда

8 sin 2ж +3 sin 2ж + 1 9 sin 2ж 4- 6 sin ж cos ж 4- cos 2ж{q д*__________________________________ — - . . ___ __________________________ —■
8 co s^ -j-3 s in 2 * -fl 9 cos2* +  6 sin ж cos ж +  sin 2ж

(З зтж + со з* )2 „= tg  ж— --------  -------о=0. Д еля числителя и знаменателя(3 cos ж+ sin  х у
дроби на cos*, получаемъ:

•^sin*  А 2
. cos ж \  х /3 tg * — 1\2 .

, д * - |  -----------------Й Г ?  ) = t 0 i t - ( - 3 + t a i r ) = 0 ;

3 + cos ж\

9 tg ж +6 tg2* + tg 3*—9 tg2*—6 tg ж—1 = 0 ; tg Зж—3 tg 2ж-|-3 tg ж—1 = 0  

или (tg*— 1)3= 0 , откуда tg ж = l, а х = ^ - \ - Ы ,  где к есть про­

извольное целое число.



— 104 —

148.
Р-Ьшить уравнеше:

з
sin4a;+cos4a:—2 sin 2ж +^ sin2 2х= 0 .

Ргьшете. Прибавимъ и вычтемъ выражеше 2 sin2 a: cos2 ж; 
тогда уравнеше приметь видъ:

3
sin4 ж + cos4 ж +2 sin2 ж cos2 ж — 2 sin2 ж cos2 ж — 2 sin 2ж+ — sin2 2ж=

=  (sin2 х  +  cos2 ж)2 — -  — 2 sin 2ж + -^ sin2 2ж =  1 — s— — —
Z 4 a

3
— 2 sin 2x -\—— sin2 2ж= 0.4

Освободившись отъ дробей и сд-Ьлавъ приведеше подобныхъ 
членовъ, получимъ: sin22x—8 sin 2ж + 4= 0 , откуда sin 2 x = 4 + V  12 
или s in 2 x = 4 + ]^ 1 2  и э т 2 ж = 4 —V 12. Первый, болышй, корень 
не даетъ действительная значешя для ж, такъ какъ 4 + У  1 2 > 1 . 
Менышй корень, после вычислешя съ помощью логариеми- 
ческихъ таблицъ, даетъ 2ж =  34°22'47", откуда ж == fc/r +  
+ ( — 1 )л 17° 1 Г23,5", где к—произвольное целое число.

149.
Реш ить уравнен1е; 

sin(ai-|-3a)=3 sin (a—х).
Ргьшете. Представимъ уравнеше последовательно въ виде: 

sin ж cos За+cos ж sin 3 a = 3  sin a cos ж—3 cos a sin ж, 
sin ж cos 3 a + 3  cos a sin ж =3 sin a cos ж—cos ж sin 3a, 
sin ж (cos 3a+ 3 co s a) =  eos ж (3 sin a —sin3a) 
sin x------(cos 3 a + 3  cos a) = 3 sin a—sin 3a,cos ж
tg x (cos 3 a + 3 cos a)= 3  sin a—sin 3a, откуда

3 s in a — sin 3atg x = -----=——-------cos 3 a + 3  г os a
Принимая во внимаше, что s in 3 a = 3 s in a —4 sin 3a, a co s3 a=  

= 4 c o s 3a—3cosa, получимъ:
t g x = tg 3a, откуда x=m+kiz, 

где m есть наименышй уголъ, удовлетворяющей равенству 
tg m = tgsa.
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150.

Кубъ пересеченъ плоскостью такъ, что въ с^че- 
н т  получился правильный шестиугольникъ. Опре­
делить двугранный уголъ, об­
разуемый плоскостью съ осно- 
вашемъ куба.

Ргьшенге. Кубъ долженъ быть раз- 
сЬченъ плоскостью такъ, какъ ука­
зано на чертеже. По условш задачи 
надо определить уголъ K L B .  Обоз- 
начимъ его черезъ <р и положимъ, что 
ребро куба будетъ а. Тогда изъ 
треугольника N F P  получимъ:

ггр=/да+№, или N P = Y [ ^ f + { ^ f = V • •
такъ какъ ребра куба въ точкахъ М, N, Р  и т. д. разделены попо- 
ламъ. ОР, какъ рад1усъ окружности, описанной около правиль- 
наго шестиугольника, равенъ стороне этого шестиугольника, т.-е.

O P = N P = ^ /  2.

Откуда, изъ треугольника ОКР, им-В'емъ:

о к = у  о р 2—к р 2 =  Y  2â — 2̂ = V  ̂ 2= |К б Г

Далее, изъ треугольника K L T ,  имеемъ:
K T —K L  sin у = 2 0 К  sin <р.

Принимая во внимаше значеше ОК, а также и то, что К Т —а, 
находимъ:

К Т  а 2 2 |/б  | / 6  i /6s in < p = ------- = ------------— — — —— — —— " -п ’

( 1)

K L  2 . a4 V 6
а ф =  arc sin

151
Найти наибольшую и наименьшую величину вы- 

раж еш я
a cos х+Ъ  sin х.

Ргьшенге. Если а и Ъ равны нулю, то данное выражеше 
остается равнымъ нулю при всякомъ значенш х. Пусть одно
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изъ количествъ а и Ъ отлично отъ нуля. Въ такомъ случай 
можно определить уголъ а, удовлетворяющш равенствамъ:

cos a— r—̂ r-—=7-. * ) ................ (1)
|] / а Н И

sin а = г — .................... (2)\у а2 + И
Откуда а= \] /а2+Ъ2\ cos a, b=\]/cfi+b2\ sin а; следовательно,

данное выражеше ____
« cos ж-j-b sin ж = |]/ а2+Ь2! cos а cos x + | | / a 2+ b 2j sin a sin ж=

=  IУ  а2+ Ь 21 (cos a cosa:+sin a sin®)= | У  a2 f  Ъ21 cos (х—а). Такъ
какъ наибольшее значеше выражешя cos (ж—а) есть+1, а на­
именьшее его значеше есть— 1, то наибольшая величина дан­
наго выражешя есть | | / a 2-)-b2 | ,  а наименьшая его величина 
есть— \У ай-\-Ъ2\ . Очевидно, что наибольшей величины выра­
жеше достигаетъ при ж = а + 2/с1т, такъ какъ cos (ж—<х)=1 
и ж—a=2fcir, а наименьшей величины оно достигаетъ при 
ж = а  +  (2/с+1)тс, такъ какъ cos (ж—a )= — 1 и ж—a=(2fc-|- 1)тг, 
где а определяется изъ равенствъ (1) и (2), а fe есть произ­
вольное целое число.

152.

Какой изъ четыреугольниковъ, составленныхъ изъ 
однЪхъ и гЬхъ же сторонъ а, Ъ, с и d, им^етъ наи­
большую площадь?

Ргьшете. Обозначимъ^ противоположные углы четыреуголь-
ника (см. черт.) черезъ а и р .

Площадь четыреугольника ABCD
= a a b d + a d b c = s .

Но A A B D = ° а Д Ш С =

С dc sin [3 ,— — следовательно,

2S= ad  sin a+ bc sin p. Возводя обе части последняго равен­
ства въ квадратъ, получаемъ:

о*------------- -—
Черт. 26.

*) Знакъ I | означаетъ, что надо брать только ариемвтическое значен!й 
корня.
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4S 2= a 2d2 sin2a-f 2abed sin a sin j3-]-&2e2 sin2p =
= a 2d2—a2d2 cos2a-(-2abed sin m  sin |3-f-b2e2—b2e2 cos2j3=
= a2d2 +  b2c2+ 2abcd sin a sin p—(a2d2 cos2a + b2c2cos2p) . . (1) 

Изъ треугольниковъ АВТ) и DBC сл-Ьдуетъ, что
DB2 =  a2jr d2—2ad cos a =  b2-f-c2—2be cos p, откуда

2ad cos a 2bccos$=a2-\-d2—b2—с2 или ad cos a— be cos (3=
a2-f-d2—b2—c2 

~  2 ’ 
или, по возведенш въ квадратъ,

a2d2 cos2a—2abed cos a cos j3-fb2c2 cos2p =  c2j . . .  (2)

Изъ равенства (2) опредЪлимъ a2d2 cos2 a-j-b2c2 cos2 p и под- 
ставимъ въ равенство (1); тогда

482—a2d2-\-b2e2-\-2abed sinasinfi— ----—2abcdcostxcos p

или 4<S2= a2d2 b2c2 — ( ^ ± ^ = 5 ! = ^ ) >_ 2abCd Cos(a+ p).

Первые три члена полученнаго равенства одинаковы для 
всЬхъ четыреугольниковъ, составленныхъ изъ однЪхъ и гЬхъ 
же сторонъ. Не трудно поэтому сообразить, что 4S2, а, слЪдо- 
вательно, и 8, получитъ наибольшую величину, когда cos (a-f-p) 
получитъ наименьше значеше, т.-е. когда cos(a-)~P)=— 1. 
Въ этомъ случай а+ р= 180°, а около такого четыреугольника, 
какъ известно изъ геометрш, можно описать окружность.

153.
Определить плоскш уголъ при вершине правиль­

ной шестиугольной пирамиды, если известно, что 
центры описаннаго около пирами­
ды и вписаннаго въ нее шаровъ 
совпадаютъ.

Ргьшенге. Обозначимъ плоскш уголъ 
при вершин^ пирамиды черезъ х, апо- 
еему пирамиды черезъ к, сторону осно- 
вашя черезъ 2m, рад!усъ описаннаго А 
шара черезъ к, а рад1усъ вписаннаго 
шара черезъ г.

Черт. 27.

S
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Изъ прямоугольнаго треугольника A S L  имйемъ:
, х A L  т ...
9  2 ~ Ж ~ к ................................................(  )

Апоеема основашя L/S1= V rS1B2— LB2= j / 4иг2—та2= т ] / 3 .  
Изъ треугольниковъ SSjL и OSjB им^емь:

(й + г )2= й 2—З т 2 .............................. (2)
R 2—г2—4 т 2..................................... (3)

Д-Ьля равенство (2) на равенство (3), получаемъ: 
й -j-r й 2—3m2
в = ; = -4-™— ................................. (4)

Равенство (4) представимъ въ такомъ вид%: 
й + r  к2— 3m2 й  к2

’’ о I * Й ^г т* г т* /г.-=.---- = -----— -г---- или в ------= — -— . . . .  (5)R —г 4 т 2 й  j 4'
г т 2 г

Такъ какъ OL дЪлигь SL S1 пополамъ, то
R  К

.................................................(6)] /3г m

Подставивъ въ равенство (5) вместо ~ и ~  соотв-Ьтствую- 

ипя имъ значешя изъ равенствъ (6) и (1), получимъ: 

l + j / З  г ^ у  1—3ffif2- |

1 - К З ^  * 4 ^ 2 2

Сокративъ обй части получеинаго равенства на выражеше 

 ̂1 + J /3  tg-^J и освободившись отъ знаменателей, получимъ:

1 — У З  tg * ) =4tg2̂  или 1— j/3«<7~= ± 2 ty -^ , откуда

Второй ответь не годится, такъ какъ уголъ х, а, слйдова-
•Сльно, и —, должеь 

уголъ х= 32°23 '52".

тельно, и долженъ быть острымъ. Окончательно, плоскш
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154.
Н а плоскости уложены р одинаковыхъ соприка* 

сающихся конусовъ, вершины которыхъ сходятся 
въ одной точке. Найти уголъ осевого сЬ ч етя  
каждаго изъ этихъ конусовъ.

Ргьшете. Уголъ между высотами двухъ соприкасающихся 
конусовъ равенъ искомому углу осевого сЬчешя. Пусть О и 
Oj—центры двухъ соприкаса- q
ющихся конусовъ, a OS и 
OxS—ихъ высоты. Следо­
вательно, искомый уголъ 
х =  / _  0 S 0 1. Изъ центровъ О к 
Ог опускаемъ перпендикуля­
ры на плоскость и точки ихъ 
пересЪчешя съ плоскостью 
соединяемъ съ вершиной 8.
Треугольникъ K L 8  служитъ проекщей треугольника 0<S01. 
Основаше треугольника OSOv  или лишя центровъ основанш

двухъ соприкасающихся конусовъ, 0 0 ^= 2  0 8 .  sin |  .

ДалЪе, такъ какъ уголъ KSL= 360°
п то SK--

K L
2

sm ■

ОО, . 180° -— 1 : sin - (OS . s i n :

180°
п

sin 180°
( 1)2 п \  z j  п

Съ другой стороны, принимая во внимаше, что уголъ
X

KSO —■ — (уголъ, образованный высотой конуса SO и его обра­

зующей SK),  можемъ написать: 8 K —0 S  . cos (2)

O S . sin
Изъ равенствъ (1) и (2) получаемъ:

sin 180°
2 п о  х = O S . cos —

, х  . 180°или tg -̂ =  s in ---- .2 п
rx, х 4 I ■ 180° Отсюда тг- = arc  tg sin —

2 \ п а х = 2  arc tg[ sin 180
п
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155.
Имеются два одинаковаго вида бруска, изъ ко- 

торыхъ одинъ представляетъ собой магнитъ, а дру­
гой—жел'Ьзо. Какимъ образомъ, не прибегая ни 
къ какимъ приборамъ, определить, какой изъ брус- 
ковъ магнитъ и какой железный?

Отвгътъ. Надо каждый изъ брусковъ поднести къ нейтраль­
ной линш другого.

156.
Какой возъ легче опрокинуть— съ соломой или 

съ кирпичемъ, при равномъ Btcfe возовъ и одинако- 
вомъ устройств^ тел'Ьгъ?

Отвгътъ. Легче опрокинуть возъ съ соломой, потому что 
центръ тяжести будетъ находиться выше, чймъ центръ тяжести 
воза съ кирпичемъ.

157.

Въ сосудъ, наполненный доверху водой, опущено 
ткпо вЪса Р ; при этомъ изъ сосуда выливается on 
граммовъ воды. Н а сколько изменятся давлеше 
жидкости на дно сосуда?

Отвгътъ. Давлеше на дно не изменится, такъ какъ уровень 
жидкости будетъ на той же высогЬ, а давлеше жидкости не 
зависитъ отъ формы сосуда, а лишь отъ величины площади 
основашя сосуда и высоты жидкости.

158.
Можно ли всасывающимъ насосомъ поднять ки­

пящую воду?
Отвгътъ. Нельзя, потому что при поднятш поршня умень­

шится давлеше на воду, температура кипЪшя понизится, и
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увеличенное пространство наполнится парами, следовательно, 
уровень еоды не повысится.

159.
Можно ли намагнитить сталь токами отъ катушки 

Румкорфа?
Отвгътъ. Нельзя, потому что токъ спирали переменный, а, 

следовательно, сталь, будучи въ первый моментъ намагничена, 
въ следующш размагнитится и т. д. *)

160.
Можно ли сифономъ переливать жидкость въ пу­

стоте?
Отвгътъ. Нельзя, потому что жидкость въ трубке, не бу­

дучи поддерживаема давлешемъ воздуха, тотчасъ же распа­
дется на две части.

161.
Представимъ себе, что мы постепенно удаляемся 

отъ поверхности земли въ пространство и летимъ 
со скоростью, меньшею скорости света; смотря все 
время по направленш  къ земле, мы будемъ видеть 
т ё  собьш я, которыя произошли на земле после на­
чала нашего полета. Если мы будемъ лететь со ско­
ростью света, то будемъ видеть только одно какое- 
либо со б ь те , происшедшее въ моментъ, когда мы 
начали удаляться отъ земли. Если же мы будемъ ле­
тать со скоростью, большею скорости света, то 
должны увидать последовательно все с о б ь т я  въ 
обратномъ порядк^, т.-е. такъ, какъ если бы мы смо­
трели на кинематографическую ленту, пропущен­
ную въ аппаратъ съ конца; в с л е д с т е  этого явилась 
бы возможность видеть и сотворен1е человека. Верны 
ли эти разсуждешя?

Отвгътъ. Нетъ. Прежде, чемъ мы станемъ двигаться со ско­
ростью света, мы уже ничего не увидимъ. Прекращеше дей- 
ств1я лучей на глазъ будетъ зависеть какъ отъ относительной

*) Зам'Ьтимъ, что структура этого вопроса достаточно сложна и отвЬтъ на 
него требуетъ бо.тЬе глубокихъ разсуждешй.
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скорости движешя света по сравненш съ нашимъ движешемъ, 
такъ и отъ того, что нашъ глазъ воспринимаетъ колебания 
только до изв^стнаго максимума длины волны. Чтобы отве­
тить на вопросъ детально, слйдуетъ выяснить предйлъ длины 
ультрафюлетовыхъ волнъ, отражаемыхъ земными предметами, 
и по этому пределу, съ помощью принципа Допплера, опре­
делить ту предельную скорость, двигаясь съ которой, мы уже 
ничего не увидимъ.

162.

Определить температуру, при которой термометры 
Реомюра и Фаренгейта показываютъ одно и то же 
число градусовъ.

Ргьшете. Пусть искомое число градусовъ на термометрахъ 
Реомюра и Фаренгейта будетъ х°. Если по Реомюру х°, то по 
Фаренгейту будетъ: (?ж+32)0. Изъ услов1я задачи следуетъ, что 
.-*=! ж+32.

Реш ая последнее yp-ie имеемъ: х  =  — 25,6°.

163.
Въ оптическомъ магазине выставлено 20 термоме- 

тровъ, изъ которыхъ 10 термометровъ Реомюра, 
а остальные Ц ел ьая  и Фаренгейта. Определить 
температуру въ магазине по Реомюру, если известно, 
что сумма градусовъ, показываемыхъ всеми термо­
метрами, равна 453°, а  температура въ магазине по 
Реомюру вдвое больше числа термометровъ Ц ел ь а я .

Ргьшете. Пусть термометръ Реомюра, висевшш въ мага­
зине, показывалъ х  градусовъ. При техъ же услов1яхъ, тер­
мометръ Целыпя долженъ показывать ^х  градусовъ, а термо­
метръ Фаренгейта 32+ ? х°. Пусть число градусовъ Ц ельая 
было у; тогда, по условш задачи, температура въ магазине 
была вдвое больше числа термометровъ Цельс1я, т.-е.

х = 2  у .......................................(1)
Съ другой стороны, термометровъ Реомюра было 10 и ка­
ждый показывалъ х°, следовательно, все термометры Реомюра 
показывали Юж0. Если число градусовъ Ц ельая было у, и ка­
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ждый показывалъ\  х°, то все термометры Ц ельая показывали 
\ху°. Такъ какъ всего термометровъ Ц ельая и Фаренгейта4

было 20— 10=10, а термометровъ ЦельЫя у, то термометровъ 
Фаренгейта было 10—у; если каждый изъ посл-Ьднихъ пока­
зывалъ (32+1х)°, то все термометры Фаренгейта покажутъ 
(32+ |ж )(10—у) градусовъ.

По условш задачи имеемъ:
1Q *+ !*!/+ (32+ ?s )(10—у)=453 . . . .  (2)

Упростивъ это yp-ie и принимая во внимаше yp-ie (1), най­
демъ, что у —7 и х —2у=  14.

164.
По свидетельству Витрув1я, корона сиракузскаго 

царя П ерона, состоявшая изъ сплава золота и се­
ребра, вёсила 10 килограммовъ. Весъ короны въ 
воде былъ равенъ 93,55%  веса ея въ воздухе. Зная, 
что удельный весъ золота равенъ 19,25 и удельный 
весъ серебра равенъ 10,5, определить количество 
каждаго изъ металловъ, * входившихъ въ составъ 
короны.

Ргьшете. Пусть в-Ьсъ находившагося въ короне золота бу­
детъ х, тогда в-Ьсъ серебра (10—х). По закону Архимеда, вся­
кое тело, погруженное въ жидкость, теряетъ въ своемъ весе 
столько, сколько вЪситъ вытесненная имъ жидкость; кроме 
того, изъ условв1я задачи видимъ, что вода легче золота въ 
19,25 раза, а серебро въ 10,5 раза. Отсюда заключаемъ, что

J Q___/j*
золото въ воде теряетъ кгр., а серебро -г~-=- кгр. Ко-х V 1U)0
рона же въ воздухе веситъ 10 кгр., а въ воде 93,55% своего
д. - 93,55въса, поэтому если, каждый килограммъ весилъ въ воде —

10 93 55своего веса, то 10 кгр. будутъ весить — — =9, 355  кгр.,

поэтому корона потеряетъ въ весе 10—9,355=0,645 кгр. По 
условш задачи:

х  , 10— х п „
19Г25+ ~Т05~ ’ •

Следовательно ж=7,1005 кгр.
А. Ляминъ. Математичесше досуги. 8
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165.

На плоское зеркало падаетъ лучъ свЪта, образуя 
съ отраженнымъ лучемъ уголъ р. Зеркало повер­
нуто на уголъ а такъ, что отраженный лучъ съ па- 
дающимъ остались въ прежней плоскости. О преде­
лить уголъ между новымъ положешемъ лучей. 

Ргьшете. Какъ видно изъ условш задачи, лучъ падающш,

съ перпендикуляромъ въ точке падешя, образуетъ уголъ

если зеркало будетъ повернуто на уголъ а, то падающш лучъ 
съ перпендикуляромъ въ точке падешя будетъ составлять

уголъ (въ этомъ можно убедиться, построивъ чертежъ).

Поэтому, уголъ между лучами будетъ:

(1+ “М ! + ‘‘Н + 2'--

166.

Торговецъ долженъ былъ отвесить двумъ покупа- 
телямъ по одинаковому числу фунтовъ товару, но 
его вЪсы были неверны— одно плечо коромысла было 
короче другого. Д ля перваго покупателя онъ поло- 
жилъ грузъ на короткое плечо, а товаръ— на длин­
ное, а другому наоборотъ. Выигралъ или потерялъ1 
торговецъ при такомъ взв-Ьшиванш товара?

Ргьшете. Обозначимъ черезъ а- и Ъ длины плечъ коромысла. 
Пусть покупатели требовали весь р.  Первый изъ нихъ полу- 
чилъ весь qv  а второй q2.

Известно, что для равновеЫя рычага необходимо и доста- • 
точно, чтобы действующее на его плечи моменты были равны 
и противоположны.

Когда торговецъ взвешивалъ товаръ 1-му покупателю, то 
на одно плечо действовала сила р, а на другое gr

Моментъ силы р  равенъ ра. Его уравновешиваетъ моментъ 
-силы qx, равный q̂ b и вращающш рычагъ въ противополож­
ную сторону.
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Такимъ образомъ р a = q 1b.

Откуда .....................................(а)

Пользуясь равенствомъ моментовъ и при второмъ взв^ши- 
ван1и получимъ:

p b = q 2 . а.

Откуда д2=:р . А ..........................................(Ц

Всего торговецъ продалъ

<h+b=V  у  +  или

«1+в*=Р ( у 4 “ ) ........................(о)

Независимо отъ величинъ а и Ъ, мы всегда имеемъ:
(а—Ъ)г >  О,

т.-е. что (а—Ъ)2 есть величина положительная. Отсюда
а2—2 аЬ +  Ь2 >  О 
а2+Ь 2^>2аЬ

5 ! + 2 > 2
ab

(
Заменяя въ равенстве (с) выражеше —  числомъ 2, по-О ct

лучимъ неравенство
/ я  , ь \ ^  ~

К т + ^ ) > 2 '
откуда заключаемъ, что

9i + 9 2 > 2P.
т.-е. торговецъ потерялъ.

167.

Н а чертежЪ 29 изображена петля S D A B C T  съ 
правильной окружностью А Б С  посредин-Ь. Въ точкЪ 
JS, отстоящей отъ земли на высогЬ Н,  помещено 
тЬло съ массою т, могущее скользить внизъ безъ 
треш я.

8*
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Съ какой высоты гЬло должно начать свое движе­
т е ,  чтобы совершить полностью свой путь S D A B C T „

Ртиенге. Чтобы ответить на этотъ вопросъ, зам-Ьтимъ, что 
скорость тЪла зависитъ только отъ той высоты, на которую 
оно при паденш опустилось но не зависитъ отъ величины угла 
наклонной плоскости *), по которой оно скрыьается.

Когда гЬло пройдетъ путь 8D, то на прюбрЪтенную имъ 
скорость окажетъ вл1яше только та высота Н, на которую 
оно опустилось и вовсе не окажетъ вл1яшя длина пути S D f 
а также и различная «крутизна» его въ точкахъ S  и D; 
скорость гЪла въ точкЪ D будетъ равна

где. д—ускореше силы тяжести.
Подъ вл1яшемъ прюбр-Ьтенной при паденш энергш (кото-

и можетъ подняться какъ разъ на такую же высоту, съ какой 
опустилось. Въ этомъ заключается законъ сохранешя энергш.. 
Опускаясь съ высоты Н  гЬло уменьшаетъ свою потенщальную 
энергш (энергш положешя), но увеличиваетъ кинетическую 
(энергш движешя), и какъ разъ на величину, равную по­
терянной потенщальной. Такимъ образомъ, когда гЬло прихо-

yyt'V ^
дитъ изъ S  въ D, его кинетическая энерпя равна — а по- 

тенщальная уменьшается на тдН, а потому

т
Черт. 29.

= У 2дП ,

гЪло начнетъ подниматься вверхъ по пути А В

(а)

*) См. по этому поводу въ курсахъ физики (отдЪлъ механики).
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Когда же гЬло начнетъ подниматься, то потеншальная 
энерпя его будетъ увеличиваться, а кинетическая уменьшаться; 
когда гЪло придетъ въ В, т.-е. поднимется на высоту д1аметра,

7TtV ^равнаго 2R, то потеря кинетической энергш будетъ —j-»  а уве- 

личеше потенщальной mg(2R), поэтому

~ 2  тд - 2 R ...................................
TftV ^Если въ D энерпя движешя — а по пути въ В  (че- 

резъ А) потеряется — то въ В  энерпя движешя будетъ

равна
mv02 m«12 mv2 
_ _  2 ~ = ~ 2 ~ .............................. (с)

Вычитая (Ъ) изъ (а), найдемъ
тг>02 mv,2 ТТ 
— 0--------  =  mgH— mg2R.

Соединяя это равенство съ (с), получаемъ
УТЬ
~ ^-= т д Н — mg ,2R= m g(H — 2R) . . . .  (d)

Итакъ, гЬло въ точке В  им^етъ какъ разъ энергш движе­
ш я, равную потере потенщальной [тд(Н—2R ) = m g . 8В].

Пользуясь равенствомъ (d) мы можемъ найти скорость v 
тела въ точке В.

Когда же тело можетъ совершить весь путь 8D A B C T? 
Ясно, что только тогда, когда, пробегая черезъ точку В, тело 
будетъ прижиматься къ траэкторш какою-либо силою; въ про- 
тивномъ случае оно упадаетъ внизъ. А такая сила, действи­
тельно, найдется. Это будетъ центробежная сила. Она зави- 
ситъ отъ скорости движешя по окружности. Если скорость 
движешя по окружности будетъ v, а рад1усъ окружности R, 
то центробежная сила F  будетъ

г, mv2F  --------
R

Въ точке В, где скорость движешя будетъ наименьшая 
(т. к. все остальныя точки окружности ниже точки В) на наше 
тело действуютъ две силы—весъ тела Р , направленный внизъ
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и центробежная сила F, направленная вверхъ, т. к. она стре­
мится удалить гЬло отъ центра. Чтобы гЬло оставалось на 
траэкторш, необходимо, чтобы F  было больше Р , т.-е чтобы

mv
R - > т д (е)

Пользуясь уравнешемъ (d) найдемъ:
2 . тд(Н—2R)mv*

R  R
Подставляя это въ неравенство (е), получаемъ

2 тд(Н—2 R)
R > т д , откуда

2(Н—2R) >  R  
2H— 4R  >  R  
2Н  > 5 R  и, наконецъ

Поэтому, для того, чтобы тЬло описало при своемъ движенш 
полную петлю, оно должно начать свое движеше съ высоты»

большей R.

168.
Какое положеше приметь матер1альная палочка» 

если ее поместить внутри однородной сферы, пустой 
внутри, притягивающей по закону Ньютона.

Ргьшете. Пусть дана материальная сфера А В  (черт. 30). 
ПомЪстимъ внутри ея безконечно-малое гЬло С съ массою-ея
т х. Разобьемъ сферу на безко- 
нечно большое число сфери- 
ческихъ концентрическихъ по-

Черт. 30 Черт. 31.



— 119 —

верхностей и будемъ разсматривать притяжеше каждой изъ 
этихъ поверхностей.

На чертеж^ 31 представлена одна изъ такихъ сферъ, 
Построимъ конусъ съ вершиною въ точкЪ С, настолько узкш, 
чтобы уголъ (3 между образующими (при осевомъ сЪченш ко­
нуса) былъ почти равенъ нулю, т.-е. чтобы лиши AD  и BE  
почти совпадали. Тогда углы OAD и ОЕВ будутъ такъ мало 
отличаться одинъ отъ другого, что ихъ можно считать рав­
ными.

Разсматриваемая коническая поверхность вырЪжетъ на 
сфер'Ъ безконечно-малыя площадки А В  и ED, величины кото­
рыхъ обозначимъ черезъ ах и а2. ВслЪдств1е того, что эти пло­
щадки безконечно-малы, ихъ можно считать плоскими. Изъ 
чертежа видно, что первая изъ нихъ перпендикулярна къ 
АО, а вторая— къ ОЕ.

Проведемъ черезъ точки В  и D двЪ плоскости, перпендику- 
лярныя къ оси конуса; BcntflCTBie того, что B E  и AD  почти 
сливаются, эти плоскости будутъ перпендикулярны къ нимъ. 
Плоскости, пересекаясь съ поверхностью конуса, дадутъ круг- 
лыя площадки B F  и DG. Обозначимъ величины этихъ площа- 
докъ черезъ и 82. Изъ чертежа видно, что

.............................. ,1,
/b’2= a 2cosa

Если на единиц-Ь площади данной сферической поверхности 
находится масса т, то на площадкахъ и о2 масса будетъ тч1 
и т з 8.

Разсмотримъ, какъ эти массы т з х и т з 2 будутъ притяги­
вать точку С.

Всл'Ьдств1е того, что точки А  и В  почти совпадаютъ, можно 
считать, что С находится отъ ог на разстоянш АС; аналогично 
заключимъ, что С отстоитъ отъ а2 на разстоянш CD. Эти раз­
стояшя по тЪмъ же причинамъ можно считать высотами ко­
нусовъ CBF  и CDG.

Сила взаимнаго притяжешя выражается формулой

2̂
гд^. т1 и т2—массы взаимод'Ьйствующихъ тЪлъ, а v—разстоя­
ше между ними.
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Въ разсматриваемомъ случае точка С массы т1 притяги­
вается площадкою ох массы т з г въ одну сторону, и площад­
кою о2 массы т з 2 въ другую. Первая сила притяжешя

равна f x= т1 . тл1
"АС*

—  7

, т ,  . тз„
а  вторая

Опред^лимь, какая изъ этихъ силъ больше.
Изъ равенства (1) получаемъ

S x S2о, =  — -- и 0„ = ------ •
cos a cos а

Подставляя въ выражешя силъ, получимъ 
, mxm . Sx , _ т 1 . m . S2
1 = Ж?2 Tcos а И CD2, cos а"

Возьмемъ отношеше этихъ силъ
. CD2 . cos а  . CD2

/2 ЛС2 . cosa . тох. т  . S2 $ 2 • Ж?®
Изъ чертежа видно, что

8Х А С 2 
S ~ 'C D 2’

откуда S x . CD2= S 2 . АС2 или, д-Ьля обе части равенства на S 2 . АС, 
получимъ

S2 . АС2~  '

Подставляя полученный результатъ въ отношеше силъ /2 и / х, 
найдемъ

^ = 1  
/* ’

т.-е. эти силы равны. А такъ какъ онЪ направлены въ прямо- 
противоположныя стороны, то он% уничтожаются, и на нашу 
точку никашя силы не будутъ действовать.

Всл,Ьдств1е того, что конусы, аналогичные разсмотр^нному, 
можно провести по всЬмъ направлешямъ, заключаемъ, что на 
данную точку сферическая поверхность действовать не будетъ.

Такъ какъ все сферичесюя поверхности, на которыя раз­
бита данная сфера, совершенно равноправны, то и вся сфера 
не будетъ действовать на точку.
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Но все точки данной палочки такъ же равноправны, а 
потому и на всю палочку не будетъ действовать никакихъ 
силъ.

Если бы земля была пустотелой сферой, то всякое тело, 
помещенное внутри ея, не имело бы никакого веса и держа­
лось бы въ пространстве безъ всякой поддержки.

169.

Представимъ себе земной ш арь просверленнымъ 
по оси, перпендикулярной къ плоскости эклиптики. 
Пусть мы имеемъ матер!альное тело, определенной 
массы, подверженное только действш  силы тяжести. 
Что произойдетъ съ теломъ, если его бросить въ 
просверленное отверспе?

Ргьшете. Известно, что все тела притягиваются по закону 
Ньютона, при чемъ сила, движущая ихъ, выражается форму-

7YI 7YI
лой / = —" 2 2. где v—разстояше между телами, а т1 и т 2— 

массы телъ.
4

Если d—плотность земли, то ея масса=-^тгй3й и сила
О

wi 4 4 д з  j>3
/ = —о- • -r)-~R3d=- -г. .т  .d  . =  А  . где Л—постоянная вели-г* о 3 г1 г1

чина, равная~  nmd.О
Если тело находится на поверхности земли, то r= R ,  такъ 

какъ всякш шаръ притягиваетъ такимъ образомъ, какъ будто 
бы вся его масса сосредоточена въ центре. Следовательно въ 
этомъ случае сила f= A R .

Пусть теперь тело находится внутри земли, напр, въ точке С 
{черт. 32). Проведемъ черезъ эту точку кон­
центрическую поверхность. Она разобьетъ 
нашу землю на две части. Для тела 
первая часть будетъ внешнею и его при­
тягивать не будетъ (см. предыдущую зада­
чу), вторая же, какъ шаръ pafliyca х, бу­
детъ притягивать его съ силою

f ~ A x .  Черт 32>
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Такимъ образомъ сила, действующая на rkno, пропорцю- 
нальна его разстоянда отъ центра земли.

ВслЪдств1е этого всякое тело, находящееся подъ действ1емъ 
силы, изменяющейся по такому закону, будетъ совершать 
маятникообразное (гармоническое) колебаше. Поэтому, если въ 
просверленное въ земле отверст1е бросить матер1альное тело, 
то оно до центра земли двигалось бы ускоренно, а пройдя 
центръ стало бы двигаться замедленно; у поверхности земли, 
съ противоположной стороны, оно бы остановилось, затемъ 
полетело бы обратно и т. д., однимъ словомъ было бы осуще­
ствлено вечное движ ете (perpetuum mobile) *).

170.

Найти ycKopeHie тЪла въ предыдущей задачЪ.
Ргьшете. Мы видели, что на тело действуетъ сила f= A x ,  

где х— разстояше тела отъ центра земли, а А — постоян­

ная величина, равная~-т-md, при чемъ то— масса притягиваемаго
О

тела, a d— плотность земли. Полностью формула напишется такъ
* 4 й /= -~  и . m . d . x .

и

Съ другой стороны всякая сила F  равна массе то тела, 
на которое она действуетъ, умноженной на сообщаемое этой 
массе ycKopeHie т.-е.

F=rnj.
Отсюда найдемъ ускореше j въ виде

. _ F _
 ̂ то

Такъ какъ сила F  действуетъ на тело массы то, то уско­
реше j, которое она сообщить этой массе, будетъ равно

j = — = ^ d x .  т 3
Такимъ образомъ, ускореше не зависитъ отъ массы движу­

щ аяся  тела, иначе говоря, все тела при данныхъ услов1яхъ 
двигались бы совершенно одинаково.

*) См. стр. 123 и сл-Ьд.
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Когда гЪло находится у поверхности земли, то х = Л  и 
ускореше j  будетъ наибольшимъ; оно въ этомъ случай равно

jm ax= ^r ,d l i .

По M tp t движешя гЬла, разстояше между гЬломъ и цен- 
тромъ земли будетъ уменьшаться, а потому будетъ умень­
шаться и ускореше его (но не скорость, которая будетъ воз­
растать, такъ какъ гкпо движется не по инерцш, а подъ 
непрерывнымъ дЪйстаемъ силы).

Когда гЪло придетъ къ центру, то /= 0 ,  скорость будетъ наи­
большей. Подъ вл1яшемъ прюбрЪтенной энергш (которая

mv2\ , .
равна 1 гбло не остановится въ центръ, а полетитъ дальше,

но лишь только т^ло выйдетъизъ центра, какъ возникнетъ сила, 
тянущая его обратно къ центру, следовательно сообщающая 
ему отрицательное ускореше. Эта сила остановитъ гЬло только 
тогда, когда оно будетъ у поверхности земли. Въ этотъ мо-

4
ментъ скорость тЪла равна 0, и ускореше ), равное ъйЛ, на-

О

правлено къ центру земли.

171.

Perpetuum mobile.

Въ книгЬ Обреимова «Математичесше софизмы» приведено 
описаше машины, изобр-Ьтатель которой утверждалъ на стра- 
ницахъ французскаго журнала «Journal des savants», что, будучи 
разъ приведена въ движеше, его машина не остановится до 
тЪхъ поръ, пока отъ трешя не испортятся ея движущ1яся 
части.

Эта машина *) представляетъ собой барабанъ (черт. 33), 
разделенный внутри на полости сплошными перегородками 
АВ, CD, E F  и т. д. и над-Ьтый на валъ Q. Рад1усъ окруж­
ности барабана болЪе, чЪмъ въ 5 разъ превышаетъ рад1усъ 
окружности вала. Въ каждомъ изъ отдЪленш барабана нахо­
дится по тяжелому шару а, Ъ, с и т. д., которые могутъ сво­

*) Описаше машины заимствовано изъ вышеупомянутой книги Обреимова.
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Черт. 33.

бодно скатываться или по направлент къ оси вращешя бара­
бана или къ его периферш, смотря по наклону перегородки.

_  Разсмотримъ машину въ томъ поло-
женш, какое дано ей на чертеже. Ша- 
ры Ъ и д, f  и с, е и d, расположен­
ные симметрично относительно верти­
кал ьн ая  диаметра барабана, взаимно 
уравновешиваются, а шары к, I, т, п  
и р, прилегаюипе къ оси, не въ состоя- 
нш оказать сопротивлешя напряжешю 
груза а', который, в с л е д с т е  этого, па­

дая внизъ, производитъ движеше колесъ по направленш стре­
лки. По мере перемещешя отделешя барабана Р  на место, 
занимаемое Q, отделеше R  становится на место Р , шаръ к 
перекатывается къ периферш и приборъ снова оказывается 
въ услов1яхъ, обезпечивающихъ возможность его вращешя.

Разъяснете. Чтобы разобраться, можетъ ли эта машина осу­
ществить вечное движеше, построимъ несколько упрощенную 
схему, именно, возьмемъ барабанъ, разделенный двумя взаимно­

перпендикулярными перегородками 
на четыре части, какъ это указано 
на чертеже 34-мъ. Въ каждую часть 
положимъ по тяжелому шару и да- 
димъ всей системе легкое вращатель­
ное движеше. Посмотримъ, будетъ 
ли наша система поддерживать дан­
ное вращеше? Подъ системой, осуще­
ствляющей «вечное движеше» подра­
зум еваю т такую систему, на дви- 

Черт. 34. жеше которой энергш требуется
меньше, чемъ ея действительно освобождается въ маши­
не (излишекъ же идетъ на уничтожеше работы трешя, или 
можетъ быть употребленъ по нашему усмотрешю). Если 
мы подсчитаемъ энерпю падешя того шара а', который приво­
дить весь барабанъ въ движеше и если обнаружимъ, что эта 
энерпя больше затрачиваемой на вращеше барабана и ша- 
ровъ до начала работы следую щ ая шара к, то мы заключимъ, 
что, действительно, въ данномъ случае наша машина осущест-
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вляетъ perpetuum mobile. Но подсчитывать затрату энергш на 
вращеше барабана и шара пр1емами элементарной матема­
тики нисколько затруднительно, а потому весь процессъ ра­
боты нашей машины мы сведемъ къ просгЬйшимъ явлешямъ, 
предполагая, что подсчетъ превращешя энергш въ нихъ из- 
вЪстенъ уже читателю.

Возьмемъ математическш маятникъ ОА (черт. 35). Какъ 
известно, математическимъ маятникомъ называется матер1аль- 
ная точка А, вЪса тд (гдЪ т —-ея масса, 
а д—притяжеше силы тяжести), подвешенная 
на невесомой нити къ точкЪ 0. Лишя АО 
соединяетъ такимъ образомъ центръ тяжести 
нашей системы съ точкой привЪса. Если отве- 
демъ нашу точку въ В и отпустимъ, то она 
начнетъ колебаться около положешя своего 
равнов-Ьс1я ОО', переходя изъ точки В  въ С 
и обратно. Уголъ АОС, при этомъ, всегда бу­
детъ равенъ углу АОВ. Положеше равновЪ- 
с1я характеризуется гЬмъ, что въ немъ Черт. 35. 
ускореше j  равно нулю. Въ самомъ Д'Ьл’Ь, разлагая в%съ 
матер1альной точки, когда она находится въ В, по направлеш- 
ямъ ОВ' и BD  видимъ, что действующею силою будетъ BD  =  
=  P s in a , а ВВ 'будетъ уничтожено сопротивлешемъ нити.

Эта сила P sin a , д-Ьйствуя на массу т, сообщить ей уско- 
peHie j, равное

Psina mg sin a

Когда точка проходитъ черезъ положеше 00 ',  то а = 3  н у —О.
Перейдемъ теперь къ нашей схемЪ (черт. 34); здЪсь мы сдЪ- 

лаемъ (пока) слЪдуюгщя предположешя, характерныя для иде- 
альнаго случая: 1) нашъ барабанъ и перегородки невесомы, 
т.-е. ихъ масса равна 0, 2) что шары А, В, С и D, обладая 
значительнымъ вЪсомъ, им-Ьютъ ничтожно-малые размеры и 
3) что никакого трешя не существуетъ.

Въ такомъ случа-fe изучеше свойствъ барабана сводится къ 
предыдущему—къ маятнику. Въ самомъ дЪлЪ, шары D и В, 
всл'Ьдств1е ихъ ничтожныхъ разм-Ьровъ будутъ находиться на 
вертикали О'О и въ расчетъ поэтому не войдутъ, а шары
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А  и С, которые какъ бы прикреплены къ невесомымъ стерж- 
нямъ ОС и ОА, накрепко между собою связаннымъ, образуютъ 
математическш маятникъ СОА. Центръ тяжести этого маятника 
находится въ средине лиши АС, въ точке S. Такимъ обра-

Черт. 36. Черт. 37.

зомъ придется следить за колебаниями лиши OS. Она отклонена 
отъ положешя своего равновеЫя 0  0 '  на уголъ COS, рав­
ный а= 45°. (Что лишя 0  0 '  есть лишя полож. равновес1я, 
видно изъ чертежа 00). Совершая колебашя, точка S  перей- 
детъ черезъ линш  О'О' и въ самомъ конце своего движешя 
придетъ въ S', при чемъ S ’OC будетъ равенъ /_  COS. 
Въ этотъ моментъ стержень ОС пойдетъ по направленш ОЕ, 
и стержень АО—по направленш ОО’. Остановившись на мгно- 
веше въ S', точка S  начала бы двигаться назадъ, совершая 
обычныя маятникообразныя колебашя. Но не то получится, 
если мы въ самомъ начале движешя нашего барабана дадимъ 
ему небольшой толчокъ. Тогда при своемъ движенш точка S  
не остановится въ S', а пройдетъ дальше на некоторый уголъ р 
въ точку S ”, но лишь только S  выйдетъ изъ S', шаръ С ска­
тится къ центру, а шаръ D—къ периферш, и у насъ возста- 
новятся первоначальныя услов!я расположения шаровъ, и дви­
жеше будетъ продолжаться въ ту же сторону. Такимъ обра­
зомъ движеше хотя и будетъ постояннымъ, но его нельзя 
назвать «вечнымъ» въ принятомъ смысле слова, такъ какъ на 
него будетъ тратиться вся энерпя падающаго шара.

Такова «идеальная» картина явлешя.
Что же будетъ происходить въ действительности?
Для этого определимъ ускореше нашего маятника въ «иде- 

альномъ» случае. Какъ всегда, оно равно действующей силе, 
деленной на массу. Но здесь гораздо удобнее применить еле*
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дующш npieMb. Основываясь на томъ, что 1) всякие действ1е 
равно противодействую, и что 2) при всякомъ равнов-Ьсш мо- 
ментовъ силъ, д-Ьйствующихъ въ одну сторону всегда равны 
моменты силъ, дЪйствующимъ въ обратную сторону, будемъ 
разеуждать такъ. Если действующая сила 2тд, приложенная 
въ точк-fe 8  (въ центре тяжести)—сообщаетъ всей системе уско- 
peHie j, то сама система противодействуетъ действующей силе 
съ силою 2mj.

Если бы силы, действующая и противодействующая, при­
лагались на одномъ разстоянш отъ центра, то мы прямо бы 
написали

действующая= противодействующей.
Но у насъ действующая приложена на разстоянш OL (какъ 

всегда—оно измеряется по перпендикуляру), одна половина про­
тиводействующей—на разстоянш О А, а другая на разстоянш 
OD=OA. Такъ какъ ускореше всюду направлено по касатель­
ной, то противодейств1я обеихъ половинокъ можно соединить 
въ одно и считать, что вся противодействующая приложена въ 
точке А. Моментъ действующей силы равенъ 2т д . OL, мо- 
ментъ же противодействующей равенъ 2 mj. О А  =  2 mjR, где 
R —рад1усъ барабана. Отсюда получаемъ

2 m g .0 L = 2 m jR  (1) или g .O L = jR  
Но 0 L = 0 8  sin a, 0 8 = R  cos а; отсюда

U L --R  cos а . sin a—R . —- — .

Такимъ образомъ
■г, sin2 а . 1 .gR ~ ^ —==]R или ] =  - g s m  2а

При такомъ положенш, какъ начальное, а= 45°, и 

j= ^g s \n (2 .4 5 ° )= l-g.

Положеше равновеЫя, около котораго совершаются коле- 
башя, определяется изъ услов1я ; '= 0 . Следовательно

j=-7£ 9 sin (2ос)=0, откуда sin 2а=0  или = 0 , т.-е.а

положешемъ равновеЫя служитъ вертикаль.
После этого легко ответить на вопросъ, что будетъ въ дей­

ствительности съ разематриваемой машиной.
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Въ действительности у насъ всегда имеется налицо треше, 
которое препятствуетъ движенш съ некоторымъ моментомъ К .

Услов1е (1) перепишется теперь такъ:
К

2mg.0L—K = 2m jB ,  или g.OL— = jR .

Заменяя 0 L  его значешемъ, получаемъ
1 к

д . — R  sin 2а— 2т = ^ >  откуда

• 1 К1 = - д  sin 2а -----или> окончательно2 2wii

j = l g ( sin2a— J - ) .

Положеше равнове^я определится изъ услов1я j== 0, или 

j = ^ g  ^sin 2а----)  ~ ° ’ & ЭТ° Равенство даетъ

• о  Кsin 2а= ---- ,дтК
откуда и определяется значеше а1= а , отмечающее положеше 
О"О", около котораго совершаются колебашя (черт. 37). Следова­
тельно, благодаря трешю, маятникъ будетъ отведенъ отъ по- 
ложешя своего равновеая 0 " 0 "  только на уголъ р, равный 
а—а1= 45°—ах, а потому, при колебанш, точка S  не дойдетъ 
до S", а остановится въ S'", при чемъ уголъ S '0 S " = 2 a 1 
вследств1е того, что S'OS'"—S 'ОС—S"'OK=<x—(р — ®i) =
=  а— ах= а —а + а 1+ а 1= 2 а 1.

Следовательно, если точка S  никогда не придетъ въ S', то 
и стержень ОС никогда не станетъ горизонтальнымъ, шаръ С 
никогда не перекатится къ центру, и движеше не будетъ под­
держиваться.

Не лучше будетъ обстоять дело и съ 12-ю шарами (черт. 38). 
Здесь можно разсмотреть колебаше 6 шаровъ, именно А, В, 
С, Е, F, G. Центръ тяжести лежитъ на лиши OS, которая 
при колебанш безъ трешя дойдетъ до положешя OF, а шаръ 
G до N.  Если же былъ данъ раньше толчокъ, то какъ лишя 
OS, такъ и шаръ G, пройдутъ болышй путь; тогда шаръ G мо­
жетъ перекатиться къ центру, а шаръ М  — къ периферш, и 
движеше будетъ продолжаться. Но такъ какъ треше у насъ
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есть, а при двенадцати шарахъ оно больше чемъ при четырехъ 
(потому что в-Ьсъ всей системы больше), то 0 8  никогда не

дойдетъ до ОТ, шары не будутъ перекатываться, и движ ете 
прекратится. А если мы приведемъ барабанъ въ быстрое вра- 
щеше, то онъ действительно будетъ некоторое время вращать­
ся, пока вся сообщенная ему нами энерпя не уйдетъ на прео- 
долеше трешя; затемъ онъ остановится.

Но не выигрываетъ ли наша машина темъ, что перегородки 
у нея изогнутая, а не прямыя, какъ у насъ. Но и на это 
надо ответить отрицательно. Въ самомъ деле, хотя при пе- 
редвиженш шара G (черт. 38) къ центру передвигается вправо 
и лишя OS, соединяющая центръ тяжести съ точкой привеса, 
но выйти изъ области угла DOC она не можетъ.

Крайнимъ положешемъ ея будетъ ОС, соответствующее тому 
моменту, когда G уже находится въ центре или когда его 
совсемъ нетъ.

Если бы положеше OS всегда совпадало съ ОС, то нашъ 
маятникъ (при отсутствш трешя) сделалъ бы размахъ на уголъ 
FOC, и OF стала бы горизонтальной. Если OF есть касательная 
къ перегородке OG въ точке О, то въ этотъ моментъ шаръ G 
пришелъ бы въ центръ (такъ какъ шаръ будетъ находиться въ 
той точке поднимающей его перегородки, где касательная 
горизонтальна).

Но въ точке О касательная къ перегородке, на которой 
лежитъ шаръ М, будетъ параллельна касательной (или совпа­
дать съ ней) въ той же точке для перегородки 0G, а потому, 
когда шаръ G будетъ въ центре, шаръ М  начнетъ скатываться. 
Такимъ образомъ весь выигрышъ отъ косыхъ перегородокъ

А, Ляминъ. М атематичесюе досуги. 9
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заключается лишь въ томъ, что шаръ постепенно подводится 
къ центру, а не сразу перескакиваетъ, какъ на схеме. Выиг­
рыша же въ освобождающейся энергш и здесь не получается.

Мы не будемъ останавливаться на детальномъ разборе ма­
шины съ кривыми перегородками, а предлагаемъ читателю са­
мому задаться [перегородками определенной формы (хотя бы, 
напр, окружностями) такъ, чтобы знать въ любой точке на- 
правлеше касательной и, пользуясь вышеизложеннымъ мето- 
домъ, уяснить себе невозможность выигрыша энергш, т.-е. 
«вечнаго движешя».

Въ заключеше скажемъ, что лицу, верящему въ законъ 
сохранешя энергш, не нужно входить въ сложныя математи- 
чесшя вычислешя. Его методъ разсуждешя будетъ иной.

Онъ ясно увидитъ, что каждый шаръ, при вращенш, опу­
скается отъ точки к (черт. 33) до точки d, а затемъ вновь 
поднимается въ к. Следовательно, та работа (энерпя), кото­
рую онъ совершитъ при своемъ опусканш, будетъ затрачена 
на его собственный подъемъ. Откуда же возьмется энерпя на 
сообщеше вращешя шарамъ при скатыванш ихъ по перегород- 
камъ, на преодолеше трешя ихъ о перегородки, на преодо­
леш е трешя барабана о воздухъ, и о подшипники? Ея нетъ; 
нетъ, потому, и движешя. Но дело въ томъ, что изобретатели 
такихъ машинъ не верятъ въ законъ сохранешя работы, а 
потому приходится предлагать имъ разборъ того, что другимъ 
очевидно,

172.

Представимъ себе, что мы стоимъ около полотна 
ж елезной дороги и слышимъ свистокъ приближаю­
щ а я с я  къ намъ поезда. Зная скорость поезда, 
определить действительную высоту тона свистка.

Ргьшенге. Если бы поездъ былъ неподвиженъ, то до насъ 
въ одну секунду дошло какъ разъ столько звуковыхъ колеба- 
нш, сколько ихъ производить на самомъ деле паровозный 
свистокъ. Но, такъ какъ поездъ движется, приближаясь къ 
намъ, то мы ощутимъ колебанш больше и, следовательно, 
тонъ услышаннаго свистка будетъ выше того, который издаетъ 
свистокъ.
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Обозначимъ черезъ X длину звуковой волны свистка, че­
резъ v— скорость звука въ воздухе, черезъ и— скорость дви­
жешя поезда. Если время одного полнаго колебашя будетъ т,

а число колебанш въ секунду п, то — и Х=— =»х (см.
АП\ х пчерт. 40).

Черт. 40.

Во время одного колебашя начало волны (напр, узелъ ея) 
уйдетъ отъ источника на (черт. 39) длину X, а самъ источникъ 
продвинется по тому же направленш на | 
длину мт. Такъ какъ время перваго коле­
башя уже прошло, то источникъ звука 
начнетъ издавать второе колебаше.

Такимъ образомъ получившаяся длина 
волны будетъ на X, а X—мх =  Хх (черт. 41, 
нижняя волна).

Зная длину волны, легко определить чи­
сло колебанш. Оно равно

v v

к— А —- 
Черт. 41.

Xj X—мх
1

откуда

:=Пwz— u  х  т ( ю — и) v — и
Итакъ, если источникъ звука движется на насъ со ско­

ростью и, то число щ  ощутимыхъ ухомъ колебанш равно 
действительному числу п издаваемыхъ свисткомъ колебашй,

vувеличенному въ - — -  разъ.

Пусть скорость поезда 47,5 килом, въ часъ, что равно

0 0 0 ^ = 1 3 1  ” еТр'3600 сек. 5 сек.
Тогда

пх= п 330
330- ’ гд^  330 ' есть скорость звука.
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Отсюда п ,= — те.1 24

Отношеше чиселъ колебанш равное характеризуетъ

собою повышеше тона на малый полутонъ, такъ что если слы­
шанная высота тона несущагося поезда есть «do д1эзъ», то 
свистокъ на самомъ д-Ьл% даетъ только «do».

173.

Представимъ себе, что мы едемъ въ автомобиле 
и мчимся къ тоннелю въ отвесной горе. Приблизи­
тельно за полъ-версты до него, шоферъ далъ гудокъ. 
Когда гудокъ смолкъ, мы услышали эхо, тонъ ко- 
тораго оказался выше тона гудка на большую тер- 
ц ш . Определить скорость автомобиля.

Ргьшенге. Какъ уже было выяснено въ предыдущей задаче 
звукъ становится выше отъ приближешя автомобиля къ непод­

вижной ro p t. Если скорость автомобиля а — и звука

ФметР.‘, а число""колебанш въ 1 сек., издаваемыхъ гудкомъ есть 
сек.

п, то до горы въ 1 сек. дойдетъ пг колебанш, при чемъ
V

Дойдя до горы, звукъ отразится и пойдетъ обратно, и 
если бы мы стояли, то высота эхо была бы равна п1.

Но мы движемся навстречу эхо и тонъ его становится выше. 
Определимъ это повышеше.

Когда мы стоимъ, мимо нашего уха пройдетъ пх колебанш
Направл. движ. ввука --------------

Черт. 42 . Направл. движ. автомоб.

въ секунду. Когда же движемся навстречу со скоростью и, 
то мимо насъ пройдетъ колебанш больше на столько, сколько
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волнъ укладывается въ пройденномъ нами пути, т.-е. въ и мет- 
рахъ (черт. 42).

Такъ какъ въ 1 сек. совершается щ  колебанш и скорость
метр. v

звука есть v -------> то длина одной волны есть — и на раз-сек.
стоянш в метровъ ихъ уложится

Следовательно, мы услышимъ больше колебашй на 

всего-же
, и . п, vA-u

«Х +  - --- 1 =  «1-------
1 V 1 V

Такова будетъ высота эхо п2. Поэтому
v - j - u  Vп. = п ,---- =  п  ------   ------

V V-- и V
Откуда

V +  Uп9= п ------
V—и

Итакъ, если источникъ звука и наблюдатель движется 
другъ другу навстречу, каждый со скоростью иг то, число слы- 
шимыхъ колебанш па больше числа п  действительно испускае-

V +  Uмыхъ источникомъ въ -----  разъ.V— и

Проезжая въ автомобиле и слыша высоту гудка и эхо, уста­
новлено, что разница между ними—большая тершя; это зна­
чить, что если гудокъ издавалъ тонъ «do», то эхо— «mi», если 
гудокъ издавалъ «fa» или «mi бемоль», то эхо соответственно— 
«1а» или «sol».

Эти тона характеризуются темъ, что число колебанш одного 
относится къ числу колебанш другого, какъ 5 :4 , т.-е.

Tig 5
п

Сравнивая
5 v-4-ип ,= п  ■ и пл= п
4 1 v—и
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находимъ, что
v+ и
v— и  4

ЗамЪняя v его значешемъ 330 ме-тР '. находимъ, что
сек.

330+м 5 330 ПОметр.
ззб=5вТ  откуда *в-9-“ -зПЙЙ7*

Определяя и въ часахъ и километрахъ, найдемъ: 
110.3600 килом.

зТТббо -^ Б Г *
т.-е. около 115 верстъ въ часъ.
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