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Г Л А В А  Ч Е Т В Е Р Т А Я

Простые числа
65. Натуральные числа, отличные от единицы, распадаются 

«а два класса: составные (сложные) числа (4, б, 8, 9 , . . . )  и про
т и в  числа (2, 3, 5, 7, И , . . . ) .  Наименьшее простое число есть 2; 
оно одно между простыми числами есть четное. Единица не при
числяется ни к простым числам, ни к составным: она остается 
в стороне. Таким образом, приходится отличать три кате
гории натуральных чисел: единицу, простые числа и составные 
числа. Относительно простых чисел имеется следующая теорема:

66. Теорема. Простых чисел бесконечное множество.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта теорема была доказана еще Евкли-

ю м .1 Предположим, что существует конечное число простых 
чисел, и пусть наибольшее из них есть р.

Составим произведение всех простых чисел от 2 до р вклю
чительно, к этому произведению прибавим единицу и получен
ную сумму обозначим через х. Тогда:

5 =  2 • 3 • 5 • 7 • 11 • 13 ■ 17. . .
Число 5 больше р. Если 5 есть простое число, то теорема 

доказана; если же 5 есть составное число, то оно должно де
литься на простое число, большее р. В самом деле, 5 не делится 
ни на одно из чисел нашего ряда 2, 3, 5 , . . . ,  р, так как 5 есть 
сумма двух слагаемых 2 - 3 • 5 • 7 . . . р  и 1, из которых пер
вое слагаемое делится на любое из чисел ряда 2, 3, 5, 7, 11 
а второе слагаемое 1 ни на одно из них не делится. Отсюда 
следует заключить, что 5 либо само должно быть простым чи
слом, либо должно делиться на простое число, большее р. В дей
ствительности может иметь место как то, так и другое. Следо
вательно, во всяком случае, как бы велико ни было простое 
число р, имеется еще другое простое число, большее р, что и 
требовалось доказать. Примеры:

2 • 3 — 1 =  7, простое число
2 • 3 • 5 4 - 1 =  31, простое число

2 • 3 • 5 • 7 1 == 211, простое число
2 • 3 • 5 • 7 • 11 +  1 =  2311, простое число

2 • 3 • 5 • 7 -11 -1 3  +  1 =  30031 = 5 9  • 509, составное число.

‘ О жизни греческого геометра Евклида мы имеем скудные сведения. Свои 
бессмертные .Начала* он написал в Александрии около 300 г. дон. э. .Начала* 
состоят из 13 книг; из них книги VII, VIII и IX посвящены учению о натуральных 
числах. 20-я теорема IX книги трактует о бесконечном множестве простых чисел.



Мы видим, что, давая р  значения 3, 5, 7, 11, получаем пр 
стые числа, а при р — 13 получаем составное число.

67. Составление таблицы простых чисел. Положим, что нуж| 
составить таблицу простых чисел от 2 до п.

Способ составления такой таблицы состоит в следующе 
пишем ряд натуральных чисел от 2 до л включительно:
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, И, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20........

Зачеркиваем в этом ряду все четные числа, исключая 
Первое после 2 не вычеркнутое простое число есть 3. Останл
3, вычеркиваем после него каждое третье число, считая п 
этом как зачеркнутые числа, так и не зачеркнутые.

Первое после 3 не вычеркнутое простое число есть 5. Ос' 
вляя 5, вычеркиваем после него каждое пятое число (некотор 
из них повторно уже вычеркнуты).

Продолжаем поступать и дальше так, т.-е. начинаем с б; 
жайшего не зачеркнутого числа, оставляем его, а после не 
зачеркиваем числа (некоторые уже вычеркнуты) через столь 
мест, сколько единиц в том числе, с которого мы начали.

По окончании этой операции в нашем ряду останутся од! 
простые числа.

Этот способ составления таблицы простых чисел называет 
Э р а т о с ф е н о в ы м  р е ш е т о м ,  потому что александрийск 
математик Эратосфен (275—194) писал числа на дощечке, нок{ 
той воском, и прокалывал дырочки над составными числа! 
От этого дощечка уподоблялась решету, через которое как 1 
просеивались составные числа. I

68 . В настоящее время имеются таблицы простых чисел, ме| 
ших 9000000; таблицы, простирающиеся за 9000000, е ще ]  
напечатаны. „Правда, в архивах Венской Академии На\ к ха 
нится рукопись Кулика, в которой таблица простых чисел 
разложений на множителей доведена до 100000000“. (В. Л и  
ман.  Великаны и карлики в мире чисел. М.—Л. 1935, стр. I

Нужно отметить, что закон, по которому простые числа с 
дуют одно за другим, остается до сих пор неразгаданным. В В1 
этого распознавание простых чисел представляет собою о, 
из труднейших задач математики.

Э й л е р  дал три формулы х 2  -{-х +  41, 2 х 2  5
которые при подстановке в них вместо х  чисел ряда 0, 1, 2 
4 , . . .  дают большое число простых чисел, но он же показал, 
полином с целыми коэффициентами айхп-\-а 1х п ~ 1 -|- а-,хп~̂ 
-\-агх п~ 3 а„ ПРИ подстановке в него вместо х  чисел р| 
0, 1, 2, 3, 4 , . . .  дает и составные числа. ]

В самом деле, многочлен х г |-х - |-1 7  при х  =  0 дает прос 
число 17, а при х = \ 7  уже дает составное число 17 • 19 =  2 
кратное 17. Тот же многочлен при х  =  1 дает простое числО| 
а при х  — 1 19 =  20 дает составное число 437 =  19 • 23, крат
19; тог же многочлен при х — 2 дает простое число 23, при .

2 -}- 23 =  25 дает составное число 667 =  23 -  29, кратное;
1 Наименьшие значения х, для которых получаются составные числа, 

«'оошстсуи-чию х  1(>, х 40, х  =  ‘29.
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Вообще, если какой-нибудь многочлен с целыми коэффициен- 
пами при х  — а дает простое число р, то уж е при х  — а -\-р  
'<н даст составное число, кратное р .

В самомделе, пусть многочлен /(* )  =  о0х"-}-а{Хп~'-\- а2 х п ~ 2  4" 
а.6 х п~3- \- . . . а„ при х  — а дает простое число р:

/ ( а) =  с0а" ~Ь ахап - 1 а2 ап~2 -\-а2 ап~ъ — р.  (1) 
г'(а +  р) =  аа (а 4- р)п +  аг(а 4 - р) 4- а2{а 4- р ) п ~ 2  4- а,(а 4- р ) п ~ 3  4~

4" • - • 4" ап—\ (а 4~ р ) 4~ •
Разлагая {а-\-р)п по формуле бинома Ньютона, получим в 

Разложении п 4-1 членов, из которых один только первый член
.а4 не будет содержать р, а остальные п членов разложения, на
чиная со второго, будут содержать р  соответственно в степе
нях 1, 2, 3, . . п, а потому (а-\-р)п можно представить в виде 
суммы двух слагаемых, одно из которых будет кратно Р, а дру
гое слагаемое будет ап :

(о 4- р)п =  1>р р +  а».
Получаем ряд равенств:

ай{а-\-р)п ~ к р  ■ р +  айап 
о М  +  Р)п~ 1 ~ к р  * Р 4" ап~ 1
о2(а 4- р ) п - 2  — кр • р  4- агап~  3
аг{а-\-р ) п ~ 3  — кр ■ Р  +  аъап~5

ап-.х{а -\-р )— Ър • р -}-ап- 1 а 
ап : — а„.

Складывая эти равенства почленно и имея в виду равенство (1), 
получим: / ( а-\-р) =  кр ■ р - \ - р ~ к р  • р, что и требовалось до
казать.

69. Функция  1г(л) обо тачает число простых чисел, не пре
вышающих п. Так, напр., «(25) —9, тг(ЮО) =  25, ^(229) =  50. Эй

леру было известно, что дробь —д—- стремится к нулю при без
граничном возрастании л; это можно истолковать так: число 
простых чисел бесконечно мало в сравнении со множеством всех 
целых положительных чисел. При изучении простых чисел воз
никает вопрос: с у щ е с т в у е т  л и  т о ч н а я  ф о р м у л а  д л я  
ч и с л а  п р о с т ы х  ч и с е л  м е ж д у  1 и я ? Т е п е р ь  д о к а з а н о ,  
ч т о  т а к о й  ф о р м у л ы  не  с у щ е с т в у е т ,  но зато доказано,
что «(л) приблизительно р а в н о г д е  1п п есть натуральный ло
гарифм числа п. Эту замечательную теорему доказали в 1896 году 
почти одновременно и независимо друг от друга бельгийский мате
матик Шарль-Жан де ла Валле-Пуссен и французский математик
Жак Адамар. Д в е  т а к и е  ф у н к ц и и ,  к а к  к(п) и , о т н о 

ш е н и е  к о т о р ы х  я(л): с т р е м и т с я  к е д и н и ц е  п р и



б е з г р а н и ч н о м  в о з р а с т а н и и  п, н а з ы в а ю т с я  э к  в и 
в а л е н т н ы м и  и л и  а с и м п т о т и ч е с к и м и .  Первыми теО| 
ретическими результатами, устанавливающими связь функци(
1 с(п) с отношением мы обязаны нашему русскому матема|
тику академику П а ф н у т и ю  Л ь в о в и ч у  Ч е б ы ш е в !  
(1821—1894). ]

Не все вопросы, возникающие при изучении простых чисел 
легко .разрешаются. Многие из них до сих пор еще не получил 
ответа. Нам известны пары простых чисел, отличающиеся дру 
от друга на 2: 3 и 5, 5 и 7, 11 и 13, 17 и 19 и т. д. 'Г аки;  
ч и с л а  н а з ы в а ю т с я  б л и з н е ц а м и .  Установлено, что межд 
1 и 100000 таких пар имеется всего 1125; между 1000000 
1100000—только 725; между 8000000 и 8100000 еще меньше, 1 
именно 518. Словом, их становится все меньше и меньше. Справ 
шивается теперь, перестают ли потом встречаться вовсе таки| 
пары или нет? Ответа на этот вопрос до сих пор еще не пол)| 
чено. Не решенной остается также п р о б л е м а  Г о л ь д б а х у  

Академик Петербургской Академии Наук Гольдбах в письм! 
от 7 июня 1742 года к знаменитому Эйлеру выдвинул следующую 
проблему: „Доказать, что всякое целое число п 6 есть сумм\ 
т рех простых чисел".

В своем ответном письме от 30 июня 1742 года Эйлер пишет 
„Но что каждое четное число есть сумма двух просты\ 

чисел, я  считаю совершенно справедливой теоремой, несмотр> 
на то, что я  ее доказать не могу".

Советский академик И в а н  М а т в е е в и ч  В и н о г р а д о !  
видоизменил теорему Гольдбаха и в мае 1937 года доказал та 
кую теорему: „Всякое достаточно большое нечетное число ест 
сумма т рех простых чисел". Что же касается четных чисел 
то из работы академика Виноградова следует, что они, начина: 
с некоторого места, являются суммами четырех простых чисел 
Доказательство академика Виноградова является выдающимс! 
открытием, однако полного решения проблемы Гольдбаха мы д] 
сих пор еще не имеем.

70. Как узнать, есть ли данное число п простое или составное! 
Чтобы узнать, есть ли данное число простое или составное 

нужно делить его на простые числа, начиная с 2; если п ни № 
одно из простых чисел 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . .  . не разделится 
то, значит, оно есть число простое. Надо сказать, что нет необхо 
димости делить его на все простые числа, меньшие данногс 
числа п; достаточно пробы производить до тех пор, пока не 
получится в частном число, меньшее делителя. Если при это1 
получится остаток, то заключаем, что данное число есть про 
стое. В самом деле, если бы данное число разделилось н 
какое-либо из следующих простых чисел, то оно разделилось 
бы и на частное от этого деления. Между тем деление № 
числа, меньшие делителя, уже испробовано и оказалось невоз 
можным. Поэтому можно, не продолжая испытаний, сказать, чп 
данное число п есть простое. Таким образом, мы приходи! 
к  следующему правилу:

6 —
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Правило. Чтобы узнат ь, есть ли  данное число простое ила. 
составное, достаточно делить его на простые числа 2, 3, 5, 7, 
II, 1 3 , . . .  в том порядке, в котором эти числа следуют одно 
.1(1 другим, и продолжать эти пробы до т ех пор, пока в част
ном не получится число, меньшее делит еля; если ни одно из 
)пшх делений не совершается без остатка, то данное число 
сеть простое.

П р и м е р ы .  1) Возьмем число 883. На основании признаков 
делимости мы заключаем, что это число не делится ни на 2, ни 
ни 3, ни на 5, ни на 7, ни на 11. Деления на 13, на 17, на 19, 
на 23, на 29, на 31 дают остатки. Деление на 31 дает в частном 
28, число меньшее делителя. Следовательно, 883 есть простое 
число.

2) Возьмем число 667. На основании признаков делимости 
мы заключаем, что данное число не делится ни на 2, ни на 3, 
ми на 5, ни на 7, ни на 11. Деления на 13, на 17 и на 19 дают 
остатки. Деление на 23 совершается без остатка и дает в част
ном 29. Следовательно, 667 есть составное число:

667 =  23 • 29.
71. Основная теорема арифметики. Всякое составное число все

гда может быть представлено и притом одним только спо
собом в виде произведения простых чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала первую часть тео
ремы: всякое составное число всегда может быть представлено 
и виде произведения простых чисел.

Пусть т будет составное число. В таком случае оно непре
менно должно делиться на какое-нибудь число а, большее 1 и 
меньшее т, иначе т не было бы составным числом. Если а число 
составное, то оно имеет отличного от I и с некоторого дели
теля Ь. Если и Ь есть составное число, то оно должно иметь 
некоторого делителя с, отличного от 1 и Ь. Продолжая итти та
ким образом далее, мы дойдем, наконец, до какого-нибудь про
стого числа. В самом деле, делители а, Ь, с , . . . идут убывая, 
нее члены этого ряда суть натуральные числа, число которых 
меньше т. Таким образом, последний член ряда а, Ь, с, . . .  будет 
простым числом. Обозначим его через рг. Обозначим частное от 
деления т на р х через тх. Тогда мы получим:

т =  р 1 ти
где /П| меньше т.

Если т 1 простое число, то т уже представлено в виде про
изведения простых чисел; если же т1 число составное, то, при
меняя к нему предыдущее рассуждение, мы придем к некоторому 
■ростому делителю р2; обозначив частное от деления тх на рг 
через тх, будем иметь: тг = р^т 2. Таким образом, получим:

т = р 1р 2 тг,
где тг меньше т1. Если т% будет простое число, то т уже 
■редставлено в виде произведения простых чисел; если же тг 

| |удет  составное число, то оно должно иметь некоторого про-
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стогч д<лих*ля р х, обозначив частное от деления тг иа 
через гпя, получим:

т 1 — рхт.).
Тогда

т =  рур -,р ^  ■
Это рассуждение мы можем продолжить, я, так как чис^ 

т1г тг, /я8, . . .  постоянно убывают и отличны от 1, то мы должы 
в конце концов притти к числу тп, которое представляет собсЯ 
простое число. Таким образом, мы получим разложение числа} 
на простых делителей, число которых обозначим через п:

гм ’==- Р1Р2 Р3  ■ ■ • Рп ■
Таким образом, первая часть теоремы доказана.
Докажем теперь вторую часть теоремы.
Всякое составное число т может быть представлено в вид 

произведения простых чисел только одним способом. Допусти! 
что существуют два различных разложения п  на простых мыс 
жителей: одно разложение

п — РхРтР&ь ■ . • Рп , 0 )
а другое

т ~ Я 1 <МгЯ1 >-.'Я5 . (2)
Тогда

Р1Р2Р3 Р* ■ ■ ■ р„ — Я\Я*Я%Я* - • <7л. (3)
Левая часть последнего равенства делится на простое ч< 

ело Р\. Значит, и правая его часть должна делиться на рг. Но пр< 
изведение Я1Я2Я3 • • ■ Я5 простых чисел только тогда разделите 
на простое число ри когда одно из этих чисел будет разно ^
(п. 43). Пусть д1 — р1. Разделив обе части равенства (3) на р
получим:

РгРзР* . . . / >» =  ЯгЯзЯ* ■ ■ ■ Я3  ■ (4)
Число р г простое и делит произведение с/>ЯзЯ* ■ ■ ■ Я$ просты 

чисел, а потому оно должно быть равно одному из чисе,
Яг,Я» ■ ■ Яз (п .43). Пусть Яг~Р%- Разделив обе части раве* 

ства (4) на р%, получим
РьРь • • • =  ЯгЯ< • • Я5 - (5)

Применяя те же самые рассуждения как к равенству (5 
так и к каждому следующему, мы придем к заключению, чт 
все п сомножителей произведения аха2 аг . . .  а„ должны быт 
равны п сомножителям произведения Я\ЯгЯ&Я4 • • • Я$- Имеем:

р 1 =  Яи Рг— Яг, Рз —  Яз,- ■ • > Рп —  Яп ■

Всякий раз, когда идет речь о разложении числа на просты 
сомножителей, подразумевается, что между этими сомножнт< 
лями нет числа 1. Отсюда следует, что

5 =  П.

Такам образом, и вторая часть теоремы доказана.
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72. Укажем другой прием разложения составного числа на 
простых сомножителей. Возьмем составное число т. Пусть бу
дет р х его наименьший простой делитель. Делим т на р {, 
получаем в частном тх, так что

т — рхтх. (1)
Если /л, есть составное число, то разложение окончено, ибо 

т представит тогда произведение двух простых чисел рг и тл. 
Пели т\ есть составное число, то делим его на его наименьшего 
простого делителя р 2 ■ Получаем в частном т2, так что

т1 =  ргт2.
Подставляя это значение тх в равенство (1), найдем:

т —  р ^т .,. (2)
Если есть число простое, то теорема доказана, ибо т 

представит тогда произведение трех простых чисел ри Рг и /л,; 
если же тг есть составное число, то делим его на его наи
меньшего простого делителя р3, получаем в частном т3, так что

ТП2  =  Р3 Щ3 .
Подставляя это значение рлт3  в равенство (2), найдем:

т =  р ^ р .Атг.
Продолжаем этот прием до тех пор, пока какое-нибудь част

ное само не будет простым числом. Этот процесс не может 
продолжаться бесконечно, так как целые положительные числа 
/Л|, т2, т3). . .  следуют друг за другом уменьшаясь, а число их 
и несколько раз меньше т.

73. Пусть составное число т представлено в виде
т — аха 2 аъ . . . а п. (3)

Среди простых множителей аи а2, а3, . . .,  ап могут быть и рав
ные между собою. Пусть между простыми множителями имеется 
а множителей, равных а, р множителей, равных Ь, ? множителей, 
равных с, и т. д., и, наконец, X множителей, равных /. Тогда раз
ложение (3) представится так:

т — а%Ъ$с1  ■ • ■ & ,
1 де « 4- р -}- т -}- . . . X =  л.

Такое разлож ение числа т на сомнож ителей называется 
каноническим.

П р и м е р ы .  Каноническое разложение числа 100 будет:
100 =  2*. 5*.

Каноническое разложение числа 90 будет:
90 =  2 - 5  • 3*.

Каноническое разложение числа 360 будет:
360 =  2» . Зз . 5.
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74. Теперь покажем на примере, как выполняется разложение 
числа на простых сомножителей. |

Пусть требуется 630 разложить на простых сомножителей 
Делим 630 на 2, в частном получаем 315, так что

630 =  2 • 315. (1)
315 больше не делится на 2, но делится на 3. Делим 3151 

яа 3, получаем в частном 105, так что:
315 =  3 - 105.

Заменив в равенстве (1) число 315 равным ему произведем 
нием 3 • 105, получим:

630 =  2 • 3 • 105. (2)
105 делится на 3; делим 105 на 3, получаем в частном 35, 

так что:
105 =  3 - 35 .

Заменив в равенстве (2) число 105 равным ему произведе
нием 3 • 35, получим:

630 =  2 • 3 . 3 • 35.
35 не делится на 3, но делится на 5; делим 35 на 5, получаем 

в частном 7, а 7 есть простое число; имеем:
35 — 5 • 7.

Заменив в равенстве (3) число 35 равным ему произведением 
5 • 7, получаем окончательно:

630 =  2 • 3 ■ 3 ■ 5 • 7 =  2 • З2 • 5 ■ 7.
Каноническое разложение числа 630 будет:

630 =  2 • З2 - 5 - 7 .
Чтобы избежать при разложении числа на простых 630 2

множителей лишнего письма, вычисления расположим 315 3
так: пишем данное число 630 и проводим справа от него 105 3
вертикальную черту; наименьший из простых делите- 35 5
лей 630 есть 2; против 630 справа от черты пишем 2, 7 7
делим 630 на 2, под 630 пишем частное 315. Наимень- 1 
ший из простых делителей 315 есть 3; против 315 справа от черты 
пишем 3, делим 315 на 3, под 315 пишем частное 105. С данным 
частным 105 поступаем так же, как с частным 315. Действия 
продолжаем до тех пор, пока в частном не получится единица. 
Тогда все числа, стоящие направо от черты, будут простыми 
сомножителями данного числа 630. Таким образом, мы пришли 
к  следующему практическому правилу:

Правило. Чтобы разлож ить какое-нибудь кислотна простых 
сомножителей, мы проводим справа от этого числа верти
кальную  черту, делим данное число на наименьшего из его 
простых делит елей, пишем этого делит еля против данного 
числа справа от черты, а частное пишем под данным числом. 
Зат ем делим полученное частное на его наименьшего делит еля
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и пишем этого делит еля вслед за предыдущим, а полученное 
новое частное пишем под первым частным. Этот прием мы 
повторяем до т ех пор, пока не получим  частное, равное еди
нице. Полученные все последовательные делит ели будут пред
ставлять простых сомножителей данного числа.

75. Способ представлять составные числа в каноническом 
1ч 1де бывает весьма полезен во многих случаях: он облегчает 
различные действия и обнаруживает различные свойства чисел.

1. Когда числа представлены в каноническом виде, то про- 
н <ведение их получает ся так: складывают показат елей одина
ковых чисел, а те числа, которые входят только в одного со
множ ителя, переносят в произведение с их показат елями.

П р и м е р .  Пусть а =  22 • З3 • 5 • 11; Ь =  23 • 3 • 5а • 7.
Тогда:

аЬ =  2* • .3» • 5 ■ 11 • 23 • 3 • 52 • 7 =  26 • З4 • 53 • 7 11.
2. Посмотрим, когда деление числа а на число Ь возможно. 

Числа а и Ь представлены в каноническом виде. Пусть а делится 
на Ь. Разделить число а на число Ь значит найти такое число 
с, которае, будучи умнож ено на делит еля Ь, дает в произве
дении делимое а; имеем:

а — Ъс. (1)
Мы имеем тождество. Но при умножении двух чисел пока

затели одинаковых чисел складываются, а те числа, которые 
входят только в одного сомножителя, переносятся в произведе
ние с их показателями.

Из равенства (1) следует, что число а и число Ьс состоят из 
одних и тех же простых чисел с одними и теми же показате
лями. Следовательно, в делимое а входят все простые множители 
делителя Ъ с показателями, не меньшими тех, с какими они вхо
дят в делителя Ь. Это условие необходимо, но оно и достаточно. 
В самом деле, в делимом а можно переставить вперед всех про
стых сомножителей делителя Ь и притом так, чтобы каждый из 
них имел показателя, равного тому, которого он имеет в дели
теле. Тогда становится очевидным, что а делится на Ь, и что 
частное с есть произведение других сомножителей а. Можно по
этому высказать следующую теорему:

Теорема. Д л я  того, чтобы одно из двух чисел, представленных 
в каноническом виде, делилось на другое, необходимо и доста
точно, чтобы все простые сомнож ители делит еля входили  
в делимое с показат елями, не меньшими тех, с какими они 
входят в делит еля.

Следствия. Д еление числа а на число Ь невозможно в следу
ющих случаях:

1 )  когда в делит еле есть числа, каких нет в делимом;
2 )  когда показатель какого-нибудь числа делимого меньше 

показат еля того же числа в делит еле.
Примечание. Когда число разлож ено на простых сомножителей,

то всякий из эт их сомнож ителей есть делитель данного
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числа; произведение, составленное из нескольких сомножи
телей данного числа, также есть делитель этого кисла! 
Исли на него разделить данное число, то в частном полу  ̂
чится произведение остальных сомнож ителей числа.
76. Теперь покажем, как находится общий наибольший дела

тель нескольких чисел, представленных в каноническом виде.| 
Обозначим данные числа через А, В, С, . . .  Пусть простые] 

числа а, Ь, с, . . .  входят множителями во все данные числал 
Пусть а входит в одно из данных чисел множителем а раз, во] 
все же остальные числа—не менее <х раз. Тогда каждое из дан-| 
ных чисел разделится на а*. Точно так же пусть Ь входит в одно 
из данных чисел множителем (3 раз, во все же остальные числа-4 
не менее р раз, и т. д.

Любое из данных чисел А, В, С, . . .  делится на каждое из по-1
парно простых чисел аа, $ ,  с ! , . . ., следовательно, разделится
и на их произведение ааЬ$с'1 . . .  (п. 52). Таким образом, произ-|
ведение ааЬ^с^  . . . е с т ь  общий делитель всех данных чисел) 
А, В, С, . . .  Но если этого общего делителя всех данных чи-| 
сел мы умножим на какое угодно простое число, скажем, на-а,'
то на полученное произведение а “ + 1 Ь$с ~1 . . .  уже не будет 
делиться, по крайней мере, одно из данных чисел. Отсюда сле
дует, что ааЬ$ . . .  есть искомый общий наибольший делитель 
всех данных чисел.

Итак,
(А, В, С , . . . )  =  (?Ф сЛ . . .  (1)

Таким образом, мы приходим к следующему правилу:
Правило. Чтобы найти общего наибольшего делит еля не

скольких чисел, представленных в каноническом виде, нужно 
взять простых множ ителей, общих всем данным числам, а 
каждого из них с его наименьшим показателем, с которым он 
входит во все данные числа. Произведение полученных таким  
образом степеней простых чисел и будет искомым общим наи
большим делит елем всех данных чисел.
Примечание. Если у чисел А, В , С , . . . нет общих простых сомно

жителей, то эти числа взаимно простые.
П р и м е р ы  1. Найти общего наибольшего делителя чисел 

504 и 840.
Р е ш е н и е .  504 =  2* • З2 • 7; 840 =  23 • 3 ■ 5 • 7. Их общий 

наибольший делитель будет: (504,840) =  28 3 - 7  =  168.
2. Найти общего наибольшего делителя чисел 180, 270 и 630.
Р е ш е н и е .  180 =  2* - 3* 5; 270 =  2 • 3’ 5; 63Э =  2 • Зг 5 ■ 7.
Их общий наибольший делитель будет:

(180,270,630) = 2 - 3 *  5 =  90.



77. Теперь покажем, как находится общее наименьшее крат
ное нескольких чисел, представленных в каноническом виде.

Обозначим данные числа через А, В, С, . . . Возьмем различ
ные между собой простые числа а, Ь, с, . . . Пусть простое число 
а входит множителем по крайней мере в одно из данных чисел 
*, раз, во все же прочие числа не более а, раз (в состав некоторых 
чисел а может вовсе не входить).

Точно так же пусть простое число Ь входит множителем 
по крайней мере в одно из данных чисел Р1 раз, во все же про
чие числа не более р! раз и т. д. Таким образом, аь рь у,, . . .  суть 
наибольшие из показателей, с какими простые числа а, Ь ,с . . . .  
встречаются в разложениях данных чисел А, В, С, . .  . Но, чтобы 
одно число делилось на другое, необходимо и достаточно, чтобы 
каждый из простых сомножителей делителя входил в делимое 
с показателем, не меньшим того, которого он имеет в делителе. 
А чтобы число делилось на каждое из данных чисел, необходимо; 
чтобы в его состав вошли все простые числа, входящие в состав 
данных чисел, и притом с наибольшими показателями.

Такое число у нас выразится формулой а ^ Ь ^ с Ь . . . Но если 
составленное таким образом число мы разделим на какое-нибудь 
простое число, скажем, на а, то ая,_1 с*1 . . .  уже не будет
делиться по крайней мере на одно из данных чисел. Следова
тельно, число сЪ . . .  и есть искомое общее наименьшее
кратное всех данных чисел А, В, С, . . . Итак,

т (А, В, С , . .  .) =  в“«*Р‘ с* . . .

Таким образом, мы приходим к такому правилу:
Правила. Чтобы найти общее наименьшее кратное нескольких 

чисел, берем каждого простого множ ителя, входящего хот я  
бы в одно из данных чисел, и пишем его с наибольшим пока
зателем, встречающимся при этом множ ителе в разлож ениях. 
Произведение полученных таким образом степеней простых 
чисел и будет искомым общим наименьшим кратным всех дан
ных чисел.

Примечание. Е сла данные числа попарно простые, то общее 
наименьшее кратное эт их чисел равно произведению их.

П р и м е р ы .  1) Найти общее наименьшее кратное чисел 180 
и 225.

Р е ш е н и е .  180 =  22 ■ З2 • 5; 225 =  32 • 52, откуда получаем: 
т  (180, 225) =  22 • З2 • 52 =  900.

2) Найти общее наименьшее кратное чисел 72, 225 и 70.
Р е ш е н и е .  72 =  28 • З2; 225 =  3* . 52; 70 =  2 5 7.

Откуда
т  (72, 225,70) = 2 »  • 3* • 5* ■ 7 =12600.

1а
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Числовые функции
78. В математике встречаются два рода величин: 1) постоян

ные и 2) переменные. Постоянной величиной называется т акая  
величина, которая сохраняет всегда или  только в данном во
просе одно определенное значение. Переменной величиной назы
вается т акая величина, которая в данном вопросе может при
нимать различны е значения. Если две переменные величины 
х  и у ,  из которых каждая имеет определенную совокупность 
значений (или область изменения), связаны между собою по 
определенному закону так, что каждому значению х  из его об
ласти изменения соответствует определенное значение у  из его 
области, то х  называется независимой переменной или аргумен
том, а у  —  зависимой переменной или фукцией от х, и пишут 
У = /(х ) . Вместо /  можно употреблять и другие буквы. В матема
тическом анализе изучаются такие функции, аргумент которых 
может принимать не только вещественные значения, но и ком
плексные. Мы же будем изучать только такие функции, ар
гумент которых может принимать только целые полож и
тельные значения. Функция, аргумент которой может прини
мать только целые полож ительные значения, называется 
числовой.

79. Всякое число делится на единицу и на самого себя. Этн 
делители называются несобственными делит елям и  числа в от
личие от других его делителей (если таковые существуют), ко
торые называются собственными. Собственных делителей может 
иметь только составное число.

80. Число делителей числа. Число делителей данного числа 
легко мы найдем, если нам известно каноническое разложение 
этого числа. Пусть

п =  аа ДО . . .  А ,
где а, Ь, с, . . ., I суть различные между собою простые числа, а 
аа , ДО, с * , . . . ,  /*• — наивысшие степени, в которых эти простые 
числа входят в состав п. Возьмем многочлены:

А —  1 +  а +  а2  -{-. . . -(- аа 
В = \ + Ь - ] - № + . . .  +  №
С = 1 + с  +  с2 4- .  . . +  (1)

/ , =  1 4 - / 4 -  Р 4 . . . 4 -Л .
Определим число членов произведения ЛВС Сколько чле

нов в каждом из многочленов (1), нам известно: в многочлене 
А членов а -4-1, в многочлене В  членов р +  1, в многочлене С 
членов т -|-1, и т. д., и, наконец, в многочлене Ь членов Х-|-1. 

Раскрывая скобки в правой части равенства
АВ =  (I 4 - о 4 - а г4 - .  . . 4 - 0 “ ) (1 4 -6 4 -6 * 4 - .  . . 4 - ДО),
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мы получим (з +  1) (Р-+•-1) членов. Раскрывая скобки в правой 
части равенства
АВС — (1 -\-о -)- о2 +  . . . -4“ аа) (1 -|- Ъ -)-• Ьг +  . . . +  № ) (1 +  с +  с*

+  . . .  +  <П),
им получим (<* +  1) (р +  1)(? +  1) членов, и т. д. Наконец, раскры- 
иая скобки в правой части равенства

АВС . . . =  (1 +  д +  о2 -4" ■ • • +  аа ) (1 +  & ~т~ ^  +  • • • +
~Ь Ь$) (1 +  с +  с2 +  . . +  ) . . . (1 +  / +  /2 +  ..  . +  /^),

мы получим (а -{— 1) (Р +  1) (т +  1) ••• 0-4“ ^  членов.

Старший (или высший) член этого произведения есть 
я® йР сТ. . . А, а младший (или низший) член есть 1. Каждый член 
произведения представляет собою произведение, причем в состав 
каждого такого произведения входит по одному члену из каж
дого многочлена. Все эти произведения различны между собою. 
Число п делится на любой член каждого из многочленов (1), 
оно также разделится и на любое произведение, в состав ко
торого входит по одному члену из каждого многочлена. Но л 
не разделится ни на одно число, отличное от членов произве
дения АВС . . . Ь. Поэтому все (а 1) ((3 -(- 1) (у +  1) . . .  (к +  1) 
членов произведения АВС . . . Ь представляют собою всех дели
телей числа л. Итак, число всех делителей числа л равно

(а . | _ 1 ) ( Р + 1 ) ( т +  1 ) . . . ( Х + 1 ) .

Таким образом, мы доказали следующее важное предложение:
Теорема. Число всех делит елей числа п ( =  аа Ь$ с '' . . .  /А) равно 

произведению увеличенных на единицу показат елей различны х  
простых чисел, входящих в каноническое разлож ение числа п.

Обозначив число всех делителей числа п символом т(л), 
получим следующую формулу:

т (л )  =  т(в“ * М  . . . А )  =  ( « + 1 ) ( Р + 1 )  (7 +  1 ) .  • ■(* +  !)•
Из этой формулы видно, что число всех делителей числа 

п — аа . .  . 1 }‘ зависит от показателей а, р, у, . . X, но 
не от простых множителей а, Ь, с, . . . ,  I. Так, например, числа 
12 =  22 • 3 и 931 = 7 2. 19 имеют одинаковое число делителей: 
т (12) =  * (931) =  ( 2 + 1 )  (1 +  1) =  6.

Для каждого данного числа л число его делителей имеет 
определенное численное значение; следовательно, число делите
лей числа п есть функция числа л, изменяющаяся с изме
нением л.

81. Теперь покажем, как найти всех делителей числа 180.
Имеем: 180 =  22 . З2 • 5; Л =  1 + 2  +  4; 5  =  1 +  3 +  9 ; С = 1  +  5.
Члены произведения АВС  и будут делителями числа 180.



Дейгтиим располагаем так:
у  1+ 2 +  4 

1 + 3  +  9
1 + 2  +  4 +  3 +  6 + 1 2  +  9 + 1 8  +  36

X I +5
1 + 2 + 4 + 3 + 6  +  12 +  9 + 1 8  +  36 +  5 + 1 0  +  2 0 + 1 5  +  30 +  60 + 4 5  +  9 0 +  18̂

Следовательно, делителями 180 являются 18 чисел:
1, 2, 3, 4, 5, б, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 30, 36, 45, 60, 90, 180.

Покажем другой прием нахождения всех делителей числа| 
180 =  2а 3я • 5. Составляем три ряда:

1, 2, 4 
1, 3, 9 

1, 5.
Первая строка содержит всех делителей 2*. вторая строка-^ 

всех делителей 3*, а третья строка—всех делителей 5. Умножаем 
каждое число первой строки на каждое число второй строки! 
и все полученные произведения умножаем на каждое число 
третьей строки. Получаем

х  1. 2, 4 
1. 3, 9

1, 2. 4, 3, 6, 12, 9. 18, 36 
X 1, 5

1. 2, 4, 3, 6, 12, 9. 18, 36, 5, 10, 20, 15, 30, 60, 45, 90, 180.

Полученные числа будут представлять собою всех делителей 
числа 180.

82. Определим сумму делителей числа 
п =  аа Ь$ с* . .  . /* .

Возьмем многочлены:
Д =  1 +  а -}- а*
В Ь Ьг ■
С = 1  +  с + с 2 +  . .  , +  с?

/ . =  1 - 4 - /+  р  +  . . . + / *

Было доказано (п. 80), что число делителей числа п равно] 
числу членов произведения
ЛВС . . . / .  =  (1 4 -в  +  о* +  . . . 4 - а 1*) (1 +  +  . . . +  &Р) ( 1 4 |

+  * +  <:* +  . . . +  с !) . . . (1 + / + / »  +  .. . +  Д ) (1)

я выражается формулой
Т (а- йРгТ . . .  / * ) « ( .  +  !) 0 + 1 )  (т + 1 ) . . . ( Х + 1 ) .



Тогда сумма делителей числа п будет раина сумме членов 
произведения (1), или, что одно и то же, самому произведению (1). 
Но так как

1 а -(- а1 4- • • . 4* аа =  1 ,

ЛР + 1 — 11 4 - 6 4 - ^ 4 - . . . 4 - ^  =  -1ь?ь _ х \

с 1 + * — 1
I 4 - с 4“ с*4” • • • 4 ' — с~ \ ~ ~ ’

-  17 -

/X + 1   |1 4 - /4 - /2  4 - . . . 4 - / Х = . _ _ ± ,

то, обозначив сумму всех делителей числа л символом 5  (л), 
иолучим Следующую формулу:

V / ч о /  АС 7 , 1 4  а®  + 1 —  1 Й 0 +  1 —  1 с Т + 1 - 1  Л  +  1 — IN (п) =  5  (аа ЬР с! . . .  & ) = ------------. -------------- . --------------------------- *
1 к ’ а —1 Ь — 1 с — 1 / —1

Для каждого данного числа л сумма всех его делителей 
имеет определенное численное значение; следовательно, сумма 
исех делителей числа л есть функция числа л, изменяющаяся с 
изменением л.

П р и м е р .  Найти сумму всех делителей числа 12600.
Р е ш е н и е .  12600 =  23 • З2 • 52 • 7; 5  (23 • З3 • 52 ■ 7) =

=  т^=у • — 1  • ^ = 4  ‘ Т ^ Т  =  1 5 ‘ 13 ‘ 31 ' 8 =  483б°-

83. Свойства чисел еще в глубокой древности привлекали 
ннимание греков. Так, например, пифагорейцы (последователи 
учения древнегреческого философа Пифагора) поставили вопрос 
о нахождении чисел, равных сумме своих настоящих (правиль
ных) делителей (настоящим делителем или правильным делите
лем числа л называется всякий его делитель, отличный от са
мого числа л). Такие числа называются совершенными. Итак, 
совершенным числом называется всякое число, которое равно 
сумме своих правильных делителей. Обозначая через 5  (л) сумму 
исех делителей числа п, совершенное число выразим тогда 
формулой:

5  (л) — п =  л, или формулой 5  (л) =  2л.

Таковы, например, числа:
6 = 1 4 - 2 4 - 3 ;  28 =  1 4 -2 4 -4 -1 -7 4 -1 4 .

С совершенными числами имеют сходство д р у ж е с т в е  н- 
и ы е числа. Два числа / л и л  называются дружественными, если 
кпждое из них равно сумме правильных делителей другого.
И. С. Л а з а р е в. Теоретическая ариф метика, ч. И



11олучаем:
т —--5(п) - п, или 5(л) =  /л-{-л, 
п — 5(т) — т, или 5(т) =  т -\-п,

Следовательно,
5  (т) — 6' (л) — т -]- п.

Таковы, например, числа
т —  2* • 5 • 1 1 = 2 2 0  и п =  2* • 71 = 2 8 4 ,  

т -}- л =  504.
В самом деле,

5 ( 2 > -5 -1 1 )  =  | = 1  ^  " ^ = 5 0 4 ;

5  (22 • 71) =  =  7- 72 =  504;

5(2*. 5- 1 1 )=  5(2'2 • 71) = 5 0 4 .

84. Ф ункция Эйлера. Обозначим через у(п) число целых п\ 
лож ш пелы ш х чисел, меныиих данного числа п а вместе с тё_ 
простых относительно п.

Эта функция введена Эйлером и называется функци 
Эйлера.

Непосредственная проверка дает:

— |К —

Число п Числа, взаимно 
простые с п

Значение 
9 (п)

Число п Числа, взаимно 
простые с п

Значени
«р (л)

п = 2 1 ? (2) =  1 /7=5 1, 2, 3, 4 ? (5) =:
п = 3 1.2 ? (3) ~  2 п — 6 1, 5 ? (6) =*
п — 4 1, 3 ? (4) =  2 п = 1 1. 2, 3, 4, 5, 6 ? (7) —

Чтобы не исключить случая, когда л =  1, принято говорит 
еще так: „<р(л) означает число чисел, взаимно простых с п \  
не больших, чем л“. Так как единица есть число взаимно прс 
стое с единицей и не больше единицы, то ®(1) =  1.

Теперь нам надо найти общее выражение для функции ®(л 
Рассмотрим для этого следующие три случая:

П е р в ы й  с л у ч а й ,  л есть простое число. В этом случа 
каждое из л — 1 чисел ряда 1, 2, 3, 4, . . ., л — 1 будет меньше! 
и простым относительно л; следовательно, в этом случае

<р(л) =  л — 1. (1)

В т о р о й  с л у ч а й ,  л есть степень простого числа р  :п — р\
Числа, простые относительно р и меньшие, чем р, суть т 

из чисел ряда
1, 2, 3, 4, 5, р«, (2)

которые не делятся на р . Числа, кратные р. суть следующий
1 • р, 2 ■ р, 3 ■ р, 4 • р, 5 ■ р , . . р*~л • р. (3)



Г. ряду (2) всею р ‘ чисел; » ряду (3) всего чисел, крат
ок р. Вычитая из/»3 чисел ряда (2) р^ ‘ чисел ряда (3), мы полу- 
цм число членов ряда (2), взаимно простых с р:

р* рос-1 т=р<х-'(р 1 )= />« (1— у ) .

(/гало быть,

? (Ра ) = Р а~ ' (Р -  1) = Р а (1 -  -у )-  (4)
П р и м е р ы .  1. ср(52) =  5 (5 — 1) =  20.

2. ср (2 *) — 2 3 ( 2  — 1) =  8.

Т р е т и й  с л у ч а й .  В состав числа п входят различные про
йме множители а, Ь, с, </ , . . .  Требуется определить число тех 
|исел ряда

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, . . ., п, (5)

циорые не делятся ни на одно из простых чисел а, Ь, с, й, . . .
Поступаем так: исключаем из ряда (5) все числа, которые 

рглнтся на а.
Установить количество таких чисел легко: выпишем из ряда (5) 

►'1' числа, кратные а; получим такой ряд:

1 ■ а, 2 • а, 3 • а, 4 • а, 5 ■ а, а.

В полученном ряду всего ~ ~  чисел, кратных а. Следова

тельно, в ряду (5) также всего чисел, кратных а.
Разность

т )  (6)
гпъ число членов ряда (5), взаимно простых с а. Таким образом,
Им доказали следующее предложение:

Теорема. Число чисел ряда (5), которые не делят ся на  
простое число а, входящее в состав п, равно произведению

п ( х ~ - т ) '
Исключив из ряда (5) —  чисел, кратных а, получим новый ряд,

и котором всего будет п (  1 -----^-) чисел.

Пусть этот ряд будет такой:
Я], йч, о . . ., оа , (7)

Г"' а =  л (1 — 1г)-
Из ряда (7) нужно исключить все числа, кратные Ь. Но ис

ключить из ряда (7) все числа, кратные Ь, значит исключить из
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ряда (5) все те числа, которые одновременно удовлетворяю’ 
двум условиям, а именно: они не делятся на а, но делятся на Ь 

Выпишем из ряда (5) все числа, кратные Ъ\ получим такой 
ряд:

1 • Ь, 2 ■ Ь, 3 • 4 ■ Ь, . ..,  ~  ■ Ь.

Среди чисел этого ряда находятся и такие числа, которые 
не делятся на а. Для того, чтобы какое-нибудь из этих чисел, 
например, гЬ, не делилось на а, необходимо и достаточно, чтобы 
коэффициент его г не делился на а (а и Ь взаимно простые 
числа). Поэтому из ряда (7) придется исключить столько чисел, 
сколько чисел ряда

1, 2, 3, 4, 5, . .
не делится на а.

Применив к данному ряду предыдущую теорему, получим

т - 0 — г )
чисел. Мы нашли, что количество чисел ряда (7), которые де
лятся на Ь, выражается произведением

т  0 ~ 4 > -
При исключении из ряда (7) (1----- — ) чисел в ряду всего

останется

” ( • - +  0 - т )
чисел, которые не делятся на Ь. Но в то же время
п (1 — ^-) (1 есть количество тех чисел ряда (5), которые не
делятся ни на а, ни на Ь.

В самом деле, исключив из ряда (5) сначала чисел, крат

ных а, мы получим ряд, в котором будет всего л (1---- *-) чисел.

Из этих оставшихся л (1 — ~ )  чисел мы выбросили еще 

-^-(1  чисел, кратных Ь. После этих двух операций в ряду

осталось всего л (1---- ^-) (1---- ^-) чисел, которые не делятся
ни на а, ни на Ь.

Таким образом, мы пришли к такой теореме:
Теорема. Число членов ряда (5), которые не делятся ни на 

одно из простых чисел а и Ъ, входящих в состав п, равно про
изведению

” 0 - 4 - )  0 - 4 - }
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|К)1н.1Й ряд, в котором всего будет п ^1---- д”) Л") чисел*

Пусть этот новый ряд будет такой:
Ьи Ьг, Ьа, <8)

!дс ---- а- )  ( * — а ) ’ Ряда исключим все числа,
ратные с. Но исключить из ряда (8) все числа, кратные с, зна- 
ит из ряда (5) исключить все те числа, которые одновременно 
довлетворяют двум условиям, а именно: они не делятся ни 
и а, ни на Ь, но зато делятся на с. Выпишем из ряда (5) все 
исла, кратные с. Получим такой ряд:

| 1 ■ с, 2 ■ с, 3 ■ с, 4 ■ с, с. (9)

Среди этих чисел находятся и такие числа, которые не де
лится ни на а, ни на Ь. Но для того, чтобы какое-нибудь число 
'ряда (9), например, гс, не делилось ни на а, ни на Ь, необходимо 
и достаточно, чтобы его коэффициент г не делился ни на а, ни 
ии Ь. Поэтому из ряда (8) придется удалить столько чисел, сколько 
с ряду

1» 2, 3, 4, . . . ,  ~  (10)

*сть чисел, не делящихся ни на* я, ни на Ь.
Как найти количество чисе'л ряда (10), которые не делятся ни

иа а, ни на Ь, мы знаем: надо помножить на (1 — ^-) • (1 —  
Получаем

т  о
чисел. Мы нашли, что в ряду (8) есть -~г(1---- д~)  &')
чисел, кратных с. Если исключить из ряда (8) все числа, крат
ные л ,  в ряду всего останется

■ о - 4 - н »  - 4 > о - - г )
чисел, которые не делятся на с. Но в то же время

■ < * - + ) ( • - г )  0 - т - )
Гсть число тех чисел ряда (5), которые не делятся ни на а, ни 
На Ь, ни на с. Таким образом, мы пришли к такой теореме:

Теорема. Число членов ряда (5), которые не делят ся ни на 
Iн)но из простых чисел а, Ь, с, входящ их в состав числа п, равно  
произведению

* ( > - 4 ) 0 - 4 )  0  4 - ) -

Исключив из ряда (7) (1----- чисел, кратных Ь, мы получим



Докажем, что эта теорема справедлива для любого числа 
простых чисел, входящих в состав п. С этой целью допустим, 
что она имеет место для т разных простых чисел а, Ь, с, й, . . к, 
входящих в состав п. Имеем:

Получается такая теорема:
Теорема. Число чисел ряда (5), которые не делятся ни на 

одно из простых чисел а, Ь, с, . . к, входящих в состав п, 
равно произведению

“ О — ? ) ( ' — г - ) 0 — г ) ■■■ 0 - т > -  (12)
Сделав такое допущение, докажем, что теорема будет иметь 

место и для т +  1 простых чисел, входящих в состав п.
Пусть

п =  аЬс . . . Ы.
Нам нужно найти число членов ряда (5), которые не де

лятся ни на одно из простых чисел а, Ь, с, й , . . ., к, I. Произве
дение (12) есть число тех чисел ряда (5), которые не делятся ни на 
одно из простых чисел а, Ь, с, <1, . . . ,  к. Из этих

" ( ‘ - - г - Н 1' т - М ' - ' т )  0 - т )
чисел ряда (5) составим новый ряд. Пусть этот новый ряд будет 
такой:

*1, %2 > 3̂* • ■ •> &■/. , (13)
где х =  «(1 -  ± .)  (1 -  (1 -

Из ряда (13) исключим все числа, кратные I. Но исключить 
из ряда (13) все числа, кратные /, значит из ряда (5) исключить 
все те числа, которые одновременно удовлетворяют двум усло
виям: они не делятся ни на одно из простых чисел а, Ь, с, . . к . 
входящих в состав п, но делятся на /. Выпишем из ряда (5) 
все числа, кратные I. Получим такой ряд:

1 • /, 2 • /, 3 • I, 4 • /, . . ., ~  ■ I. (14)

Среди чисел этого ряда находятся и такие числа, которые 
не делятся ни на одно из простых чисел а, Ь, с, с1, . .  к. Но 
для того, чтобы какое-нибудь число ряда (14), скажем, г1, не 
делилось ни на одно из простых чисел а, Ь, с, с!, . . ., к, необхо
димо и достаточно, чтобы коэффициент его г не делился ни на 
одно из простых чисел а, Ь, с, . . ., к. Поэтому из ряда (13; 
придется удалить столько чисел, сколько в ряду

1. 2, 3, 4, . . ., —  (15)

есть чисел, которые не делятся ни на одно из простых чисел
С, . .
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-  2.4

Как найти число члепон ряда (15), которые не делятся 
ни на одно из простых чисел а, Ь, с, . . к, мы знаем: надо]— {-

"нмножить на (1 ----- 1-) (1 -  — ) (1 -  — ) • • • (1 -
11олучаем

чисел,
В ряду (13) всего п (  1 -  ~ )  (1 -  ± . )  (1 — . . .  (1 -

чисел. При исключении из этого ряда

чисел, кратных /, в ряду (13) всего останется

” (1 - - г ) ( 1 _ - г )   г ) ” ' ( ‘ Т ^ 1------Г )
чисел, которые не делятся на /. В то же время полученное выра* 
-кение означает число тех чисел ряда (5), которые не делятся 
ни на одно из простых чисел а, Ь, с, й, . . ., I, входящих 
и состав л. Таким образом, теорема доказана в общем виде. Обо- 
шачив число чисел ряда (5), меньших л и взаимно простых с ним, 
через <р(п), получим такую формулу:

*<»)=»(! -  -а - ) ( '  -  4 - )  о  Г - г )  • • • о  ■- -V )  о  -  -V ) -  (16>
П р и м е р .  Найти <р(30).
Р е ш е н и е .  Имеем: 30 =  2 • 3 • 5. Тогда

Т (2 • 3 • 5 ) = 3 0 ( 1  -  4 - )  (1 -  4 - )  (1 -  4 - ) =  8 -

Действительно, в ряду 1, 2, 3, 4, 5, . . ., 30 находятся следу
ющие 8 чисел, меньших 30 и взаимно простых с 30: 1, 7, 11, 13, 
17, 19, 23, 29.

85. Теорема. Если т и п числа взаимно простые, то имеет 
место равенство

9 (тп) =  <р (т) <? (л). (1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отличные друг от друга простые 

числа аг, а2, . . . входят множителями в состав т\ другие
отличные друг от друга простые числа Ь\, Ь2, Ьъ, . .  . входят мно
жителями в состав л. Таким образом, в состав произведения 
тп входят множителями простые числа а ь а%, аъ . . ., Ьи Ъг, . . . 

Тогда
<р (тп) —

м„ ( 1 - Л . ) ( 1 _ ± ) ( 1 - - 1 . )  . . .  (1 - + ) ( !  — —



-  и

Гак как

^ )  =  ' ' < 1 - « Г ) ' -
то формула принимает следующий вид:

<р(/ил) =  «р(т)9(л). (2)
что и требовалось доказать.

Очевидно, что эта теорема имеет место для произведения^ 
какого угодно числа попарно простых сомножителей. В само>и 
деле, пусть произведение содержит в себе трех попарно простыЩ 
сомножителей пи п2, п3. Тогда

<? ( п ^ щ )  =  ср ( ( л ^ )  л,) =  ср (л^,)  ? (л,) =  <Р (пг) ср (л,) ? (л,).
Переходя от случая трех попарно простых сомножителей к] 

случаю четырех, . . .  попарно простых сомножителей, получим*
® (л1л2л3 . . . пк ) — ср (л:) ср (л2) ср (л3) . . .  ср (пк ). (3)

Пусть данное число л представлено в каноническом виде: 

п — аа $ с * . . .  /  .
Тогда получим:

с?(л) =  ср (аа) ср (г>Р) ® (с-?) . . . ср (/*•) =

/ - ' ( о - ! ) .  *?—!(* — 1) - с1 - '(с — 1) 1).

=  я - л > . . .  , Ч ‘ - 4 - ) 0 - 4 ) - ( 1 - - } - ) • ■ - ( ‘ - г )

/ - ‘ / “ ‘с ' - 1  • • •  / _ ' ( » - 1 ) ( * - ! ) ( с -  1) . . 1).

П р и м е р .  Найти <р(60).
Р е ш е н и е .  Имеем: 60 =  22 • 3 • 5. Тогда

ф(2г • 3 • 5) =  ср (22 ) ср (3) ср (5) =  2 (2 — 1) - 2 . 4  =
=  2 • 2 • 4 =  16.

Г Л А В А  Ш Е С Т А Я

Сравнения и их свойства
86. Класс целых чисел содержит в себе класс положительных 

целых чисел (1, 2, 3, 4, . ..), класс отрицательных целых чисел 
(—1, —2, —3, . . .) и число 0. Теория чисел занимается изучением  
свойств целых чисел. Одни математики называют теорию чисел 
высшей арифметикой, а другие математики говорят: „теория 
чисел — это та же арифметика, но расширенная и углубленная*.
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Возьмем дна целых числа а и Ь. Пусть их разность а — Ь де
лится на целое положительное число к. Тогда говорят: ма срав
нимо с Ь по модулю р “ и пишут:

а ~ д  (той к), или короче а ~ д  (к).
Такое соотношение между а и Ь называется сравнением. 

<нак сравнения := был введен Гауссом. Числа а и Ь называются 
членами сравнения, а число к — модулем сравнения. Слово „ мо- 
«уль“ заменяет здесь слово „делитель". Числа а и Ь называются 
также сравнимыми по модулю к. (П. Ч е б ы ш е в .  Теория срав
нений. Изд. 3-е, стр. 20). Члены сравнения а и Ь могут быть 
какими угодно целыми числами, но модуль сравнения к всегда 
предполагается числом натуральным и большим единицы. Если же 
разность а —Ь не делится на к, то говорят: „а не сравнимо с Ъ 
по модулю к “ и пишут:

а ф Ь  (той к)
В частности, сказать, что а сравнимо с 0 по модулю к или 

написать сравнение а =  0 (тос! #), значит сказать, что а де
лится на к. Так, например, для обозначения, что разность 19 — 4 
делится на 5, пишут 19 =  4 (той 5).

Сравнение 21егг0 ( пюй 7) означает, что 21 делится на 7. 
П р и м е ч а н и е .  Если при вычислении модуль не меняется, то

его часто опускают. Сравнения обладают многими свойствами;
некоторые из них аналогичны свойствам равенств. Перечислим
свойства сравнений.
87. Теорема. Всякое число а сравнимо с самим собою по мо

дулю к.
а ^ а  (той к).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, а —а =  0 делится не 
только на к, но и на любой модуль.

88. Теорема. Всякое число сравнимо со своим остатком, если 
за модуль принять делит еля.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим частное от деления а на к 
через <?, а остаток— через г. Зная, что делимое равно произве
дению делителя на частное, сложенному с остатком, имеем: 
ч =  кя Нг г. Это равенство можно записать в таком виде: а —г=кя\ 
|то равенство показывает, что разность а —г делится на к, а де

лимость разности а —г на к выражается сравнением а-— Ъ (той к), 
чго и требовалось доказать.

89. Теорема. Д ва числа а и Ь, которые при делении на к 
дают один и тот же остаток г, сравнимы по модулю к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и Ь при делении на к дают 
один и тот же остаток г.

Пусть при делении а и Ь на к получаются соответственно 
частные я 1 и д2.

По свойству деления должно быть:
а ~ к д х +  г, ь ~  кя* +  г.



Вычитая из первого равенства почленно второе, получим! 
а — Ь =  (<?1—г2) к. Из этого равенства видно, что разность а — 1 
делится на к, а делимость разности а—Ь на к выражается срап| 
нением

а =  Ь (той к).
П р и м е ч а н и е .  Д ва числа, дающие при делении на одного. 1

того же делит еля равные остатки, называются разнооспщ
точными относительно этого делит еля  (п. 9).
Поэтому эта теорема может быть сформулирована так:
Равноостаточные числа а и Ъ сравнимы между собою п\ 

модулю к. |
90. Теорема. Д ва числа а и Ь, сравнимые по модулю к с тре 

тьим числом с, сравнимы между собою по тому же модулю к
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть будут даны сравнения а .= с 

Ь =  с. Требуется доказать, что в данном случае должно имел 
место сравнение а = Ь  (той к).

Из делимости разностей а — с и Ь — с на к следует, что раь 
ность этих разностей должна делиться на к [если уменьшаемой 
и вычитаемое делятся на какое-нибудь число, то и разноси 
разделится на это число (п. 6)]. Но разность этих разносте/ 
есть а  — Ь, а делимость разности а — Ь на к выражается сравне 
нием

а ^ Ь  (той к),
что и требовалось доказать.

П р и м е р .  25 =  4 (той 3), 13нее4 (той 3). Получаем 
2 5 =  13 (той 3).

91. Теорема. Любой член сравнения можно перенести ш 
одной части в другую, меняя лишь при этом его знак на об 
ратный.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть будет дано сравнение 
а-\-Ь = .с  — й (той к).

Требуется доказать, что а - \-д ^ _ с —Ь (той к).
Из определения сравнения следует, что разность (а 4 -6 ) - ;  

— (с— ф  делится на к■ Но эту разность можно записать так 
(о 4 -^) — (с—Ь), а делимость этой разности на к выражаете; 
сравнение?!:

а - \ - ё = с — Ь (той к), 
что и требовалось доказать.

92. Теорема. Сравнения с одним и тем же модулем можн\ 
почленно складывать и вычитать.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть будут даны сравнения 
а не Ь (той к), с ^ й  (той к).

Требуется доказать, что
а 4- с Ь й (той #), а — с ~  Ь --- й (той к).



Из определения сравнения следует, что разности а — Ь и 
с — с? делятся на к. Из делимости этих разностей на к следует, 
что сумма их разделится на к-

Но сумму этих разностей можно записать так:
(а +  с ) - ( Ь  +  а), 

а делимость этого выражения на к выражается сравнением
а с Ь +  б? (той к).

Далее, из делимости разностей а — Ь и с — й на к следует, 
что разность этих разностей также делится на к. Но эта по
следняя разность есть (о — с) — (Ъ -  й), а делимость ее на # выра
жается сравнением а — с ^ Ь  — с1  (той к).

Таким образом, теорема доказана полностью.
93. Теорема. Члены, сравнения могут быть умнож ены на 

одно и то же число.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дано сравнение а ^ .Ь  (той к). Тре

буется доказать, что т Ь ^т Ь  (той к). Из данного сравнения 
следует, что разность а — Ь делится на к. Из делимости раз
ности а — Л на к следует, что т а ~ т Ь  также делится на к (п. 13), 
а делимость разности та — тЬ на к выражается сравнением

та-^тЪ  (той #), 
что и требовалось доказать.

94. Теорема. Можно изменить одновременно знаки у  всех 
членов сравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано сравнение
а—Ъ ^_ сА -д — е (той #). (1)

Требуется доказать, что Ь — а ^ е  — с — й (той к).
Вычитая почленно сравнение (1) из сравнения 0 =  0 (той к), 

получим сравнение
Ь — а = .е  — с — й (той к), 

что и требовалось доказать.
95. Теорема. Сравнения с одним и тем же модулем можно 

почленно перемножать.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны сравнения 

а ~ Ь  (той к), с==й (той к).
Требуется доказать, что (той к).
Из определения сравнения следует, что разность а- Ь де

лится на к. Обозначим частное от деления а — Ь на к через 
Получаем:

а—Ь =  кЯи или а — Ь-\-кЯх. (1)
Разность с — с1  также делится на р. Обозначив частное от де

ления с — й на к через <?2, получим с =  </-[-&72. (2)

27 - -



Перемножая почленно равенства (I) и (2), получим: 
ас =  Ьй +  (</?, +  Ъд., +  кчхЯг) к,

или
ас — Ьа —  (</(7! -\- Ъяг +  кЯхЯт) к.

Из этого равенства видно, что разность ас — Ы  делится на к, 
а делимость этой разности на к выражается сравнением:

а с ^ Ь к (той к), 
что и требовалось доказать.

96. Теорема. Оба члена сравнения можно возвышать в одну 
и ту же целую полож ительную степень.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим, что мы имеем сравнение 
а = Ь  (той #). Требуется доказать, что а” =  Ьп(той к). Для до
казательства возьмем п сравнений по одному и тому же мо
дулю к:
ах =  Ъх (той#), аг ~ Ъ ,  (той к), а3 =  Ь.4 (той к), . ■ ап =  Ьп(тоа к).

Если мы перемножим почленно сравнения ах~ Ь ^  и а., =  6, 
между собою, полученное сравнение и сравнение
с 3 =  6, и т. д., то мы получим сравнение

а, а2  а% . . . ап т  Ь2  Ьг . . . Ьп (той к).
Полагая в полученном сравнении

аг — аг ^=аг = . . . - = а п =  а,Ь1  — Ь2  =  Ь ^ ~ . . .  — Ьп — Ь, 
найдем:

ап~ Ь п (той р), 
что и требовалось доказать.

97. Теорема. Обе части, сравнения можно разделить на их  
общего наибольшего делит еля, если этот делитель взаимно 
прост с модулем сравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано сравнение а =  Ь (той 
Обозначив через й общего наибольшего делителя членов срав
нения а и Ь, а частные от деления а и Ь на й соответственно 
через я, и Ьх, имеем:

а =  йаи Ь — йЬ .̂
Заменив в нашем сравнении члены а и Ь соответственно через 

йах и йЬх, получаем:
=  ЬХЛ ^той к).

Разность а1ах — йЬх =^{ах—Ъ^)й делится на число к, взаимно 
простое с й. В гаком случае разность ах— Ьг должна делиться 
на к (п. 40), а делимость разности а{ - Ьх на к выражается 
сравнением

ах =  Ь1 (той к), 
что я требовалось доказать.
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98. Теорема. Обе части сравнения и модуль можно ум но
жить на одно и то же целое полож ительное число т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть нам дано сравнение а г== Ь (той к). 
Требуется доказать, что из этого сравнения можно получить 
сравнение та===тЬ (той тк), где т есть натуральное число.

Из определения сравнения следует, что разность а — Ь делится 
на к. Обозначим частное от деления разности а — Ь на к через д. 
Находим: а—Ь — кд• Умножив обе части этого равенства на ту 
получим: та—тЬ — (кт) д.

Это равенство показывает, что разность т а  — тЬ делится на 
кт, а делимость разности та—тЬ на кт выражается сравнением

та =  тЪ (той кт), 
что и требовалось доказать.

99. Теорема. Обе части сравнения и модуль можно разделать 
на их общего наибольшего делителя.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть нам дано сравнение а == Ь (той к) 
и пусть й будет общий наибольший делитель чисел а, Ь, к- Обо
значим частные от деления а, Ь, к на с? соответственно через 
а1г Ьг, к\. Имеем: а =  ахй, Ь^=Ьхй, к — кхй. Из определения сравне
ния следует, что разность а—Ь делится на Пусть будет д част
ное от деления а — Ь на к. Находим:

а — Ь — кя, или а ^ —Ь ^  — к^Я-
Разделив обе части этого равенства на й, получим: ах—6, =  к\Я- 

Это равенство показывает, что разность а{- Ь ,  делится на а 
делимость разности ах—Ьг на выражается сравнением

ах == Ь] (той #,), 
что и требовалась доказать.

100. Теорема. Если одна часть сравнения и модуль делятся  
на какое-нибудь число, то и другая часть сравнения долж на 
делиться на то же число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано сравнение а =  Ь (той к) (1). 
Из определения сравнения следует, что разность а — Ь делится 
на к. Обозначим частное от деления разности а—Ь на к через д. 
Находим: а — Ь =  кд (2). Положим, что а и к делятся на й и при 
делении на й дают соответственно частные ах и кх. Находим: 
а =  аха, к — к\Ь. Тогда равенство (2) может быть записано так:

Ь — а — кд — а ^  — к ^д  — (ах — кхд) А,
а это равенство показывает, что Ь делится на й, что и требо
валось доказать.
П р и м е ч а н и е .  Если бы Ь не делилось на й, то сравнение (1)

было бы невозможно.
101. Теорема. Сравнение не нарушается, если модуль сравне

ния заменим каким-нибудь из его делителей.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано сравнение а =  Ь (той к). Из 

определения сравнения следует, что разность а—Ь делится на р .
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Модуль сравнения к есть составное число. Представим к в виде, 
произведения простых чисел: к — к^кгкз Из делимости раз
ности а — Ь на произведение кхкгк з . . . кп следует, что разность 
а — Ь делится на каждого из сомножителей к\,кг,к 3, . .  кп (п. 14), 
а делимость разности а — Ь на сомножителей ки к2, к3, . . кп 
может быть написана в виде сравнений

а вее Ь (той к\), а ==& (той к»), а =  Ь ^той к3), . . . ,  а =зЬ (той кп), 
что и требовалось доказать.

102. Теорема. Д ва числа, сравнимые между собою по несколь
ким модулям, попарно простым между собою, сравнимы и по 
модулю, равному произведению эт их модулей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны сравнения 
а ~ Ь  (той ку), а ~ Ь  (той кг), а==Ь (той к3), . . ., а ~ Ь  (той кп), 
где ки к2, к3, . .  ., кп суть попарно простые числа.

Требуется доказать, что из этих сравнений следует сравнение
а^вЬ  (той кг к* . . .  кп).

Из определения сравнения следует, что разность а — Ъ де 
лится на каждое из попарно простых чисел ки к2, кз, ■ • кп • 
Из делимости разности а — Ь на каждое из этих попарно про
стых чисел следует, что а — Ь разделится и на произведение их 
кг кг кг . . .  кп (п. 52), а делимость разности а — Ь на произведение 
к\ к% к%. . .  кп выражается сравнением Ь (той кх кг кз ■ • ■ кп ), 
что и требовалось доказать.

103. Теорема. Если числа а и Ь сравнимы между собою по 
модулю к, а / (х) есть целая функция с целыми коэффициентами, 
то значения / (а)  и /(/?) функции /(х )  при х  — а и х  =  Ь также 
сравнимы между собою но тому же модулю к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано сравнение а==Ь (той к), а 
/ (х) =  а(1х» -(-ахх П~' -}- а.Лх” -24 - а3 хп~3 -\-ап

есть целая функция с целыми коэффициентами. Требуется до
казать, что

/ ( а ) ~ / ( Ь )  (той к).

Из сравнения а == Ь (той Ь) следует ряд сравнений по модулю к: 

а” =  а " - 1 === Ъп~ \  ап ~ 2  =  Ьп~2, а"- 3 ^ Ь п~3, . . ., 1 =  1.

Умножая члены первого сравнения на а0, второго—на а,, тре
тьего—на аа, и т. д., получим следующий ряд сравнений по 
модулю к:

айап =  а9  Ьп , аха" 1 == ахЬ"~\ а.,ап ~ 2  == а2 Ьп~2, а3 ап — 3  =  
нн а3  Ьп~3, . . ., ап =  а„ .

Складывая найденные сравнения почленно, получим:
а0 О" 4- а,а’1-1 -|- а2 ап - 2  4- а3 ап ~ 3  4-  • • • 4 " а » =  аФп 4" аг16'1—1 4- 

4- афп ~ 2  4-  агЬп~3 . . .  4- Оп (той к).



Замечая, что
а0 ап -{- ала1,- л -{- а2 а’! ~2 аАап~ъ +  • ■ • +  «я =  /(«),

айЬп +  ахЪп-л +  афп~г афп~г +  . . . + » „  — /(Ь),
имеем:

/(в)э=/(й) (той #), 
что и требовалось доказать.

Г Л А В А  С Е Д Ь М А Я

Признаки делимости чисел
104. Свойства сравнений применим к выводу признаков дели

мости чисел. Признаками делимости чисел называются признаки, 
по которым, не производя самого деления, можно узнать, делится 
ли одно число на другое или нет (п. 15). „Системой счисления 
называется собрание правил, которые показывают, как проще 
всего считать числа, как называть их и как обозначать*. 
(Н. А. Ш а п о ш н и к о в  и Н. К. В а л ь ц е  в. Сборник арифме
тических задач, ч. I, стр. 3, 1918).

Наша система счисления называется десятичной, потому что 
но этой системе 10 единиц одного разряда составляЕот одну 
единицу следующего высшего разряда. Число 10 называется 
основанием десятичной системы счисления. Система цифр, ко
торою мы пользуемся, ведет свое происхождение из Индии. Воз
никновение этой удивительно совершенной системы, превзойти 
которую представляется совершенно невозможным, теряется во 
мраке древности. Из всех математических открытий ни одно 
так не способствовало общему прогрессу умственного развития, 
как изобретение нынешней системы письменной нумерации.

Индусская система обозначений проникла в Европу около 
XI или XII века через посредство арабов,1 откуда произошло 
и самое название „арабское обозначение". Справедливее^ тре- 
оует отметить, что арабы всегда признавали это обозначение 
наследием индусов. За основание системы счисления можно 
нзять любое натуральное число, отличное от 1, например, 5. Из
вестно, что для десятичной системы нужно 10 цифр: 1,2, 3, 4, 5, 
<>, 7, 8, 9, 0. Для пятеричной же системы нужно 5 цифр: 1, 2, 3, 4,0. 
В пятеричной системе счисления цифры 0, 1, 2, 3, 4 означают 
те же числа, как и в десятичной системе счисления; число 5 
м новой системе изображается в виде 10, число 6 — в виде 11, 
число 7 — в виде!2, число 8 — в виде 13, число 9 — в виде 14, 
число 10—в виде 20. Таким образом, первые десять чисел нашего 
натурального ряда изображаются по пятеричной системе так: 
1.2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 20. В десятичной системе счисления 
И) единиц одного разряда составляют одну единицу следующего 
высшего разряда; в пятеричной же системе счисления 5 единиц

1 Арабские цифры появились в России впервые в 1703 г. в „Арифметике" 
1' пнтия Магницкого.



одного разряда составляют одну единицу следующего высшего 
разряда. Таким образом, по пятеричной системе единицей 2-г< 
разряда должна быть пятерка, единицей 3-го разряда 5 пятерок) 
или 52, единицей 4-го разряда — пять раз но 5 пятерок или 51 
и т. д. По этой системе любое число N  представляется так:

N  =  До -)- а15 о2  52 -{- Оз 53 -}- . . .  ап Ъп,
где каждое из чисел а0, аи а2, ай, . . . означает либо какое-нибуд! 
натуральное число, меньшее 5, либо 0. Если за основание систем^ 
принято число, большее 10, например, 12, то для обозначения 
чисел по двенадцатиричной системе нужно присоединить к 1( 
существующим цифрам 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0 еще две новьц 
цифры для обозначения чисел 10 и 11.

105. Теперь покажем, как число N. написанное по пятерич' 
ной системе счисления, написать по десятичной. Пусть число А 
состоит из а0  единиц первого разряда, из а1 единиц второгй 
разряда, . . ., из ап единиц п +  1 разряда. Тогда число N  пред] 
ставится так:

/V — ап 5 п -}- йп—1 5 п~' -)- ап — 2  5п—̂ - [ - . . .  -)- а&Р -4- (1)

Вычислив правую часть этого равенства, мы получим числом 
написанное по десятичной системе счисления.

Для нахождения искомого‘числа удобно пользоваться сле
дующей таблицей:

• 32 —

ап Оп—1 Оп— 2 . . . а\ а(,
..

ап 5ап : СХп—] =
=  Ь\

ЬЪ± йп— 
=  Ъг . . . 5^я-2-+ ах = 

= Ь п—\
ЪЬп~\ Ч- #о=*

Таблица строится так: в верхней строке выписываем числа 
, Оп -  1, ап _  „  ап- з, . . ., ах, а0, не исключая и тех, который 

равны нулю. В первой клетке второй строки пишем число ап \ 
а слева от него число 5; 5 умножаем на ап и к получен^ 
ному произведению 5ап прибавляем а„_л. Полученную сумму 
5ап +  0л-1 обозначаем через Ъх; 5 умножаем на Ь, и к получек 
ному произведению 5ЬХ прибавляем ап- 2. Полученную сумм^| 
5Ь1 -\-а „ - 2  обозначаем через Ь2; 5 умножаем на Ь2  и к получет 
ному произведению ЪЬ2  прибавляем ал_3 и т ,  д. Последняя сумме 
Ьп и будет выражать число, написанное по десятичной система 
счисления. Пусть, например, требуется число 42113, написанноц 
по пятеричной системе, написать по десятичной, системе. 

Вычисления располагаем так:

4 2
■ 1 ■

3

5 4 22 111 556 2783

Обозначая основание системы счисления знаком внизу, бу4 
дем иметь:

42113, ■= 278310.
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106. Теперь решим обратную задачу: число 7863, написанное 
по десятичной системе счисления, написать по пятеричной си
стеме счисления.

Рассуждаем: так как при основании 5 каждая единица 2-го 
разряда содержит пять единиц 1-го разряда, то, чтобы узнать, 
сколько в данном числе 7863 единиц 2-го разряда, то-есть пяте- 
пок, делим 6863 на 5; получаем в частном 1572, а в остатке 3. 
Мы узнали, что наше число 7863 содержит в себе 1572 единицы 
2-го разряда и 3 единицы 1-го разряда. Далее, так как при осно
вании 5 каждая единица 3-го разряда содержит 5 единиц 2-го 
разряда, то, чтобы узнать, сколько в 1572 единицах 2-го разряда 
содержится единиц 3-го разряда, делим 1572 на 5; получаем 
о частном 314 единиц 3-го разряда и 2 единицы 2-го разряда. 
Рассуждая и далее так, мы придем к заключению, что наше 
число состоит из 2 единиц 6-го разряда, 2 единиц 5-го разряда, 
2 единиц 4-го разряда, 4 единиц 3-го разряда, 2 единиц 2-го раз
ряда и 3 единиц 1-го разряда.

Для сохранения места и времени последовательные деления 
располагают письменно так:

7863 5

3 ~1572~| 5
314 5

4 62 5
2 12 5

2 2

Обозначая основание системы значком внизу, будем иметь:

786310 =  2224236.

107. Покажем теперь, как число 5а 2р 8, написанное по двена
дцатиричной системе счисления, написать по десятичной системе 
(а означает 10, ,8 означает 11).

Рассуждаем так: всякое число, написанное по двенадцатирич
ной системе, может быть представлено суммой следующего вида:

а0  +  й-у 12 —|— 122 —(— О3 12* +  . . . —{— 12П.

В данном случае имеем:

5 • 12*+ 10 • 12*+ 2 • 12» + И • 12 +  8 =  121318.

Результат можно было получить по схеме:

5 10 2 1 П 8

12 5 70 842 | 10115 121388

Таким образом, 5а 23 8]2 =  121388т.
К С. Л а з  а р е в. Теоретическая арифметика, ч. II
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121388 I 12________
8 | 10115 1  12

11оверка.

842 12
2 70 12

10 =  а 5

Обозначая 10 через а, а 11—через р, получим:
12138810 =  5а 2$ 812.

108. Мы сказали, что можно построить систему, счислен) 
при каком угодно основании, не равном единице. Значит, на 
меньшее число, которое может служить основанием, равно 
Следовательно, цифры двоичной системы будут 0 и 1. Поэтои 
в двоичной системе число N  представляется в виде суммы ст 
пеней числа 2:

ЛГ =  в04 я 12 4 я22г 4 я3234 а4244  . . . + д » 2 » .

Вычислив правую часть этого равенства, мы получим числ< 
написанное по десятичной системе счисления. Так, наприме!

1113 =  (22 +  2 +  1)10 =  71()
1110100* =* (26 4  2Г) 4  24 +  0 4  2г 4  0 +  0)10 =  11б„.

На изображении чисел посредством степеней числа 2 осн< 
вано множество фокусов. (Проф. Г. Ш у б е р т .  Математическц 
развлечения и игры. Изд. 2-е, Одесса, стр. 49).

109. Примем число ё  за основание системы счисления. Тогд 
любое число /V может быть представлено суммой следующег 
вида:
N  =  ап ё п 4 д„_1 4 —2 ё п 2 4- . . . 4 4 а3 ё ь + а ^ г -)- а, ё  -}- «г.

Имеем:
N —а0 = (ап ё " ~ 1 4  ап- \  ё п ~ 2  4 °»-2 ё п~~'л + . .  . 4  а3 ё 2  4  а2§  4  я,)#,
Н—(ахе 4 ао) = К  8п~2 + 1 ё н~3 4- • • • + а4%2 + аьё 4

а1ё  +  ай) =  {ааё п- ъ +  . . .  4 а * 8  +  °»)
Переходя от равенств к сравнениям, получим: ;

А ^ Я о  (той ё)  (1) ■
^ = 0 ^ 4  я0 (той ё *) (2) :
^ = 0^ 4 ^ 4 0 0  (той 541). (3) :

Из сравнения (1) следует, что делимость числа N на ё  Ц 
висит от делимости а 0 на ё ■ Если а0  делится на ё,  то N  разд^ 
лится на ё  и на делителей ё  (п. 14).

Если а 0 не делится на ё,  но делится на какого-нибудь дел1 
теля ё,  то и N  разделится на этого делителя ё • Пусть ^  
Тогда мы получаем такие правила:
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1) На 10 делится то число, которое оканчивается нулем.
2) На 2 делится то число, которое оканчивается четной циф

рой или нулем.
3) На 5 делится то число, которое оканчивается нулем или 

пятью.
Полагаем ^  =  12. N  будет делиться на 12 и на делителей 12 

(6, 4, 3, 2), если а 0  есть нуль.
Если а 0 не нуль, то Л^не разделится на 12. Если а 0 не нуль, 

то делимость N  на какое-нибудь из чисел 2, 3, 4, 6, скажем, 
на 6, зависит от делимости а0  на 6.

Рассмотрим сравнение (2). Из этого сравнения следует, что 
делимость N  на е г зависит от делимости на &*. Если
а0 8  +  а 0  делится на |г2, то N  разделится на к 2  и на делителей йг*. 
Если а ^ - \ - а 0  не делится на ё г, но делится на какого-нибудь 
делителя &2, то и N  разделится на этого делителя При & =  10 
сравнение (2) примет вид:

/У = 1 0  ах-\~а0  (той 10г).

Получаем такие правила:
4) На 100 делится то число, которое оканчивается двумя ну

лями.
5) На 4 (25) делится то число, которое оканчивается двумя 

нулями или у которого последние две цифры составляют число, 
кратное 4 (25).

При & — 12 N  будет делиться как на 144, так и на делителей 
144 (72, 48, 36, 24, 18, . .  . ), написанных по десятичной системе, 
если ау и а0  суть нули. Если ахё -{ -а 0  не делится на 144, а 
делится на какого-нибудь делителя 144, напр., на 48, то и N  раз
делится на этого делителя. Таким образом, делимость N  на ка
кого-нибудь делителя 144, скажем, на 36, зависит от делимости

+  на 36. В частности, делимость N  на какое-нибудь из 
чисел 2, 3, 4, 6, напр., на 6, зависит исключительно от дели
мости а0  на 6.

Рассмотрим теперь сравнение (3). Из этого сравнения следует, 
что делимость N  на 8 3  зависит от делимости а2 ё г +  +  я0
яа ^ 3. Если а2 ё 2  +  +  «0 делится на ^ 3, то и N разделится на
е* и на его делителей. Если а2 & 2  +  ахё  +  °о не делится на к 3, 
но делится на какого-нибудь его делителя, то и N разделится 
на этого делителя. При ^ = 1 0  сравнение (3) примет вид:

Л Г = 100в3+ 10в1 +  вв (тосЫО3).

Получаем такое правило:
6) На 8 (125) делится то число, которое оканчивается тремя 

нулями или у которого последние три цифры составляют число, 
кратное 8 (125).

110. Делимость на число ^ — 1. Если принять % за основание 
системы счисления, то число N  можем представить так:

N  — О0 ~Ь а}8 а*ё~ 4г Язй-8 -)~ • • • -\~ап ё Л •



Имеем ряд очевидных сравнений: 
1 = 1  
8
8 ‘
8*

^ = 1

(той в —  1)

Умножив первое сравнение на а0, второе 
лучим такие сравнения:

а п '===-

на и т. д., по-л

=  а ,
1о
4 8  
а # *  =  а %
а ^ з — а 2

(той к — 1)

ап 8 я^ а »
Сложив эти сравнения почленно и зная, что

во +  а 15г +  ° 2 ^ * 4 -  +  в ®5г3 +  • • • + а „ е п —  М,
получим:

== а0  -)- «1 о2  -|- . . . ап (той 8 — 1).
Из этого сравнения вытекает такое правило:
Правила. Н а % -1  делится то число, у  которого сумма 

цифр делится на &— 1 .
При & =  10 получаем признак делимости на 9 и на 3 (пп. 23! 

и 24), а при | г = 1 2  получаем признак делимости на 11.
111, Делимость на 8  -)-1. Если принять 8  за основание системы! 

счисления, то число N  можем представить так:
^  — Оо +  а1Я +  а25‘:!-М8<Г’ +  - • • + а „ 8 п . (1)

Имеем ряд очевидных сравнений 
1 =  1
е  = - 1
8 2  =  1 
# 3 =  — 1 (той е  +  1)

8 П = ( - 1 ) ”
Первое сравнение умножаем на аЛ> второе—на оь третье 

на аг и т. д., получаем такие сравнения:
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Сложив эти сравнения почленно и приняв во внимание ра- 
иенство (1), находим:

А / (а 0 -|~ а2-\- й^~\-. . . )— (а1 4~ Оц 4~ 4" • • •) (плой й' 1).

Из этого сравнения следует, что делимость числа N  на 1
»ависит от делимости разности {а0 -\-аг-\-а\-\- • • • (®»+®з-)-д5 +

на ^ 4 "1 .  Можно поэтому высказать следующее правило:
Правило. Число N  делится на & -\-\ тогда и только тогда, 

когда разность между суммою его цифр, стоящих на четных 
местах, и суммой его цифр, стоящих на нечетных местах, 
делится на  # - { - 1 .

При я  =  Ю получаем признак делимости на 11 (п. 27), а при 
#•= 12  — признак делимости на 13.

112. Признак делимости на 7. Приняв 10 за основание си
стемы счисления, число N  представим так:

^  =  о0 +  в1Ю +  а,Ю* + в ,1 0 * - |- .  • • + о » Ю п . (1)

Имеем очеви дные сравнения но модулю 7:

1 0 °=  1 10® 1 1012=  1 1018= 1
№  =  3 107 =  3 1013 =  3 1 0 « = 3

О ы III ГС 10* =  2 10й =  2 102° =  2
10* =  6 10» = 6 1015=  6 10*»== 6
10‘ —- 4 1010 =  4 101в =  4 10**== 4
10* =  5 10й ~ г  5 1017 ~  5 10м — 5

И т. д.
Первое сравнение умножаем на а0, второе—на аь третье — 

на я. и т. д.; получаем такие сравнения по модулю 7:

«0 в610«-= .  ае ОцЮ**:=  ач а181018=  а | 8
ах 10 = За, а7Ю7'=  3а7 а и  1013 — 3̂ 13 о191019 =  За19

в, 10* = 2 а. а8Ю« =  2а8 виЮ14.—  2аи а2о1020 =  2а2О
в ,10» = 6 а. в ,10»:=  6а,. в ,вЮ18=  6а1& аг11021^ 6 а а1
««10*= 4о4 вщЮ10 =  4а10 в.«Ю».=  4а1б а221022 =  4а ,г
а8Ю6 = 5 аъ впЮ11 5 аи вцЮ17 =  5ап а2зЮгз =  5вг,

и т. д.

Сложив эти сравнения почленно и приняв во внимание равен
ство (1), получим:

(®о “Ь °В +  « 1а +  • ■ •) +  2 (а.г а8 4- Оц 4~ • • •) +
4 -  3(с, 4- «7 с1з + • ■ • )  +  4 (а* -I-  дю 4~ а1в 4~ • • •) +

--)- 5 (а5 4~ ач  ~Ь а п  • • •) "Ь ^ (а з ~Ь" аъ ~Ь а1б "Ь ■ • •) ( тос  ̂ 7).
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Из этого сравнения следует:
Делимость данного числа N  на 7 зависит от делимостщ 

суммы
(°о 4~ ач 4" Оп 4~ • • •) 4  2 (а, -{- а8 4~ а14 -)- • . .) -)- 

3 (а1-{~а7 4" “Ь • • •) 4~ 4 (а4 о,0 -}- 4 -. . .) ~\~
+  5 (Д5 -}- аП +  <*17 4" • - •) 4" б (Д3 +  ^9 +  °1Ь 4" • • •)

на 7.

Г Л А В А  В О С Ь М А Я

Распределение чисел на классы по данному модулю. 
Теоремы Ферма и Эйлера

113. Возьмем натуральное число к, большее единицы. Суще^ 
ствует бесчисленное множество целых чисел, дающих при деле-1 
нии на к один и тот же остаток г, где г есть одно и т о л ь ^  
одно из чисел ряда О, 1, 2 , 3, . . ., к — 1.

Назовем совокупность всех чисел, дающих при делении на 
к один и тот же остаток г, классом чисел по модулю к. Терт 
мин „класс” введен Гауссом. Известно, что все числа, дающие 
при делении на к один и тот же остаток г, называются равно
остаточными относительно к, а равноостаточные числа относи
тельно к сравнимы между собою по модулю к (п. 89). Поэтому 
можно дать и такое определение класса: совокупность всех 
чисел, сравнимых между собою по данному модулю к, назы
вается классом.

114. Различных классов чисел по модулю к может быть только к\
И, в самом деле, от деления целых чисел на к могут полу

читься только такие остатки:

О, 1, 2, 3, 4, . . ,  * -  1. (1)

Среди чисел этого ряда нет двух чисел, сравнимых между 
собою по модулю к. Действительно, возьмем из ряда (1) два 
каких угодно числа а и р (а больше р). Разность этих чисел 
и — р никогда не разделится на к и вот почему: каждое из чисел; 
а и р  меньше к, а разность их а — р подавно меньше к. Отсюда 
следует, что все к чисел ряда (1) -принадлежат к различным клаЫ 
сам чисел по модулю к.

115. Общий вид всех чисел, дающих при делении на к один 
и тот же остаток г, будет кя~\~г (1), где г есть одно и только] 
одно из чисел ряда О, 1, 2, 3, 4, . . ., к — 1, а я принимает зна^ 
чения 0, 4 ;  1, + 2 ,  + 3 ,  + 4 ,  . . .  При г — 0 выражение (1) при-': 
нимает вид кя-

Таким образом, кя есть общее выражение всех чисел, крат-ч 
ных к- Числа, кратные к, находятся в ряду

., -  5*, -  4*, -  Зк, — 2к, — к, 0, к, ‘2к, 3*, 4*, 5*,



Мы видим, что любые два числа этого ряда сравнимы между 
гобою по модулю к. Полагая, например, к =  7, мы получим ряд 
чисел, кратных 7:

. . . , - 3 5 , - 2 8 , - 2 1 , - 1 4 ,  — 7, 0, 7, 14, 21, 28, 35, . . .
При т—  1 выражение (1) принимает вид #<7 4-1.
Мы получили формулу класса чисел, дающих при делении на 

А один и тот же остаток 1. Все числа этого класса находятся 
I» ряду

. . . , - 3 * 4 - 1 ,  _ 2 # + 1 ,  — * - И ,  1, * +  1, 2 * - И ,  3 * + 1 ,  . . .
Мы видим, что любые два числа этого ряда сравнимы между 

собою по модулю к. Полагая к ~ 7, мы получим:
. . ., — 3 4 , - 2 7 ,  — 2 0 , -  13, — 6, 1, 8, 15, 22, 29, . .  .

Любые два числа этого ряда сравнимы между собою по мо
дулю 7. При г — 2 формула (1) принимает вид кд-\- 2.

Мы получили формулу класса чисел, дающих при делении на 
к один и тот же остаток 2. Все числа этого же класса находятся 
В ряду

. .  ., _ 3 *  +  2, — 2* +  2 , - * 4 - 2 ,  2, к +  2, 2* +  2, 3* +  2, . . .
Мы видим, что любые два числа этого ряда сравнимы между 

гобою по модулю к. Полагая к =  7, мы получим:
. . ., -26, -  1 0 , -  12, — 5, 2, 9, 16, 23, 30, . . .

Любые два числа этого ряда сравнимы между собою по мо
дулю 7. Полагая в формуле (1) последовательно г =  3, 4, 5, . .  ., 
к— 1, мы получим формулы классов чисел, дающих при делении 
на к соответственно одни и те же остатки 3, 4, 5, . . ., к— 1:

кд -{- 3, кд -(- 4, кд -}- 5, . . . ,  кд -{- к — 1 •
116. Назовем 0 представителем класса чисел, кратных к; 1 на

зовем представителем класса чисел, дающих при делении на к 
один и тот же остаток 1; 2—представителем класса чисел, да
ющих при делении на # один и тот же остаток 2 , и т. д.; к — 1 
назовем представителем класса чисел, дающих при делении на 
к один и тот же остаток #—1. Возьмем представителей из этих 
классов и расположим их в возрастающий ряд:

0, 1, 2, 3, 4, 5, . . ., к —  1. (1)
Эти представители классов называются остатками или  

ш кет ами по модулю к. Систему целых чисел мы назовем пол
ной системой вычетов по модулю к, если она содержит точно 
по одному представителю от каждого класса по модулю к.

Числа 1, 2, 3, 4, 5, . . . ,  к (15)

также образуют полную систему вычетов по модулю к. В этом 
случае к является представителем класса чисел, кратных к- 
Вообще, всякие к последовательных чисел образуют полную

— 39
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систему вычетов но модулю к. Так, например, полной системой 
вычетов по модулю 12 может служить любой из рядов

0, 1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8 , 9, 10, И ;
1, 2, 3. 4, 5, 6 , 7, 8, 9, 10, 11, 12;

12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23.
Полезно знать и такое определение полной системы вычетов;) 

полной системой вычетов по модулю к называется любая си-' 
стема к чисел, любые два числа которой не сравнимы между 
собою по модулю к.

Все числа, принадлежащие к одному классу, имеют много: 
общих свойств, так что по отношению к модулю их можно 
рассматривать как одно число.

117. Теорема. Если представитель класса г и модуль срав
нения к имеют общего наибольшего делит еля й, то Л будет\ 
также общим наибольшим делит елем м одуля к и любого чи
сла  з этого класса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем
5 =  г (той к)-

Так как член сравнения г и модуль сравнения к делятся на ё, 
то на й разделится и другой член сравнения 5 (п. 100). Зна
чит, й есть общий делитель к и 5. В то же время й есть и об
щий наибольший делитель чисел к и 5. В самом деле, если бы 
к и 5 делились на какое-нибудь число й ъ большее Л, то на 
должен был бы делиться и член сравнения г, а это невозможно. 
Итак, й есть общий наибольший делитель к и я: 4 — (к, з). Та
ким образом, теорема доказана полностью.

Следствие. Если представитель класса взаимно прост с мо
дулем  сравнения к, то и любое число з этого класса есть 
число взаимно простое с модулем к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем:
5 === г (той #).

Если бы член сравнения 5 и модуль сравнения к делились 
на какое-нибудь число й, отличное от единицы, тона  «/должен 
был бы делиться и член сравнения г, а это невозможно: к и г 
взаимно простые числа. Итак, теорема доказана. •

118. Если из полной системы вычетов по модулю к выпи
шем все числа, взаимно простые с модулем к, и из полученных , 
чисел составим новый ряд, то полученный ряд будет состоять 
исключительно из одних чисел, взаимно простых с модулем к. 
Такая система целых чисел, состоящая исключительно из 
представителей всех классов, взаимно простых с модулем к, 
называется приведенной системой вычетов по модулю к. Так 
как среди чисел полной системы вычетов по модулю к есть <р(#) 
чисел, меньших к и взаимно простых с ним, то приведенная 
система вычетов по модулю# содержит <?(к) чисел. Итак, при
веденная система вычетов по модулю к состоит из <о(к) чисел.
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Так, например, приведенной системой вычетов по модулю 12 слу
жит ряд 1, 5, 7, 11, а в этом ряду 4 числа и ср(12) =  4.

119. Теорема. Если подставим в линейное выражение ах—Ь 
вместо х  последовательно все к чисел полной системы вычетов

О, 1, 2 , 3, . . * 1, (1)
то при а и к взаимно простых мы опять получим  полную  си
стему вычетов по модулю к.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим обратное: пусть два 
каких-нибудь числа а и р  ряда (1) обладают таким свойством, 
что, будучи подставлены в выражение а х—Ь, дают числа одного 
и того же класса аа.— Ь и а$ — Ь, а числа одного и того же класса, 
как известно, всегда сравнимы между собою по данному мо
дулю к; в таком случае разность аа—Ь—(а$—Ь) — (а.—ф)а должна 
делиться на к. Но произведение (а — (3) а никогда не разделится 
на к и вот почему: а и к взаимно простые числа, а а -  В меньше к. 
Таким образом, теорема доказана.

Между числами ряда (1) находится одно и только одно 
число, при котором выражение ах — Ь разделится на к.

Когда в выражение ах — Ь вместо неопределенного символа х  
подставляют одно за другим числа полной системы вычетов, 
то говорят, что х  пробегает, полную  систему вычетов.

П р и м е р .  Возьмем выражение 5х - ] - 3 . Полной системой вы
четов по модулю 12 служит ряд

О, 1. 2, 3, 4, 5, б, 7, 8 , 9, 10, 11.
Коэффициент 5 и модуль 12—числа взаимно простые. Пусть 

л" пробегает полную систему вычетов по модулю 12. Получим 
такой ряд чисел:

3, 8 , 13, 18, 23, 28, 33, 38, 43, 48, 53, 58.
Легко заметить, что среди чисел этого ряда нет двух чисел, 

сравнимых между собою по модулю 12. Мы видим, что в этом 
ряду есть одно только число 48, делящееся на 12 (сравнимое 
г 0 по модулю 12).

120. Когда при делении целого положительного числа а на 
целое положительное число к получают  частное ц и неотри
цательный остаток г, то говорят, что остаток г есть наи
меньший положительный вычет числа а по модулю к.

По свойству деления должно быть:
а — кя - 4-  г. (1)

Наименьшими положительными вычетами чисел по модулю к 
могут быть только следующие числа: 0 , 1, 2 , , . .,. к—1, ибо 
остаток (вычет) всегда меньше делителя (модуля).

Теперь покажем, как найти наименьший положительный вы
чет отрицательного числа — а но модулю к. Равенство (1) вле
чет за собою следующие равенства:

— а — — кя — Г — —кя — г —к — —(я +  1) к +  (к —■ г).



Разность к г называется наименьшим полож ительным вы
четом отрицательного числа  — а по модулю к.

Итак, под наименьшим полож ительным вычетом отрица
тельного числа —а будем понимать разность к—г.

Так, например, наименьший положительный вычет числа 27 
по модулю 5 есть 2, наименьший положительный вычет числа 
13 по модулю 5 есть 3, наименьший положительный вычет чи
сла - 1 по модулю 5 есть 4.

Равенство (1) можно представить в таком виде:
а =  кд +  г= кд  +  г-\- к — к — (д + 1 ) * -(- г — к.

Отрицательное число г к называется наименьшим отрицав 
тельным вычетом положительного числа а по модулю к. \

Все числа, наименьший положительный вычет которых по 
модулю 7 есть 2, определяются по формуле

7Я +  2,
где я — 0,4~ 1, +  2,Ч~3, 4~ 4 , . . .  Эти числа представятся таким рядом 

. . . .  - 3 3 , —26,—19,—12,-5 , 2 , 9, 16, 23, 30, 37,
121. Мы сказали, что целое положительное число а срав 

нимо со своим наименьшим положительным вычетом г по мо
дулю к. В то же время а сравнимо и со своим отрицательным 
вычетом г— к по модулю к. В самом деле, разность а — (г — к )—\ 
— а — г-\~к разделится на к. Это вытекает из того, что как 
а — г делится на к, так и к делится на к, а делимость разности 
а — (г—к) на к выражается сравнением.

о =  г — к (той к).
Наименьший отрицательный вычет числа а по модулю к мо

жет равняться нулю, если число а делится на модуль к. Наи
меньший отрицательный числа 7 по модулю 5 есть — 3, наимень
ший отрицательный вычет числа 14 по модулю 5 есть—1, наи
меньший отрицательный вычет числа —23 по модулю 5 есть —3.

Все числа, наименьший отрицательный вычет которых по 
модулю 7 есть —4, определяются по формуле

7 д - 4 ,

где я —  0, 4;1> 4 : 2 + 3 ,  + 4  . . .  Эти числа можно расположить' 
в ряд: . . . ,  — 39,— 32,— 25,— 18,--- 11,- 4, 3, 10, 17, 24, 3 1 , . . .

Мы видим, что любые два числа этого ряда сравнимы между! 
собою по модулю 7.

Тот из двух вычетов а по модулю к, наименьшего полож и■> 
тельного и наименьшего отрицательного, которого абсолют* 
ная величина меньше, называется абсолютным малым выче
том числа а по модулю к. Если абсолютные величины обоих 
вычетов равны, то мы, будем говорить, что существует два 
абсолютно малы х вычета: полож ительный и отрицательный^

Если а не делится на к, то равенство абсолютных величик 
вычетов может быть тогда, когда модуль к есть четное числом

XI



П р и м е р ы .  1. Наименьший положительный вычет числа 23 
■о модулю 7 есть 2, а наименьший отрицательный вычет его есть 
2 —- 7 =  — 5. Следовательно, абсолютно малый вычет 23 по мо
дулю 7 есть 2.

2. Наименьший положительный вычет 45 по модулю 8 есть 5,, 
а наименьший отрицательный вычет его есть 5—8 = — 3. Сле
довательно, абсолютный малый вычет 45 по модулю 8 е с т ь — 3.

3. Наименьший отрицательный вычет — 38 по модулю 7 есть — 3; 
наименьший положительный вычет этого числа будет 7— 3 =  4. 
Следовательно, абсолютно малый вычет—38 по модулю 7 есть —3.

4. Наименьший положительный вычет числа 44 по модулю 8 
есть 4, а наименьший отрицательный вычет его есть — 4. Так 
как оба вычета по абсолютной величине равны, то получатся 
два абсолютно малых вычета: -|~4 и ■— 4.

122. Теорема Ферма. Если а не делится на простое число р„ 
то имеет место сравнение

ар- 1 ^  2 (той р).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем возрастающий ряд натураль
ных чисел от 1 до р — 1 включительно:

1, 2, 3, 4, . . . ,  тп, . . . ,  п, . . . ,  р —  1. (1)
В этом ряду находятся числа, меньшие р и взаимно простые 

с ним. Умножив каждые из чисел ряда (1) на а, получим ряд:
1 а, 2а, За, Аа, . . ., та, . . ., па, . . ., (р — 1)а. (2)

Ни одно из чисел этого ряда не делится на р (п. 48, сл. 2). 
Пусть остатки от деления чисел ряда (2) на р будут соответ
ственно:

Г ^8» * ' ч  ' •, Гр — 1- (3)
Всех остатков будет р — 1.
Докажем, что все эти остатки различны между собою. В са

мом деле, если бы мы допустили, что между этими остатками 
существуют два равных остатка, например, гт — г„, то разность 
па — та — (п — т)а должна была бы делиться на р, а это невоз
можно, так как а и п — т  суть числа простые относительно р. 
Так как остатки (3) все различны и каждый из них меньше р, 
то они представляют собою числа натурального ряда 1, 2, 3, 4, 
5, . . . , р — 1, взятые, быть может, только в другом порядке. 
В таком случае должно существовать равенство

ггг3г3 =  1 • 2 • 3 • 4 . . .  (р — 1). (1)
Зная, что всякое число сравнимо со своим остатком, если 

ва модуль принять делителя (п. 88), мы получаем следующий 
ряд сравнений по модулю р:

10 =  /-! 1 
2 о =  гг I 
Зо^Ак |  (Ш0(3 Р)

(р — 1) а =  Тр—! '

43
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Перемножая почленно эти сравнения между собою, мы найдеч?

1 - 2  - 3 -  4 - 5 . . . ( р  — 1)в*-1  з= ггг2г, . . . гр_ 1 (той р).
Зная, что ггг2гв . . . />_1 =  1 • 2 • 3 . . . (р — 1), мы предыду-1 

щее сравнение заменяем таким сравнением:
1 • 2 - 3 - 4 • 5 . . .  (р — \)а р~ 1 ^=1 • 2 ■ 3 ■ 4 . . . (р — 1) (той р),[

Члены этого сравнения могут быть сокращены на произве
дение 1 • 2 • 3 • 4 ■ 5 . . .  (р — 1) (п. 97). Выполнив это сокраще
ние, найдем:

ар~ '=  1 (той р), 
ч то л требовалось доказать.

Следствие. Каково бы ни было а, но если р число простое 
то имеет место сравнение

ар ч=а (той р). (1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем выражение ар — а — а (ар~1 — 1). 

Докажем, что это выражение при любом значении а разделится 
на простое число р. Рассмотрим два случая. Первый случай: а де* 
лится на р. Тогда и произведение а (а р~Л - 1 )  разделится на р, 
а делимость этого произведения на р выражается сравнением

а{ар~ Л — 1) =  0 (той р), 
или, что одно и то же, сравнением

ар =  а (той р).
Таким образом, теорема для этого случая доказана.
Рассмотрим второй случай: а не делится на р. В таком случае* 

разность ар~ 1— 1 разделится на р; тогда на р разделится и про
изведение а(ар~ 1— 1), а делимость этого произведения на 
выражается сравнением (1). Таким образом, и для этого случач 
теорема доказана.

Проверить справедливость сравнений:
1) 212 =  1 (той 13)
2) 24 1 (той 5)
3) 1016~  1 (той 17)

Р е ш е н и е .  Прежде всего вспомним, чго произведение не
скольких чисел и произведение их остатков равноостаточны 
относительно одного и тогО же делителя, а равноостаточные 
числа сравнимы между собою по данному модулю 17.

Находим:
10м ==100°== 158 =  2254 =  4<=г4 • 6 4 — 4 • 13 =  1 (той 17)
4) 405и =  1 (той 31).
Р е ш е н и е .  40*° =  9ао =  8115 — 1916 =  19 • 19и = 1 9  • 361’ =  

— 19 • 20’ =  19 • 20 • 400* =  8 • 28’ ~ 8 • 28 • 28*^224  . 784зз,
•=7 ■ 9 = 1  (той 31).



123. Теорема Эйлера. Если а и Ь два каких угодно взаимно 
простых числа, то имеет место сравнение

(той Ь).
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а и Ъ — два каких угодно взаимно про

стых числа. Пусть будет к =  ?(*); пусть эти к чисел будут
С3, . .  Ст , . .  С„ , . . Сн  .  ( 1 )

Умножив каждое из чисел ряда (1) на а, получим:
сЛа, сга, сга, . . ., ста, . . .,с„а сКа. (2 )

Обозначим остатки от деления чисел этого ряда на Ь соот
ветственно через

^1> Т ’1г Г 3> • • ч  Г1Ч, • ■ •> Г„ , . . Гн . ( 3 )

Докажем, что все эти остатки различны между собою. В са
мом деле, если бы мы допустили, что между этими остатками 
существует два равных остатка, например, гт — гп , то разность 
ас„— аст — (с„ — ст)а должна была бы делиться на Ь, а это не
возможно, так как а и Ь числа взаимно простые, а с„ — ст 
меньше Ь.

Так как остатки (3) все различны, меньше Ь и взаимно просты 
ей, то они представляют собою числа ряда(1), взятые, быть может, 
только в другом порядке. В таком случае должно существовать 
такое равенство:

с,г2 с3 . . .  ст . .  . сп . . . сн — г, г2 г, . . . гт . . . г„ . . . гл (4)
Так как всякое число сравнимо со своим остатком, если за 

модуль принять делителя (п. 88), то получим следующий ряд 
сравнений по модулю Ь:
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с1а= ^г1 
с2а =  г2 
с3а ^ г 3 (той Ь)

ск а ==гк

Перемножая почленно эти сравнения между собою, мы найдем: 
с, с2 с3 . . . ск а* =  гу г2 г3 . . . гк (той Ь).

Зная, что сх с2с3 . . . ск =  г, г2г3 . . .  гк , мы предыдущее срав
нение заменяем таким сравнением:

- с, сг с3 . . . ск ан сх СцСз . . .  ск (той Ь).
Члены этого сравнения могут быть сокращены на произве

дение сг слса . .  .ск (п. 97). Выполнив это сокращение, найдем
ан =  \ (той Ь). (5)

Но так как к= у{Ь ), то предыдущее сравнение может быть 
представлено в таком виде:

а  ?(*)==! (пгоа Ь). (6)



Таким образом, теорема доказана полностью.
Это важное сравнение принято называть обобщенной тё  ̂

оремой Ферма, так как при Ь, равном простому числу р, полу' 
ним из теоремы Эйлера, как следствие, теорему Ферма:

аР-* =  1 (той р). (7)

П р и м е р ы .  1) 10 'р(9)=н1 (той 9)
Р е ш е н и е ,  да (9) =  <р (З2)—3(3—1)= 6 , а 106= 1  (той 9).

2) 15 ? (8) =  1 (той 8).

Р е ш е н и е .  <р (8) =  8 ( 1 -----^  ) =  4; 154 =  74 =  49*=  1 (той 8).

3)14* <">н=1 (той 15).
Р е ш е н и е ,  <р (15) =  <р(5) <р (3) — 8 .

14®==196«=1(той 15).

Г Л А В А  Д Е В Я Т А Я

Сравнение первой степени
124. Сравнение с одним неизвестным х по выполнении над-1 

лежащих преобразований (раскрытие скобок, перенесение неиз« 
вестных членов в левую часть сравнения, а известных членов-га 
в правую часть и приведение подобных членов в каждой части)] 
может быть приведено к виду

ах =  Ь (той к). (1)

Заметим, что коэффициент а мы всегда можем сделать поло* 
жительным, переменив в случае надобности перед членам^ 
сравнения знаки на противоположные. Числа, которые, будучи, 
подставлены в сравнение (1) вместо неизвестного х, удовлЛ  
творяют этому сравнению, называются корнями сравнения] 
Решить сравнение (1) значит найти его корни. Д ва сравнения|  
которым удовлетворяют одни и те же кисла, называются 
равносильными, эквивалентными. Если  а есть корень сравней 
ния (1), то и все кисла, сравнимые с а. по подулю к, будут кор\ 
ням и этого сравнения (п. 103). Эти корни считаются, как одим 
корень сравнения (1). Напротив, два или несколько чисел, удо^ 
влетворяющих сравнению (1), но не сравнимых между собоюн 
по модулю к, считаются за различные корни сравнения (1). При 
решении сравнений вида (1) могут представиться два случая;!

\) Коэффициент а и модуль к кисла взаимно простые:

(а ,Ъ )=  1.
2) Коэффициент а и модуль к имеют общего наибольшего 

делит еля  й: (а, к) — й.
Рассмотрим оба случая.
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125. Первый случай: коэффициент а и модуль к числа вза
имно простые: (а, к) =  1.

Докажем, что сравнение ах =  Ъ (той к) (1) в этом случае  
всегда возможно и имеет одно и только одно решение.

В самом деле, подставляя в линейное выражение ах — Ь 
нместо х  последовательно числа полной системы вычетов по 
модулю к

О, 1, 2, 3, 4, . . ., * - 1 ,  (2)
мы получим систему чисел, не сравнимых между собою по мо
дулю к (п. 119). Отсюда следует, что между числами (2) на
ходится одно и только одно число, при котором выражение 
ах—Ь разделится на к, выражение ах — Ъ окажется сравнимым 
с 0 по модулю к. Значит, найденное число удовлетворяет 
сравнению (1). Это-то число и называется корнем сравнения (1). 
Обозначим этот корень сравнения через а. Число а находится 
попытками — путем подстановок в сравнение (1) чисел ряда (2). 
Такой метод решения сравнений называется методом проб. 
Формула

х =  а (той к)
означает, что а есть корень сравнения (1). Таким обозначением 
мы как бы подчеркиваем, что нами рассматривается весь класс 
чисел, как одно целое, а не его отдельные числа, соответству
ющие тому или другому значению х.

Все числа, удовлетворяющие сравнению (1), получим по 
формуле

&7 +  «,
давая я значения 0, 4 ;  1, +  2, + 3 ,  . .  . Эти числа находятся в ряду 

. . ., — 3* +  а, — 2к -{- а, — к +  а, а, а -}- к, а +  2#, а -|- З#, . . .
Но это бесконечное множество чисел, удовлетворяющих 

сравнению (1), принадлежит к одному классу с числом а по мо
дулю к, а потому оно считается за одно решение сравнения (1). 

П р и м е р .  5 х е е е З  (той 9). (1)
Р е ш е н и е .  Коэффициент 5 и модуль 9 — числа взаимно про

стые. Приведенная система вычетов по модулю 9 представится 
рядом

О, 1, 2, 3, 4, 5, б, 7, 8 .
Подставляем в наше сравнение вместо х  числа приведенной 

системы вычетов. При х  — 6 сравнение удовлетворяется:
5 - 6  =  3 (той 9).

Следовательно, решение сравнения (1) представляется так:
х ~ 6  (той 9).

Все числа, удовлетворяющие сравнению (1), получим по 
формуле

9Я + 6,
давая я значение 0 +  1, +  2 , +  3 , . . .



Числа
. . 2 1 , -  12, — 3, 6, 15, 24, 33, . . .

хотя и удовлетворяют нашему сравнению (1), по так как они 
принадлежат к одному классу чисел с числом 6 по модулю 9, 
то считаются за одно решение нашего сравнения.

126. Укажем второй способ решения сравнения
а х ~ Ь  (той к). ( 1)

Коэффициент а и модуль к числа взаимно простые.
Второй способ решения (1) основан на применении теоремы* 

Эйлера.
Имеем

(той *).
Умножая обе части этого сравнения на Ь, получаем:

(той к).
Числа ах и ЬаЧ№\ сравнимые с третьим числом Ь по модулю к, 

сравнимы между собою по тому же модулю к (п. 90); имеем:
ах =  6а ч №) (той р).

Сокращая обе части этого сравнения на а, окончательно по
лучаем:

(га0й к). (2)
Если к есть простое число р, то формула (2) примет вил:

х = Ъ а р~~г (той р).
П р и м е р ы .  1) 5 ^ = 3  (той 9).
Р е ш е н и е.

ф )  =  <р(3’) =  3 ( 2 -  1) =  6 ; <р(9) — 1 = 5 .
Получаем:

д г ^ З  ■ 5 * ^ 3  • 5 ■ 252^ 6  • 72 =  6 • 4 =  6 (той 9). 
Действительно, при х =  6 наше сравнение удовлетворяется
2) 7 х =  — 2 (той 10).
Р е ш е н и е .  Имеем:

^(Ю) =  <р(2) <р(5) =  4. 
л — ( _ 2 ) . 7 3 =  (—14) . 72~ ( —4) • 9 =  — 6 (той 10).

Заменяя здесь — 6 его наименьшим положительным вычетом! 
по модулю 10, находим:

д: =  4(той 10).
3) 8л =  5 (той 11).
Р е ш е н и е .  Имеем:

.х:=  5 ■ 89= 4 0  • 64* =  7 • 9*==7 • 81*== 7 - 42^ 7  • 5 =  2 (той И).; 
Действительно, при х =  2 наше сравнение выполняется.
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4) Возьмем сравнение
а х ~ Ь {той к)- (1)

Пусть наименьшие положительные вычеты а и Ь по модулю к 
соответственно будут ах и Ьх. Тогда

а =  4  «1. Ь =  к<?г +  *!■
Тогда наше сравнение примет вид;

кдхх  4- с!х== 4- (той #). (4)
Возьмем очевидное сравнение (оно возможно при всех зна

чениях х)
кЯ\ х  кЯг (т ой к).

Вычитая это сравнение почленно из сравнения (4), получаем 
сравнение, эквивалентное данному сравнению (1):

ахх ' ^ Ъ х (той к).
Таким образом, мы доказали, что числа а и Ь могут быть 

заменены их наименьшими полож ительными вычетами ах и Ь, 
по модулю к.

Применим сказанное к решению сравнений:
5) 15л: 53 8 (той 13).

Р е ш е н и е .  Получаем
2дггн8 (той 13).

Сократив обе части полученного сравнения на 2, имеем:
л: =  4 ( т о й  13).

Действительно, при х  — 4 наше сравнение удовлетворяется.
6) 1 4 х ~ 5 3  (той 11).

Р е ш е н и е .  Имеем:
З х ~  9 (той 11).

Сокращая обе части сравнения на 3, получаем окончательно
х~2>  (той 11).

Действительно, наше сравнение выполняется при х  =  3.
7)41х =  68 (той 13).

Р е ш е н и е .  Наименьшие положительные вычеты 41 и 68 по 
модулю 13 соответственно равны 2 и 3. Тогда данное сравнение 
■аменится эквивалентным ему сравнением

2х =  3 (той 13),
которое удовлетворяется при х ~ 8 .  Следовательно, решение 
данного сравнения представится так:

х  ~  8 (той 13).
Решим еще один пример:

8) 37*== -  61 (той 17).
К (!. Л а з з р е  в. Теоретическая ариф метика, ч. II
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Р е ш е н и е .  Заменим 37 и — 61 их наименьшими положитель
ными вычетами 3 и 7 по модулю 17. Получаем:

З х = 7 ( т о й  17).
Решив это сравнение, найдем:

х =  8 (той 17).
Действительно, данное сравнение удовлетворяется при х = 8 .]
127. Решение сравнений с помощью непрерывных дробей.
Пусть дано сравнение

а х ~ - Ь (той к). (1)
Заметим, что а я к — числа взаимно простые.
Сущность этого способа заключается в том, что решение 

сравнения (1) сводится к нахождению какого-нибудь целогд 
значения х  из неопределенного уравнения

ах — ку =  Ь. (2)
Действительно, сравнение (1) означает, что разность а х — 

делится на к. Обозначая частное от деления ах — Ь на к через у\ 
находим:
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откуда для определения х и у  получаем неопределенное уравне 
ние первой степени с двумя неизвестными (2).

Теория непрерывных дробей дает нам возможность найт* 
одну пару целых решений неопределенного уравнения (2). Зна! 
одно значение х, мы тем самым найдем и решение сравнения (1)|
Покажем, как это делается. Возьмем дробь обратим ев
в непрерывную дробь и найдем предпоследнюю подходящую дроб(рп - И \

(последняя подходящая дробь есть берем затем раз
ность подходящих дробей:

Рп- 1 ___ к _ _  (—1)°-1
()п—1 а а 0 л—1

Освободив это равенство от знаменателей, получим:
а — Оп- 1 к —  (— I)"-1, 

/ V ,  а - ( - 1)»-1 =  к.
Переходя от равенства к сравнению, получим:

Рп- \ а ^ ( — I )”- 1 (той к). (3)
Здесь могут встретиться два случая; первый случай: п—\ 

число четное; второй случай: п —1 число нечетное. Рассмотри* 
оба случая. Первый случай: п — 1 четное число.

Тогда получаем:
Ра- 1  а := 1 (той к).



Умножив обе части этого сравнения на Ь, находим: 
аЬРп-ъЕ^Ь (той к).

Сравнивая это сравнение с сравнением (1), получаем: 
ах 75г аЬРп- \  (той к),

откуда
х  ЬР„ - 1  (той #).

Рассмотрим второй случай: п — 1 число нечетное. Тогда сравне
ние (3) примет вид:

Рп-\а  — 1 (той к).
Умножив обе части этого сравнения на — Ь, получаем:

— аЬР„ _ 1  ~  Ь (той к).
Сравнив это сравнение с сравнением (1), находим: 

ах =  — аЪРг,-1 (той к),
откуда

х =  — ЬР„-1 (той к). (5)
Соединяя обе формулы решений в одну, получим: 

я  =  (— 1)я~1 ЪРп- \  (той к).
Таким образом, чтобы найти решение сравнения

ах =  Ь (той к)
г помощью непрерывных дробей, нуж но определить числит еля  
предпоследней подходящей непрерывной дроби от обращения
дроби в непрерывную дробь, и ука за т еля  порядка этой пред
последней подходящей дроби. Тогда решение сравнения (1) вы
разится формулой:

х  =  (—  1)я- ,6Я я_, (той к). (6)
П р и м е р .  Решим сравнение 7х =  5 (той  19).

19Р е ш е н и е .  Дробь - у  обратим в непрерывную; находим
1<) з
7 = ( 2 ,  1,2, 2). Предпоследняя подходящая дробь -у третьего 

порядка, Р 3 =  8. Применив формулу (6), получим:
л  =  — 40 (той 19) или х  ~  — 2 (той 19).

Но это решение мы можем представить в другом виде, заме
нив — 2 его наименьшим положительным вычетом по модулю 19, 
который есть 17. Получаем:

х  =  17 (той 19).
128. Рассмотрим второй случай: коэффициент а и модуль 

I сравнения
а х ^ Ь  (той к) (1)

Хмеют общего наибольшего делит еля й : (а, к) — й.
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Этот же общий наибольший делитель коэффициента а и м< 
дуля к должен делить и Ь\ если это условие не соблюдено, т  
сравнение (1) не имеет решения. И, действительно, мы показал! 
что решение сравнения (1) сводится к нахождению одного к| 
кого-нибудь целого значения х  из уравнения

Но из алгебры известно, что когда коэффициенты а и к имен! 
общего множителя, который не делит нацело Ь, то неопроди 
ленное уравнение (2) не имеет целых решений. А раз урашя 
ние (2 ) не имеет целых решений, то и сравнение (1) не имев 
решений. Отсюда следует, что существуют сравнения первой 
степени, не имеющие решений, как, например, сравнения

15л =  7 (той 25), 1 2 х = 5  (той 14), Ах =  3 (той 10).

Мы исключим из рассмотрения такие сравнения. Докаже! 
теорему:

Теорема. Если общий наибольший делитель й чисел а и 
делит Ь, то сравнение

ах== Ь (той к) (1)
имеет й корней.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим частные от деления а и |  
на (1 соответственно через а 1 и кг, ясно, что аг и к\ числа вз! 
имно простые (п. 34). Имеем: а  — а Д  к — к\й. Пусть будет а, 
частное от деления Ь на й\ Ъ =  йЬх. Подставив найденные для в| 
Ь, к выражения в сравнение (1) и разделив обе части получеЦ 
ного сравнения и модуль на й, получим сравнение:

Полученное сравнение (2) имеет одно решение, которое пЙ 
одному из указанных способов мы можем найти. Пусть каким! 
нибудь способом мы нашли, что

Покажем, что а удовлетворяет и сравнению (1). Это док*] 
зать не трудно. Имеем:

й!а ~  Ь\ (той к\).

ах  — ку — Ъ. (2)

ахх  =  Ьх ("той к\). (2)

а (той к\).
У нас а есть одно и только одно из чисел ряда 

0, 1, 2 , 3, . . * ,  -  1.

(3)

Из определения сравнения следует, что 
числу.

Умножив числителя и знаменателя выражения 
и помня, что а ус1 — а, Ь ^ — Ь, кх й — к, получаем: 

й\ — Ьхй  а% — Ь
-— =  целому числу,



яч

^ткудя
а а . Ь  (той к),

|То и требовалось доказать.
I Теперь докажем, что всякое решение сравнения (1) удовле
творяет и сравнению (2). Пусть будет

.V __ 6 (той к)
Ьешением сравнения (1). Тогда из определения сравнения сле
дует, что

а ? -Ь
■ ^— =  целому числу.

Разделив числителя и знаменателя выражения на й и

[помня, что ^ -  =  аи ~  — Ь1, - ^ -  — к\, находим:
 Ь_

й й 0]Р — Ь\
 к  ^  к ~ ~  целомУ числу.

а
Переходя от равенства к сравнению, получаем: 

аф ~  Ьх (той к),
что и нужно было доказать.

Мы знаем, что сравнение (2) имеет одно и только одно ре
шение

х  а (той к).
Тогда все числа, удовлетворяющие сравнению (2), а, стало 

быть, и сравнению (1), будут заключаться в формуле
Х — а-\-к1 Я,

' де я есть любое целое число.
Но один класс чисел по модулю к может распасться на не- 

колько классов по модулю кг  В самом деле, давая я значения
О, 1, 2 , 3 , . . . ,  й — 1,

|Юлучим й чисел:
а> а Н~ к\, а - |-  2 ки а 3^1, . . ., а -(- (й—1) ки (4)

Любое из чисел этого ряда меньше к, а разность каждых 
двух чисел этого ряда по абсолютной величине подавно будет 
меньше к. Следовательно, числа нашего ряда принадлежат к <1 
различным классам по модулю к. Но так как эти числа при
надлежат к й различным классам по модулю к, то эти числа 
и будут составлять й различных решений сравнения (1); эти ре
шения определяются посредством решения сравнения (2) фор
мулами:

х  =■ я 
х  == <х "Н кг
х = а  +  2 ( т о й  к). (5)

X ~  а +((1 1) к.



Таким образом, теорема доказана.
П р и м е р .  1 5 л := 1 8  (той 21). (1)
Р е ш е н и е .  Общий наибольший делитель коэффициента 11 

и модуля 21 равен 3; так как 3 делит 18, то сравнение возможн] 
и имеет три решения. Деля обе части сравнения (1) и модул( 
на 3, получим сравнение

5х =  6 (той 1). (2)

Решив сравнение (2), получим:
х  == 4 (той 7).

Составляем три числа: 4, 4 +  7 = 1 1 ,  4 +  2 -  7 =  18.
Тогда решения сравнения (1) выразятся формулами:

а: =  4 |
х  =  11 (той 21). 
х  ■== 18 )

129. Теперь покажем, как найти все значения х , одновре|  
менно удовлетворяющие системе сравнений такого вида:

ахх  ^  Ьх (той кг) 
а2х  =• Ь2 (той #2) 
агх  =  Ьа (той #3)
................................................................  (О
апх ~ Ь „  (той кп ).

Заметим, что и — числа взаимно простые (/ =  1, 2, 3 , . .
Решим первое сравнение. Пусть будет

х  — ау (той $,)

его решение. Тогда все числа, удовлетворяющие первому срав-« 
нению, заключаются в формуле х  =  а1-}-#1.у1 (1), где у г есть ка-:| 
кое угодно целое число. Чисел, удовлетворяющих первому срав«] 
нению, бесчисленное множество. Но из этих чисел нам надо 
выбрать те, которые удовлетворяют одновременно и второму] 
сравнению. Подставляя во второе сравнение вместо х  найден-Ц 
ное для него выражение «1+ ^ 1, получаем условие для опре-а 
деления у г :
а*а1 +  й2^ 3,1 (той *2), или а2к 1 У 1 ~ Ь .—а,а1 ( т о й * 2). (2)

Обозначим через общего наибольшего делителя коэффи
циента а%к 1 и модуля #2. Если </, делит разность Ь2 — а2а.и то̂  
сравнение (2) имеет решение; тогда всякому значению у х будет- 
соответствовать определенное значение х ,  определяемое по фор
муле (1). Всякое такое значение х  будет удовлетворять обоим 
первым сравнениям нашей системы (I). Если же йх не делит раз
ности Ъ2—а2о.и то сравнение (2) не имеет решения, стало быть, 
система (I) невозможна. Положим, что йх делит разность Ь2— ага,,
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Рязделив обе части сравнения ('?) и модуль на </, и решив по
лученное сравнение, которое имеет только один корень, находим:

а2 (той ■&•), откуда у х =  а2 +  , у 2,

где у г есть какое угодно целое число. Подставив найденное для 
у, выражение в равенство ( 1), находим:

х =  Й! к\У\ =«1  +  #1«2 -]---- • У2* (3)1

Число — Ф -  (п. 60) есть общее наименьшее кратное модулей
и #2, которое обозначим через #1а. Получаем:

х = а .1- \-к \^ - \ -к ц  у^- (4)
Переходя от равенства к сравнению, находим:

х  =  а.г-\-кга-ъ (той #12). (5)
Если модули к\ и #2—числа взаимно простые, то формула (5)

примет вид:
х  =  а, + ^ а 2 (той кгкг)- (6)

Мы нашли, что совокупность значений х, удовлетворяющих 
одновременно первым двум сравнениям системы, выражается фор
мулой (5) или же формулой (6).

Теперь из всех значений х, одновременно удовлетворяющих 
обоим первым сравнениям системы (I), нам надо выбрать те, 
которые удовлетворяют и третьему сравнению системы. Эти 
значения х  мы найдем из условия

а3«г а3 кг*-* +  «з ^ п У г т~ ьь (той #3),
агкг-2 Уг =  Ьг — (а3а, +  аькг*г) (той кв). (7)

Обозначим через с?2 общего наибольшего делителя коэффици
ента агк\2 и модуля к3- Если Л2 делит и разность Ь3 — (ааа, а^кг^г), 
то сравнение (7) имеет решения. Тогда всякому значению у г будет 
соответствовать определенное значение х, определяемое по фор
муле (4). Всякое такое значение х  будет удовлетворять одно
временно первым трем сравнениям системы (1). Если же не де
лит разности Ья — (а3щ 4- а3к\°.2), то сравнение (7), а следовательно, 
и вся система (I) невозможны. Предположим, что сравнение (7) 
возможно. Разделив обе части сравнения (7) и модуль к3 на (1, 
■ решив полученное сравнение, найдем:

^ 2- а 3 ( т о й - ^ ) ,
откуда

У  г —  « з +  — д —  Уз,

где _у3 есть какое угодно целое число. Подставив значение VI 
в равенство (4), получим:

Х — а1 +  ̂ 1*2 +  #12*3 Ч У*'



Заметим, что общее наименьшее кратное двух чисел раии| 
частному от деления их произведения на их общего наибольшего
делителя (п. 60). Значит, число есть общее наименьше!
кратное #12 и кг, где кп  есть общее наименьшее кратное моду* 
лей к\ и кг- Из теоремы „Чтобы найти общее наименьшее крат« 
ное трех чисел, нужно найти сперва общее наименьшее кратно^ 
первых двух чисел, а затем общее наименьшее кратное этого 
общего наименьшего кратного и третьего числа. Это последнее 
общее наименьшее кратное и будет искомым общим наименьшим
кратным трех данных чисел", следует, что число естУ
общее наименьшее кратное модулей к и к>, кг, которое обозик 
чим через кт-

Тогда предыдущее равенство примет вид:
х = а ] -)-#ха2 -|~^12яз Уз-

Переходя от равенства к сравнению, найдем:
х  =  а1 “~(~#1а2 ~Г #12*3 (той кцз). (8)

Мы нашли, что совокупность всех чисел, удовлетворяющим 
одновременно первым трем сравнениям системы (I), выражается 
формулой (8). Если модуль ки к>, кг — числа попарно простые,] 
то формула (8) примет вид:

+  (той кхк2к3)- (9)
Рассуждая таким же путем и далее, мы в конце концов при-л 

дем к такому заключению:
Несколько сравнений вида (I) или  вовсе не имеют решения, 

и ли  же имеют одно решение, состоящее из чисел одного класса  
по Модулю, равному общему наименьшему кратному модулей, 

к%, К , . . . ,  кп■
Тогда решение системы сравнений (I) выразится формулой

■*=«! +  #1 Я2 ~Ь#12аЗ #123 а4 4~ • • • ”Ь
+  #128. . .  (я-1)ай (той #128 •■ • « ) ( Ю )

Если же модули ки к-г, к$, • . к„ — числа попарно простые, 
то формула (10) примет вид:

X == к\ Я2 +  к\ #2 ®8 +  #1 #2 #3 а4 +  • • • “Ь
+  к2 кг . . . кп- 1  ай (той кх к.2 к*- . . кп)- (11)

В последнем случае система всегда возможна.
130. П р  и м е р  1. Решить систему сравнений:

7 х ~ 2  (той 9), \ \ х ~ \  (той 21), 4х==-5 (той 15).
Р е ш е н и е .  Решив первое сравнение, найдем х  =  8 (той 9); 

«1 =  8. Все числа, удовлетворяющие первому сравнению, заклю
чаются в формуле л: =  8 4 - 9_у|. Подставив значение х  во вто
рое сравнение, получим: 88 +  99^х^з.1 (той 21), или 9 9 ^
=  — 87 (той 21). Общий наибольший делитель коэффициента 99
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N модуля 21 р 1вен 3; 3 делит 87; рл целив обе части предыду
щего сравнения и модуль на 3, получим 33 у ,  — 29 (той 7), 
я (то сравнение может быть приведено к виду 5 _ У | — 1 (той 7). 
;•)№ сравнение имеет решение ^ 1 -^ 4  (тос17); а2 — 4. Все числа, 
удовлетворяющие сравнению 5 _у, —  -  1 ( т о й 7), заключаются 
п (формуле У1 — 4-± :7у2. Подставив выражение у ] в равенство 
х -8  +  9_у1, найдем: л  — 44 +  63у 2- Подставляя выражение х  
и третье сравнение, получим:

176 +  252_у2= 5  (той 15), или 252_у2 =  — 171 (той 15).
Общий наибольший делитель коэффициента 252 и модуля 15 

равен 3; 3 д ел и т—171. Разделив обе части сравнения и модуль 
на 3, получаем: 84^ 2~ — 57 (той 5), или 4 у 2 =  3 (той 5).

Решив это сравнение, получим: у . , ~ 2 (той 5); а3 = 2 .
Применим формулу:

' л: =  а, +  *1<х2 + # 12а3 (той #,23).
*„ =  от(9,21) =  63; =  от (9,21, 15) =  от (63, 15) — 315-

Получаем
х г = 8  +  9 - 4 +  63 • 2 (той 315),

или
л  =  170(той 315).

Таким образом, один класс чисел по модулю 315 образует 
решение нашей системы сравнений.

П р и м е р  2. Решить систему сравнений:
2 х  = 1  (той 3), 3 x ^ 2  (той 5), 4 x ^ 5  (той 7),

З х ~ 8  (той 11).
Р е ш е н и е .  Решим первое сравнение; находим: х  =  2 (той 3); 

а1 =  2. Все числа, удовлетворяющие первому сравнению, заклю
чаются в формуле х  — 2 4 - 3 ^ .  Подставим выражение х  во вто
рое сравнение, получим 6 +  9 у г ~  2 (той 5), или 9у у =  — 4 (той 5). 
Э т о  сравнение может быть приведено к виду 4у 1 ~  — 4 (той 5), или 

=  — 1 (той 5), откуда у г =  4 (той 5); а2 =  4. Все числа, удовле
творяющие этому сравнению, заключаются в формуле у  1 =  4 +  
+  5.у._>. Подставив выражениеу^ в равенство х  — 2 +  3 у {, получим: 
.« = 1 4 + 1 5 ^ 2 -  Подставив выражение х  в третье сравнение, по
лучим: 56 +  60д/2 =  5 (той 7), или 60_у2^  — 51 (той 7). Это срав
нение может быть заменено сравнением 4 _у3=  5 (той 7).

Решив это сравнение, найдем: _у2~ 3 ( т о й  7); а3 =  3. Все 
числа, удовлетворяющие сравнению 4 у г =  5 (той 7), заключаются 
в формуле у 2 =  3-{-7Уз; подставив выражение у г в равенство 
к —  14-}-15_у2, находим: х=г-59 +  1 0 5 подставив полученное 
выражение х  в последнее сравнение нашей системы, находим:

177 +  З15_у3 =  8 (той 11) или З15^3тн-— 169 (той 11).
Заменим это сравнение эквивалентным ему сравнением 7 у 3^  

== — 4 (той 11). Заменив — 4 его наименьшим положительным 
вычетом 7 по модулю 11, получим: 7 у я =  7 (той 11) или у 3~  
=  1 (той 11); а4 =  1.

- 57



Применив формулу
л; = :  ̂  4 - ̂  а2 +  к2 а3 -|- кг кг кг а* (той кг к2 к3 к4), 

получим:
х==2 +  4 ■ 3 +  3 • 5 - 3 +  3 • 5 • 7 • 1 (той 3 • 5 7 • И),

или
х 174 (той 1155).
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Г Л А В А  Д Е С Я Т А Я

Сравнения высших степеней по простому модулю. 
Теорема Вильсона

131. Определения. Пусть
](х) =  айх п +  ахх ” ~ 1 +  а2хп _ 2 +  а3х п "  3 + . .  . -\-а„ (1)

будет целая функция п-й степени с целыми коэффициентами
®0> ®1> 2̂> ®3> • • •> •

Е сли коэффициент а0 старшего члена функции (1) не де
лит ся на р, то сравнение

айх» -}- аххп_1 -}-с2х” ~ 2 +  а3хп~ 3+  . . . +  аа~  0 (той р) (2)

называется сравнением п-й степени.
Е сли при х  — а. значение функции 1(х) делится на число р, 

то говорят, что а есть корень сравнения (2), и пишут:
Д«) =  0 (той р). (3)

Тому же сравнению (2) будут удовлетворять и все числа 
сравнимые с а по модулю р  (п. 103). Весь этот класс чисел счи
тается за один корень сравнения (2). Разные корни сравнения (2) 
не должны быть сравнимы между собою по модулю р. Значит, 
когда в теории чисел идет вопрос о нахождении всех решений 
сравнения (2), то дело идет о нахождении различных классов 
чисел по модулю р.

Чтобы найти корни сравнения (2), надо подставлять в это 
сравнение вместо х  последовательно числа полной системы вы
четов по модулю р:

0, 1, 2, 3, . . . , р -  1. (4)

Те из чисел ряда (4), которые будут удовлетворять сравне
нию (2), и будут его корнями.

В то время как всякое уравнение п-й степени имеет п реше
ний, есть, однако, сравнения высших степеней, которые не имеют 
ни одного решения. Так, например, сравнение

х 4 — 2а:3 — Зх2 +  4х  +  2 0 (той 5)

не имеет ни одного решения, в чем можно убедиться, испыты
вая числа 0, 1, 2, 3, '4,— представителей всех классов по
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модулю 5. Мы видим, что аналогия между сравнениями высших 
степеней и алгебраическими уравнениями не сохраняется во 
всей полноте.

Важнейшие и самые любопытные результаты, добытые в те
ории сравнений высших степеней, относятся к случаю, когда 
модуль р  есть простое число. Вот почему мы будем рассмат
ривать исключительно сравнения высших степеней по простому 
модулю р.

132. Теорема. Из сравнения
аох " +  «I* ”-1 +  02 X”- 2 +  а3 х н_3 = 0  (той р) (1)

может быть исключен всякий член, коэффициент которого 
делится на р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть коэффициент а2 при х ” 2 де
лится на р. Из делимости а2 на р  следует сравнение

а2 ==• 0 (той р).
Умножив обе части этого сравнения на х" 2, получим: 

а2х п~2 —  0 (той р).

Вычитая почленно это сравнение из сравнения (1), находим: 
айх п -{- ахх п А -р  а3х п~г -]-. . 0 (той р). (2).

Сравнение (1) мы заменили сравнением (2), в котором отсут
ствует член а2х п~2 сравнения (1). Коэффициент а2 этого члена 
делится на р. То же самое может быть сделано со всяким дру
гим членом сравнения (1), если коэффициент его делится на р.

В виду этого сравнение (1) может быть названо сравнением 
степени п-й, если коэффициент о0 старшего члена а0х п не де
лится на р \ если а0 делится на р, но ах не делится на р, то сравне
ние (1) будет уже сравнением не п-й степени, а степени п — 1.

П р и м е р .  Сравнение 
14л7 — 35л;6— 7 л;6 -)- 28л;4 -)- Зх3 — 2х* — Тх -|- 6 —- 0 (той 7)

есть сравнение не 7-й степени, а сравнение 3-й степени, и оно 
эквивалентно сравнению

Зл;8 — 2х2 -]- 6 =  0 (той 7).
133 . Теорема. Любой коэффициент сравнения

а0 х п а1х л '1 а2х п~2 -|- а3х  ” ”3 - | - . . .  +  аа =  0 (той р) (1)
может быть заменен его наименьшим полож ительным выче
том по модулю р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г2 будет наименьший положи
тельный вычет коэффициента а2 по модулю р . Получаем:

(той р), или а2—г2щ .О (той р).
Умножив обе части этого сравнения на х а~2, находим: 

а2х п~2 — г2х п~2 — 0 (той р).



Вычитая почленно это сравнение из сравнения (1), получаем? 
а0х п +  а ,*”- 1 +  л2хп~ 2 +  а3х п~3 + .  . .  +  вя ~  0 (той р).

Таким образом, член а2хп~2 мы заменили членом г2х ° - \
То же самое может быть сделано со всяким членом сравне* 

ния (1), если его коэффициент отрицателен или больше модуля р, 
П р и м е р .  Сравнение

17л 4 — 1 Зх3 5л* — х  -|- 2 0 (той 7) 
может быть заменено эквивалентным ему сравнением 

Зл:4 .х:3 -}- 5х^ +  6л: -)- 2 =  0 (той 7).
134. Теорема. Сравнение п-й степени

а0х " -}- ахХа~г а2х п~2-\- агх п~3 • • .-\-а„ е .̂ О (той р) ( 1)

можно преобразовать в эквивалентное ему сравнение, в кото
ром  коэффициент при х п равен единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем сравнение
а0х = 1  (той р) (2)

и решим его. Пусть а будет его корень. Имеем:
1 ( т о й р), или о0а — 1 = 0  (той р). (3)

Умножая сравнение (3) последовательно на
а2х п- 2,а&х п~3, . . а„

61)

у

получаем сравнения:
айа {ахл-^ — а ,хл~1 =  0 
айа ^ х п~г — а2х " -2Ев 0 
айаьгз.хп~г — а гх п~3 =  0 (той р)

а0ап а — а„ 0

Складывая почленно эти сравнения с сравнением (1), полу
чаем сравнение
а 0х ” а0а1лхп~'1 -}- а0а2ах”- 2 +  а 0а 3ахП~3 -}-. . . -(- а 0а„ а =  0 (той р).

Так как а0 есть число простое относительно модуля р, то 
полученное сравнение может быть сокращено на а0. Получаем 
сравнение:

х п -|- а 1ахя~1 + а 2а.хя~2 а 3оа”- 34 " .  . - 0 (той р), (4)

эквивалентное сравнению (1). Таким образом, теорема доказана. 
Отсюда мы приходим к такому правилу:
Правила. Чтобы преобразовать сравнение (1) в эквивалент

ное ему сравнение (4), в котором коэффициент старшего члена 
равен единице, нуж но предварительно решить сравнение-.

а йх  ~  1 ( т о й  р),



ы

старший член а0х п данного сравнения заменить членом х ”, а 
все остальные члены его умнож ишь на корень сравнения 
а ^ х ^  1 (той р). Полученное таким путем, сравнение (4) будет  
искомым.

П р и м е р .  Зл3 — 5х2 -\-2х  — 7 =  0 (той 11).
Р е ш е н и е .  Предварительно решаем сравнение

З х ^ и 1  (той И).
Находим:

х ~ 4  (той 11);а=н4.
Применив наше правило, получим сравнение 

х з _  20х3 +  8х  -  28 =■ 0 (той 11), 

которое, в свою очередь, может быть заменено сравнением 
+  2* 2 +  8х -1— 5 == 0 (той 11).

135. Теорема. Е сли сравнение п-й степени
а 0х ” а^хп Л - ]- агх п~2 +  агх П~3 +  а„ == 0  (той р)

имеет п различны х корней х ,, х 2, х.,, х 4, . . х„, то это сравнение
может, быть заменено эквивалентным ему сравнением, левая  
часть которого есть произведение п разностей между пере
менным х  и каждым из корней х и х 2 х 3, . . х п сравнения, 
умнож енное на коэффициент аа при х п .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дано сравнение
а0х а -}- а ,* ”-1 -| - а%х ”~2 -|- а3х п~3 аа~  0  (той р), (1)

х г, х 2, Хг, . . л:я — его различные корни. Имеем:
/  (х,) == 0 
/  (х2) == 0
/  (х3) ~  0 (той р).

/ ( х „ ) ~ 0
Требуется доказать, что сравнение (1) может быть заменено 

эквивалентным ему сравнением:
ап (х—хг) (х—х 2) (х —х 3) . . . (х —х„) =: 0 (той р).

Левую часть сравнения (1) обозначим через /  (х):
;  (х) —■ а 0х" +  ахх пЛ -{- а2х п~2 -\~а„

Имеем:
/  (х) =~ 0 (той р). (2)

Делим функцию (х) на разность х  ~ х {; обозначим частное 
через Л  (х), а остаток—через г,. Частное Л (.«) будет многочлен 
степени п — 1 с целыми коэффициентами, и первый его член 
будет айх п~л, а остаток г, будет постоянное число.

По свойству деления должно быть:
/  (х) =  (х —х,)  Л (х) +  г,. (3)



По теореме Безу имеем:
/(■*!) =  I»;

/ ( х х) == 0 (той р ); следовательно, и гг ~  0 (той р).

Принимая во внимание равенство (3), сравнение (2) можем 
представить в таком виде:

(х —*х) и  ( х )  +  г у =  0 (той р).

Член этого сравнения ги как делящийся на р, исключим из 
сравнения. Получаем эквивалентное сравнению (2) сравнение: 

(х —Ху) /у (х) =  0 (той р). (4)

Мы знаем, что х 2 есть другой корень сравнения (2). Срав
нение (4), как равносильное сравнению (2), должно выполняться 
при х  — х г. Получаем:

(Х2 —Х1 ) А  (х2) ~  0 (той р).

Из этого сравнения следует, что произведение (х2—Х у )  / ,  (х2) 
делится на р. Так как сомножитель х 2—х х не равен нулю и не 
делится на модуль р, то сомножитель /х(х2) должен делиться 
на р  (п. 40). Из делимости / х (х2) на р следует, что х г есть корень 
сравнения

Л (х) =  0 ^той р). (5)

Делим Л (х) на разность х —х 2; обозначим частное через / 2 (х), 
а остаток — через г2. Частное / 2 (х) будет многочлен степени 
п —2 с целыми коэффициентами, и первый его член будет а0х п~2, 
а остаток г2 будет постоянное число. По свойству деления 
должно быть:

/х (л) — (х—х 2) / 3 (х) +  гя. (6)

Полагая в этом тождестве х  — х 2, получаем:
/1 (х2) =  г„, а /х (х 2) =г 0 (той р)\ следовательно, и гг — 0 (той р).

Подставив в сравнение (4) вместо /Дх) его выражение, имеем: 
(х—X!) (х—х 2) /3 (х) +  г2 (х — Хх) == 0 (той р).

Член этого сравнения г2 (х —х х), как делящийся на р, исклю
чим из сравнения. Получаем эквивалентное сравнению (2) срав
нение

(х—Хх) (х—х 2) / 2 (х) т =  0  (той р). (7)

Мы знаем, что х г есть корень этого сравнения. Получаем: 

(х3—х х) (х 3—х 2/  (х3) 0 (той р).

Из этого сравнения следует, что произведение 
(х3 — х 1)(х 3 — х 2) / 2(х3)
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делится на р. Так как ни одно из чисел х л ■х1 и х 3 -  х % не 
равно нулю и не делится на простое число р, то и их произве
дение не разделится на р (п. 44).

В таком случае число Л (*з) должно делиться на р. Из дели
мости / 2 (х3) на р следует, что х 3 есть корень сравнения

/ 2(х) =  0 (той р).

Делим / 2(х) на разность х — х 3, частное обозначаем через 
Г3(х), а остаток — через г3. Частное / 3(х) будет многочлен сте
пени п — 3 с целыми коэффициентами, а остаток г3 будет постоян
ное число.

По свойству деления должно быть:
к  (*) =  (х — х 3) /з  (*) +  г,.

Полагая в этом тождестве д:г=х3, получаем: / 2(х3) =  г3,
а Дх3) =  0 (той р)\ следовательно и /з==0 (той р).

Мы нашли, что сравнение (2) эквивалентно сравнению (7). 
Подставив в сравнение (7) вместо многочлена / 2(х) его выра
жение

(х — * » )/,(* )+ /» ,
получим сравнение

(х — *,) (х — х,,) [(х — *,)/,(*) +  г3] =  0 (той р), 
или сравнение

(х — х х) х  — х 2) (х -  х ,) / :!0с) г3 (х — х г) (х — х 2) =  0 (той й).
Исключив из этого сравнения делящийся на р член

г3(х — х 1)(х  — х 2), 
получим эквивалентное сравнению (2) сравнение:

( х ~ х 1)(х — х 2) (х  — х 3) / 3 (х) 0 (той р).

Продолжая и далее так рассуждать, мы получим в конце
концов эквивалентное сравнению (2) сравнение:

(х — Х|) (х — х 2) (х — х 3) . . . (х — х п-л)/п-л (х) ~  0 (той р), (9)
где Л -1 (х) есть целая функция первой степени с целыми коэф
фициентами, и первый ее член есть а0х.

Сравнение (9) выполняется при х  =  х п . Получаем:
{Х-а X]) {Хп ~~ Х'2 ) (х,/ —— Х3) . . . (хп Хп—Л ) /я—1 (Хп ) 0 (той р }.

Так как ни один из сомножителей х п — х и х„ — х 2, . ■ 
х„ — х а- 1 не равен нулю и не делится на простое число р, то 
на р не разделится и их произведение (п. 45). В таком случае 
сомножитель / п- \ ( х а) должен делиться на р (п. 42).

Из делимости числа I а-\{хп) на р следует, что х„ есть корень 
сравнения

/ п~ л ( х ) ~ 0  ( т о й  р).



Делим / п-л{х) на разность х  — х„, частное будет в0( а остай 
ток гп постоянное число. По свойству деления должно быть*

/п - 1 {х) =  а0(х —  х„)-\~га .

Полагая в этом тождестве х  — х„, получаем 
/ п_1 (х„) —г„, / я_1 (х„) =  0 (той р);

следовательно, и г„==0 (той р). Подставив выражение /„ . . .ч  (лс)| 
в сравнение (9), находим:

( X  —  X , )  ( х  —  Х 2)  ( X  —  Х 3)  . . . ( х  —  Х „ _ ч )  [д 0 ( х  —  Х п  )  +  Г„ ] НИ

=  0 (той р).

Исключив из этого сравнения делящийся на р его член] 
гп (х  — х,) (х  — х 2) (х — х 3) . .  . (х — Х п - л ) ,  получим эквивалентное 
сравнению (2) сравнение

аи(х — X]) (х — х 2) (х — х 3) . . .  (х — х п ) =  0 (той р). ( 10)

Таким образом, теорема доказана.

138. Теорема. Сравнение п-й степени 
д0х"- |-й 1хп-1 +  аах п~2-)-ДаЛп_3+  . . . +  ап 0 (той р) (1)

не может, иметь более п корней.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если сравнение (1) имеет п корней) 

х и х 2, х 3, х 4, . . . , х „ ,  (2)
то можем написать эквивалентное ему сравнение

а0(х -  х х) (х — х3) (х — Ху). . . (х — х „ ) :н  0 (той р) (3)

Требуется доказать, что сравнение (3) не имеет никаких дру-.> 
гих корней, кроме п корней (2). Предположим обратное: до-' 
пустим, что сравнение (3) имеет еще п-\- 1 корень х«+и не срав
нимый ни с одним из корней (2) но модулю р. При нашем пред-! 
положении сравнение (3) при х =  хЛ+ч должно выполняться^ 
имеем:

аи(х„ + т — XI) (хл+1 =  х 2) (хи+1 — х 3) . . . (хп+1 — х„ ) == 0 (той р).

Легко заметить, что это сравнение невозможно, так как д0 
не делится на р и ;>и одна из разностей х„+1 — х,- не равна нулю 
( / = 1, 2 , 3, . . . , п )  и не делится на р, ибо все корни х ь х 21 
х 3, . .  ., х„ , х„-|-1 предполагаются различными и не сравнимыми 
между собою по модулю р. Следовательно, наше допущений 
что сравнение (3), кроме п корней (2), имеет еще п 1 корень 
х а+1 , является неверным. Таким образом, теорема доказана.

137. Теорема. Если сравнение
осх ” +  й^х” - 1 + а 2-кп_2 +  - • • +  а „ н = (т о й  р), ( I )
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левая часть которого есть многочлен п-к < тс псин с цс ш ип  
коэффициентами, имеет более п корней, то все коэффициенты 
этого многочлена (этого сравнения) делят ся на модуль р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сравнение (1), кроме п различных 
корней

х х> Х.2 , х 3, . . х а , (2;

имеет еще л 1 корень Хя+ь не сравнимый ни с одним из 
предыдущих корней (2) по модулю р. Требуется доказать, что 
а / =  0 (той р), где /  =  0 , 1, 2, 3 , . . п.

По условию теоремы должно быть: /(ху) =  0 (той р), где 
У = 1 ,  2, 3, 4, . . п, л-(-1. Зная п корней (2) сравнения (1), 
можно написать эквивалентное ему сравнение

о0(х — х 1) (х  —  х 2) ( х  — х 3) . . .  (х  — х„) =  0 ("той р).

Э то  сравнение выполняется при х  — х„+х; имеем: 
а0(лгп+1 — х х) (л:я+1 — х 2) (хП+, — х 3) . . .  (х„+л —  л п) —  0  (т о й  р).

Так как ни одна из разностей х„+х— х к (к —  I ,  2, 3 , . . . ,  п)
не равна нулю и не делится на р, ибо все корни Ль х 2 х п ,
х а+\ предполагаются различными и не сравнимыми по модулю р, 
то а0 должно делиться на р\ имеем: й0 =  0 (той р). Исключив из 
сравнения ( 1) член айх п , получаем сравнение

ахх п-1  +  а2х п~г +  а3х п~ъ - \ - . .  . 4 -  а„ =  0  (т о й  р). (3)

Это сравнение имеет п—1 корней х х, х 2, х 3, — , х я~х; можно 
написать эквивалентное ему сравнение

а,\ (х — х х) (х —х 2) (х—х 3) . . .  (х —л:а_ 1 ) = 0  (т о й  р).

Это сравнение выполняется при х  =  х П ; имеем: 
а х (Хп — х х) (х„ — х 2) (хп — х 3) . . .  (х„ —  х я-.х) = 0  (той р).

Так как ни одна из разностей х п — х^  (X =  1, 2, 3, . .  п — 1)
не равна нулю и не делится на р, ибо все корни х х, х 2, х 3, . .  х в 
предполагаются различными и не сравнимыми по модулю р, то 
л, должно делиться на р \  имеем:

а , =  0  (т о й  р).

Исключив из сравнения (3) член ахх п~Л, получим сравнение 
а%х п~г -)- а3х п~ъ 4 -  а1х в~4 +  . .  . 4"  ав == 0 (той р). (4)

Применяя к сравнению (4) те же рассуждения, какие мы 
применили к сравнению (3), придем к .  заключению, что а ,  де
лится на р:

=  0  (т о й  р).
К. С. Л а з  а р е в, Теоретическая ариф метика, ч. II

«5



г " Продолжая рассуждать и далее подобным же образом, мы 
в^конце концов придем к сравнению

а„-1Х-\-ав^ 0  (т о й  р), (5)

шмеющему два корня х г и х 2.
Получаем сравнения:

4 - а ,  =  0  1 (тск1 р у
а „ ^х г -\-ап -= 0 ]

^  Вычитая из первого сравнения почленно второе, получим 
С1 п- , {хх — х 2) ~ 0  (тос1 р).

Произведение ап- \  (х1—х 2) делится на р. Но так как х у—х% 
не равно нулю и не делится на р, то а я_ 1 должно делиться на р. 
Получаем:

а „_1 =  0  (т о й  р).
Исключая из сравнения (5) член а„-.%х, получим сравнение

а„ =  0  (т о й  р),

нз которого видно, что а„ делится на р.
Таким образом, теорема доказана.
Следствие. Если все коэффициенты сравнения делятся н<6 

модуль сравнения, то исключением их из сравнения сравнение 
приведется к  тождеству \

0 =  0  (т о й  р).

П р и м е р .  Сравнение
Ю х * - \Ъх  4-  20 =  0 (той 5)

удовлетворяется при любом значении -с =  0. 1, 2, 3, 4.
П р и м е ч а н и е .  В алгебре имеется такая теорема: „Если функн 

ция п-й степени/ ( х )  =  айх п а хх?~Л -\-а 2х п~24 - . . .  4 й» имее* 
более п  корней, то все ее коэффициенты равны 0“.

Этой теореме алгебры соответствует в теории чисел только 
что доказанная нами теорема: „Если сравнение..."

138. Теорема Вильсона. Произведение всех нат уральных чи
сел, меньших данного простого числа р, сложенное с едини
цей, делится на р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем простое число р. Требуется 
доказать, что имеет место сравнение:

1 • 2 • 3 .  . . О?— 1 ) 4 “ 1 = 0  (т о й  р).

По теореме. Ферма имеем сравнение:
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л*-1 — 1 = 0  (той р). (1)



Ряд чисел, меньших данного простого числа р  и взаимно 
простых с ним, имеет следующий вид:

1, 2, 3, 4 , . . . , р - \ .  (2)

Любое из чисел этого ряда удовлетворяет сравнению*(1). 
Так как числа ряда (2) не сравнимы между собою по модулю а  
то они и являются корнями сравнения (1). Следовательно, срав
нение (1) может быть заменено эквивалентным;ему сравнением

(х—1) (х—2) (х —3) (л—4). . . [х—(р— 1)] =  0 (той р), (3)

■ли сравнением
Х Р - 1 _ )_  5 1Х /’~ 2 $ 2Х Р ~ 3 +  $ г Х Р ~ *  +  8 4Х Р ~ 5 4 -  • • • 4 ~

4- 1 - 2 . 3 . 4 . . .  (р— 1 “ 0 (той  р), (4)

где $1 означает сумму всех вторых членов биномов, 5а—сумму 
всевозможных произведений вторых членов биномов, взятых по 
два, 53—сумму всевозможных произведений вторых членов бино
мов, взятых по три, и т. д.; произведение всех вторых членов 
биномов есть

1 - 2 . 3 . 4 . . .  (/?—1).

Вычитая из сравнения (3) почленно сравнение (1), получим 
сравнение

(х— 1) (х—2) (х—3) . .  . [х—(р— 1)]—Х Р - 1 4-1 =^(то<1 р), (5)

которое имеет р— 1 корней:
1, 2, 3, 4, . .  ., р - 1.

Легко заметить, что левая часть сравнения (5) есть функцяя 
степени р —2

8 1 Х Р - 2 - \ - 8 ^ х Р - г - \ - 5 3х Р - * - \ -  .  . . -4  1 - 2 - 3  • 4 . . .  1)-4 1

с свободным членом
1 . 2 .3  . 4 .  . . ( /> -1)4-1 .

Из наличия у сравнения (5) р —1 корней следует, что все его 
коэффициенты должны быть кратны р. Последний коэффициент 
есть

1 -2 - 3 . 4 . . .  ( /> -1)4-1  = ( /> -1 ) !  +  1,

■ он делится на р, а делимость этого коэффициента на р  вы
ражается сравнением

(р—1) ! +  1 ==0 (той р), 

что и требовалось доказать.
П р и м е ч а н и е .  Теорема Вильсона справедлива и при р — 2; 

в этом случае получается очевидное сравнение

-  «7 -

1 4 “ 1 —0 (той  2).
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П р и м е р ы .

1) (3— 01-1-1 =  1. 2 + 1 = 3 ,  а 3 = 0  (той 3).
2) ( 5 - 1 ) 1 +  1 =  1. 2 -3  - 4 + 1 = 2 5 ,  а 2 5 =  0 (той 5).

3) (7—1)! + 1  —1 • 2 • 3 • 45 • 6 +  1 = 7 2 1 ,  а 721 =  0 (той  7).

139. Теорема Вильсона допускает обратную теорему, ко4 
торую мы сейчас докажем.

Обратная теорема. Если произведение всех нат уральны х чиЛ 
сел, меньших р , сложенное с единицей, делится на р, то р  естц 
простое число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Имеем сравнение
(р— 1)! +  1 = :0  (той р). (1)

Требуется доказать, что р  есть простое число. Допустим 
противное: пусть р  будет составное число:

Р — Р\РгРъ • • • Рп,

где ри Р2 , Р», ■ ■ -,Рп расположены в порядке их возрастания.
Множители рх, Ръ Рг, ■ ■ рп находятся среди чисел

2, 3, 4, 5, . . р — 1.

Член сравнения (р—1)!=  I . . .  р х . . .  р2 . . .  рь . . .  р„ . .  . (р— 1) 
и модуль р делятся на любое, из простых чисел ри р2, рг, 
а другой член сравнения 1 не делится ни на одно из этих чисел^ 
а следовательно и на их произведение. Отсюда следует и невоз1 
можность деления суммы (р— 1)! + 1  на р, а из невозможности] 
деления суммы (р — 1)1 +  1 на р следует и невозможность срав| 
нения (1) при составном модуле р. Таким образом, наше допу4 
щение, что р есть составное число, приводит нас к невозможному* 
сравнению; значит, наше допущение неверно, и нам остается1 
согласиться с заключением теоремы, что р есть простое число.!

Мы видим, что теорема Вильсона дает нам признак для расЛ 
познавания простых чисел: если число (р —1)! +  1 делится нард 
то р обязательно должно быть простым числом. Однако теорема] 
Вильсона практического значения не имеет, так как даже при! 
не очень большом значении р выкладки для проверки правиль.) 
ности сравнения ( 1) становятся необычайно громоздкими.

П р и м е р .  (4—1)!+1=1 -2  - 3 + 1 = 7 ,  а 7 не делится на 4^
140. Теорема. Е сли  сравнение п-й степени

айх п +  О!*0- 1 +  агх " -г +  . . . +  а„ =  6 (той р) ( 1)
имеет п корней, и его левая часть разлагает ся на произведение! 
двух многочленов <Ь(х) и (*) с целыми коэффициентами, то> 
каждое из двух уравнений

4», (х) =  0  (той р) и <]>, ( х ) ^ 0  (той р) (2)
имеет ровно столько корней, сколько единиц в показат еле! 
его степени.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем три многочлена с целыми 
коэффициентами соответственно степеням п,т  и # так, чтобы 
л =  /га-|-#; получаем:

?(х) =  а0х п +  ахх п~л +  а2х п~г +  а3х п~ъ + .  . . 4 - а„, (3)
^ ( х )  =  Ь0х т+  Ьхх т~л +  Ь2х т~2+  &3х т~3-{--------- и Ьт, (4)
Ы х)  =  соХК +  СуХ*-' 4- с2х к~24- с3х к~3 +  . .  . +  с*. (5)

Согласно условию теоремы, между функциями (3), (4), (5) 
существует соотношение

1(х) =  ̂ у(х) 42 (х). (6)

Требуется доказать, что каждое из сравнений (2) имеет 
столько корней, сколько единиц в показателе его степени, а 
именно: сравнение ф, (х)ннО (той р) имеет т корней, а сравне
ние (-*) —̂ 0 (т 0 ^ Р) & корней.

Заметим, что о0 ^ 6цс0; называя сравнение (1) сравнением п-й 
степени, мы этим утверждали, что коэффициент ад не делится 
яа р. Из неделимости а0 на р следует, что коэффициенты Ь0 и с0 
взаимно просты с р. Отсюда следует, что ни одно из сравне
ний (2) не может иметь более корней, чем единиц в показателе 
его степени. Из соотношения (6) следует, что каждый корень 
сравнения (1) является корнем одного из сравнений (2), и, об
ратно, корни сравнений (2), в свою очередь, являются корнями 
сравнения (1).

Таким образом, сумма корней сравнений (2) должна быть 
равна п. С другой стороны, ни одно из сравнений (2), например, 
сравнение <{-|(л) =  0 (той р), не может иметь корней меньше, не
жели единиц в показателе его степени, скажем, от—1, ибо 
тогда число корней другого сравнения $2(х) =  0 (той р) непре
менно превысило бы его степень, став#-}-1, что, конечно, не
возможно. Отсюда следует, что каждое из сравнений (2) имеет 
ровно столько разных корней, сколько есть единиц в степени 
этого сравнения, а это нам и нужно было доказать.

141. Теорема. Решение сравнения
/ ( х ) ~ 0 ( т о й  р ) ,  (1)

степень которого больше или  равна р, может бить всегда 
сведено к  решению сравнения

<р(х) =  0 (той р),

где <р (х) есть остаток от деления функции / ( х )  на ХР — х.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через $(х) и ср(х) соответ

ственно частное и остаток от деления функции / ( х ) на х? — х . 
По свойству деления должно быть:

/ ( х )  =  (хР — х) «р (х) 4- <? (х).

Тогда сравнение (1) примет вид:
(хр — х) <]> (х) -{- ср (х)  ̂  0 ( то й р ) .  (2)

6!)
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Выражение х р— х  делится на р при всех значениях х . В сил>| 
этого произведение (хр — х) ^ (х) будет делиться на р при люб 
значении х. В виду этого из сравнения (2) может быть исключе 
член (хр — х) <]> (л); тогда сравнение (2) заменится сравнение;
|р (х) =  0 (той р), что и требовалось доказать.
П р и м е ч а н и е .  Н а основании этой теоремы степень сраА 

нения с м одулем  2 может быть понижена до 1, степенц 
сравнения с модулем 3 может быть пониж ена до 2, и т. д*
П р и м е р .  Возьмем сравнение

х * — 2хй +  ■+ 1 = 0  (той 3).
Находим остаток от деления х* — 2х’>-{-х* +  .*-}-1 на х*— х я  
Искомый остаток равен 2х2— 2х-\-1 . Следовательно, данной 

сравнение заменится сравнением
2хг — х  4 -1  =  0  (той 3).

142. Определение. Если сравнение имеет столько корней] 
сколько единиц в показат еле его степени, то говорят: „СравА 
некие имеет максимальное число корней

143. Теорема. Е сли  сравнение
/(х) =  0 ( то й р )  (1)

степени не выше р —1 имеет максимальное число корней, пи^ 
все коэффициенты остатка от деления двучлена х р — х  на 
функцию / ( х )  должны делиться на р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть п  будет степень сравнения /(х ), 
а <{<(л:) и <р(л:) — соответственно частное и остаток от деления дву< 
члена хр — х  на функцию Ах). По свойству деления должн<| 
быть:

хр —  х  =  /(хЦ (х )  •+ <р(х),
■ли

у(х) — ХР — X — / ( х )  $(х). (2)
Пусть

•*!, Х2, Х3, . . ., ХЯ (3)
3будут корни сравнения (1).

Возьмем сравнение:
/  (х) ф (х) ~  0 (той р ). (4)

Как известно, сравнение (1), будучи п -й степени, имеет п\ 
корней (3). Следовательно, сравнению (4) удовлетворяют все! 
п корней сравнения (1), а что касается сравнения

х —хр = 0  (той р),
то оно имеет р  корней, где р  больше п.

Из этого следует, что сравнение
хр — х  — /(х) ̂  (х) =  0 (той р) (5)

имеет по крайней мере п корней.
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Принимая но внимание тождество (2), сравнение (5) чаменим 
сравнением

?(.*)•==  О (т о й  р), (6)

которое также должно иметь по крайней мере п корней, хотя 
степень его меньше п. Отсюда следует, что все коэффициенты 
остатка <р(л:) должны делиться на р, что и требовалось доказать.

П р и м е р .  Возьмем сравнение
х 3 —2хг — 5х 6 =  0 (той 7).

Это сравнение имеет три корня: 1, 3, 5. Значит, наше срав
нение имеет максимальное число корней.

Остаток от деления двучлена х 7 — х  на х* — 2х* —бх +  б есть 
21 Ох2 4-252* — 462; все коэффициенты этого остатка, как видно, 
делятся на 7.

Эта теорема допускает обратную теорему, которую сейчас 
докажем.

144. Обратная теорема. Если все коэффициенты, остатка от 
деления двучлена х р - х  на функцию / ( х )  степени п ( п ^ р  — 1) 
делятся на р, то сравнение п-й степени

/ ( . к ) — О (то<1 р)  (1)

имеет максимальное число корней.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Делим двучлен х р — х  на функцию / ( х ); 

частное от деления пусть будет а остаток <р(л:). По свой
ству деления должно быть:

х р  — х  — 1 (х) ф (х) 4 - <? (х),
откуда

/  (•*) 'Ь (х) — хр — х  — <р (*). (2)

Требуется доказать, что сравнение (1) имеет максимальное 
число корней. Рассуждаем так: сравнение

хр — х ~ 0  ( т о й  р)
■меет р  корней.

Так как все коэффициенты остатка <р (х) кратны р, то сравнение
®(дг) = 0  (т о й  р)

также имеет р  корней.
В виду этого и сравнение

хр —  х  — (х )  Е= 0 (т о й  р) (3)
имеет р  корней.

Принимая во внимание тождество (2), сравнение (3) заменяем 
сравнением

/(■*)Ф(*) =  0 (той р), (4)

которое также должно иметь р  корней.



Так как р -й степени сравнение (4) имеет р  корней, а его л |  
вая часть распадается на два многочлена / ( х ) и $(х) соотве^ 
ственно степеням п и р —гг, то каждое из сравнений

/  (х) О (той р)  и ф (л;) =  0 (той р)

должно иметь максимальное число корней.
Отсюда следует, что сравнение (1) имеет п  корней, а эт* 

нам и нужно было доказать.
П р и м е р .  Показать, что сравнение

* 3 +  2л2 — х  — 2 =  0 (той  5) (1)

имеет три корня.
Р е ш е н и е .  Делим хБ — х  на х ъ 2х2 — х  — 2; в остатке п<| 

лучаем — Юл2-}-10. Коэффициенты остатка делятся на 5. Следо 
вательно, наше сравнение имеет три корня, в чем можно убе" 
диться, испытывая числа 0, 1, 2, 3, 4, — представителей классо| 
чисел по модулю 5. Видим, что сравнению (1) удовлетворяю? 
числа 1, 3, 4. Итак,

х =  1
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19
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31
37
41
43
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67
71

73
79
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107
109
113

127
131
137
139
149
151
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2131
2137
2141
2143
2153
2161
2179
2203
2207
2213

2221
2237
2239
2243
2251
2267
2269
2273
2281
2287

2293
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2309
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2371
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2389
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Таблица простых чисел, 

не превосходящих 6000

419 661 947
421 673 953
431 677 967
433 683 971
439 691 977
443 701 983
449 709 991
457 719 997
461 727 1009
463 733 1013

467 739 1019
479 743 1021
487 751 1031
491 757 1033
499 761 1039
503 769 1049
509 773 1(51
521 787 1061
523 797 1063
541 809 1069

547 811 1087
557 821 1091
563 823 1093
569 827 1097
571 829 1103
577 839 1109
587 853 1117
593 857 1123
599 859 1129
601 863 1151

607 877 1153
613 881 1163
617 883 1171
619 887 1181
631 907 1187
641 911 1193
643 919 1201
647 929 1213
653 937 1217
659 941 1223

1229 1523 1823
1231 1531 1831
1237 1543 1847
1249. 1549 1861
1259 1553 1867
) 277 1559 1871
1279 1567 1873
1283 1571 1877
1289 1579 1879
1291 1583 1889

1297 1597 1901
1301 1601 1907
1303 1607 1913
1307 1609 1931
1319 1613 1933
1321 1619 1949
1327 1621 1951
1361 1627 1973
1367 1637 1979
1373 1657 1987

1381 1663 1993
1399 1667 1997
1409 1669 1999
1423 1693 2003
14/7 1697 2011
1429 1699 2017
1433 1709 2027
1439 1721 2029
1447 1723 2039
1451 1733 2053

1453 1741 2063
1459 1747 2069
1471 1753 2081
1481 1759 2083
1483 1777 2087
1487 1783 2089
1489 1787 2099
1493 1789 2111
1499 1801 2113
1511 1811 2129



2437
2441
2447
2459
2467
2473
2477
2503
2521
2531

2538
2543
2549
2551
2557
2579
2591
2593
2609
2617

2621
2633
2647
2657
2659
2663
2671
2677
2С83
2687

2680
2693
2699
2707
2711
2713
2719
2729
2731
2741

.2749
2753
2767
2777
2789
2791
2797
2801
2803
2819

58*1
5807
5813
5821
5827
5839
5843
5849
5851
5857

5861
5867
5869
5879
5881
5897
5903
5923
5927
5939

5953
5981
5987
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3259
»

3659
3271 3671
3299 3673
3301 3677
3307 3691
3313 3697
3319 3701
3323 3709
3329 3719
3331 3727

3343 3733
3347 3739
3359 3761
3361 3767
3371 3769
3373 3779
3389 3793
3391 3797
3407 3803
3413 3821

3433 3823
3449 3833
3457 3847
3461 3851
3463 3853
3467 3863
3469 3877
3491 3881
3499 3889
3511 3907

3517 3911
3527 3917
3529 3919
3533 3923
3539 3929
3541 3931 ,
3547 3943
3557 3947
3559 3967
3571 3989

3581
1

4001
3583 4003
3593 4007
3607 4013
3613 4019
3617 4021
3623 4027
3631 4049
3637 4051
3643 4057

4507 4943
4513 4951
4517 4957
4519 4967
4523 4969
4547 4973
4549 4987
4561 4993
4567 4999
4583 5003

4591 5009
4597 5011
4603 5021
4621 5023
4637 5039
4639 5051
4643 5059
4649 5077
4651 5081
4657 5087

4663 5099
4673 5101
4679 5107
4691 5113
4703 5119
4721 5147
4723 5153
4729 5167
4733 5171
4751 5179

4759 5189
4783 5197
4787 5209
4789 5227
4793 5231
4799 5233
4801 5237
4813 5261
4817 5273
4831 5279

4861 5281
4871 5297
4877 5303
4889 5309
4903 5323
4909 5333
4919 5347
4931 5351
4933 5381
4937 5387

4073
4079
4091
4093
4099
4111
4127
4129
4133
4139

4153
4157
4159
4177
4201
4211
4217
4219
4' 29
4231

4241
4243
4253
4259
4261
4271
4273
4283
4289
4297

4327
4337
4339
4349
4357
4363
4373
4391
4397
4409

4421
4423
4441
4447
4451
4457
4463
4481
4483
4493



ОГЛАВЛЕНИЕ

Предисловие  ....................................................................................................................

Г л а в а  ч е т в е р т а я

Простые числа
85— 69. Классификация натуральных чисел. Число простых чисел беско

нечно велико. Решето Эратосфена. Функция ■к(п) .
70— 77. Как узнать, есть ли данное число простое или составное. Разло

жение составного числа на простых сомножителей. Однозначность 
разложения. Нахождение общего наибольшего делителя и общего 
наименьшего кратного нескольких чисел, разложенных на простых 
сомножителей...................................................................................................

I' л а в а п я т а я  

Числовые функции
78— 85. Определение числовой функции. Собственные и несобственные 

делители числа. Число делителей данного числа. Сумма делите
лей данного числа. Совершенные и дружественные числа. Функ
ция Эйлера. Доказательство теоремы (тп) =  ? (т) ?  (п), если 
т и п  числа взаимно п р о с т ы е ..................................................................

Г л а в а  ш е с т а я

Сравнения и их свойства
88—103. Определения. Сравнимость всякого числа с самим собою. Равно

остаточные числа. Сравнения с одним и тем же модулем можно 
почленно складывать, вычитать и умножать. Члены сравнения 
можно умножать на одно и то же число; — возвышать в одну 
и ту же целую положительную степень. Члены сравнения и мо
дуль можно умножать на одно и то же натуральное число. 
Члены сравнения можно сокращать на их общего наибольшего 
делителя, взаимно простого с модулем. Члены сравнения и модуль 
можно сокращать на их общего наибольшего делителя. Свойство 
чисел, сравнимых между собою по нескольким попарно простым 
модулям. Если числа а и Ь сравнимы между собою по модулю 
то значения функции / ( х )  при х = а  и х = 6  также сравнимы 

между собою по модулю # ..........................................................



Г л а в а  с е д ь м а я

Признаки делимости чисел 
1 М —112. Понятие о системе счисления. Различные системы счисления.

Переход от одной системы счисления к системе с другим осно
ванием. Признаки делимости на 2, 5, 4, 8, 3, 9, 10, 125, 7, 11 . зф

Г л а в а  в о с ь м а я

Распределение чисел на классы по данному модулю.
Теоремы, ферма и Эйлера 

113— 123. Распределение чисел на классы по данному модулю. Полная си
стема вычетов по данному модулю. Приведенная система вычетов 
по данному модулю. Свойства чисел одного и того же класса. 
Теорема Ферма и ее следствие. Теорема Эйлера . . . .

Г л а в а  д е в я т а я

Сравнения первой степени 
124— 130. Определения. Виды сравнений первой степени я способы их ре

шения. Система сравнений. У п р а ж н е н и я ................................................4в!

Г л а в а  д е с я т а я

Сравнение высших степеней. Теорема Вильсона
131—134. Определения. Исключение из сравнения членов с коэффициен

тами, кратными модуля сравнения. Замена коэффициентов сравне
ния их наименьшими положительными вычетами по модулю срав- »Ц 
нения р. Преобразование данного сравнения в равносильное ему 
сравнение, коэффициент высшего члена которого равен единице . 

135—139. Представление левой части сравнения п -й степени, имеющего 
п  корней, в виде произведения п  линейных множителей. Сравне
ние п -й степени не может иметь более п  корней. Случай, когда 
сравнение, левая часть которого есть функция п -й степени, имеет
более п  корней. Теорема В и л ь с о н а ..........................................

140—144. Если сравнение п -й степени / ( х ) ^ н О  (то й  р) имеет п  корней 
и /(х )  =  «М*) ФгС*). т0 каждое из двух сравнений ^ ( х )  ;0(то<1/?)
и 'ЬСЮ 0 (то й  р)  имеет столько корней, сколько единиц в по- ' 
казателе его степени. Приведение сравнения к виду, в котором 
степень его меньше модуля. Что значит .сравнение имеет макси
мальное число корней”. При?нак, по которому узнают, имеет ли 
сравнение максимальное число корней или нет ж]

Прилож ение
Таблица простых чисел, не превосходящих 6000 . . 73

Отв. редактор А. А. Назаров. Техредактор А. А. Веселовская^
ГЕ4200. Сдано в набор 29/ХИ 1940 г. Подписано к печати 17/Ш 1941 г. Форма! 
60 x  84/16. Объем 48,« п. л. 2% б. л. 5 уч.-изд. л. 48000 зн. в н. л. Тираж 1500 экз. 

Вологда, тип. изд-ва .Красный Север*, ул. К. Маркса. 70. Заказ 4285.


