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В последнее время значительное внимание 
уделяется разработке мощных источников энергии 
для электроснабжения различного рода электро­
физических установок с резкопеременной цикли­
ческой нагрузкой. Эти исследования связаны 
с созданием мощных термоядерных установок 
и реакторов, внедрением в различных отраслях 
народного хозяйства новых промышленных техно­
логий, требующих значительной импульсной мощ­
ности. Эти разработки до недавнего времени были 
в основном связаны с созданием специальных 
источников энергии на базе емкостных и индук­
тивных накопителей энергии, электромеханических 
агрегатов с маховиками, магнитогидродинамиче­
ских и магнитокумулятивных генераторов. Эти 
генераторы позволяют получить импульсы элект­
роэнергии без ее предварительного накопления, 
тогда как накопители требуют зарядки от допол­
нительного источника, мощность которого опре­
деляет длительность режима заряда [1—3]. В по­
следнее время рассматриваются также возможно­
сти использования для этих целей обычных элект­
роэнергетических систем (ЭЭС) [4].

Мощные потребители с циклической нагрузкой 
имеются в металлургии, строительной индустрии, 
на электрифицированном транспорте и в других 
отраслях промышленности. С учетом тенденции 
увеличения количества и мощности потребителей 
с резкопеременной нагрузкой вопросы выбора 
наиболее рациональных схем электроснабжения 
таких потребителей становятся все более актуаль­
ными. Ниже рассматриваются вопросы использо­
вания ЭЭС для питания мощных потребителей 
с резкопеременной нагрузкой.

Покрытие переменной нагрузки при ее подклю­
чении к ЭЭС может происходить за счет из-
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менения кинетической энергии роторов синхрон­
ных генераторов, изменения мощности обычной 
нагрузки вследствие изменений напряжения 
и частоты в электрической сети, вызванных под­
ключением переменной нагрузки, а также регули­
рования мощности первичных двигателей генера­
торов.

Последняя возможность может быть реализо­
вана для потребителей с медленно изменяющейся 
нагрузкой, скорость изменения которой соизмери­
ма со скоростью изменения мощности первичных 
двигателей генераторов. По данным [5] измене­
ние мощности ГЭС на ±  10 % номинального 
значения мощности осуществляется за несколько 
секунд, дальнейшее изменение мощности на ту же 
величину происходит за одну — несколько десят­
ков секунд. Изменение мощности агрегатов ТЭС во 
времени зависит от многих факторов (диапазона 
регулирования мощности, типа и режима работы 
котла, вида топлива и др.) и составляет не более 
15 % от номинальной мощности в минуту. Для 
маневренных агрегатов АЭС, которые используют­
ся за рубежом, изменение мощности составляет 
около 5 % номинальной мощности в минуту. Газо­
турбинные и дизельные агрегаты позволяют зна­
чительно быстрее изменять свою мощность, одна­
ко доля суммарной мощности таких агрегатов 
в ЭЭС страны очень мала и составляет всего 
0,44 % установленной мощности электростанций 
СССР. <

С учетом маломаневренного оборудования, 
различного рода задержек и ограничений регули­
ровочные возможности первичных двигателей 
энергообъединений в целом оцениваются прибли­
зительно в 0,5 % располягярмой мощности энспга.. 
объединения в минуту
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Быстрое освобождение энергии ЭЭС для пита­
ния мощных потребителей с резкопеременной на­
грузкой может происходить за счет изменения 
кинетической энергии роторов генераторов, кото­
рое следует непосредственно за изменением их 
скорости вращения.

Предполагая, что пропускная способность 
электрической сети достаточна для передачи мощ­
ности от генераторов энергообъединения подклю­
чаемой нагрузке и замещая генераторы энерго­
объединения одним эквивалентным генератором, 
можно получить оценку предельной энергии, кото­
рая может освободиться в отдельных энергообъ­
единениях страны и ЕЭС СССР в целом при под­
ключении нагрузки и снижении частоты в ЭЭС 
для нормально допустимого значения 49,8 Гц 
(ГОСТ 13109—87), максимально допустимого 
значения 49,6 Гц и до ограниченно допустимого 
(не более 90 ч в год) значения 49 Гц в после- 
аварийных режимах работы электрической сети.

Величину оценки предельной мощности, кото­
рую можно подключить к тем или иным энерго­
объединениям, можно получить с помощью выра­
жения

где At — время подключения потребителя; а  — 
коэффициент неравномерности графика нагрузки.

Принимая, например, время подключения на­
грузки 20 с (что соответствует среднему времени 
питания в экспериментах термоядерного реактора 
типа «Токамак» — диапазон 10—30 с [6]), коэф­
фициент неравномерности равным двум,получаем, 
что предельная мощность нагрузки, которая может 
быть подключена к отдельным энергообъедине­
ниям страны за счет уменьшения кинетической 
энергии генераторов при снижении частоты до 
максимально допустимого значения, составит: для 
ОЭС Центра — 261,0 МВт; ОЭС Средней Волги —
137.0 МВт; ОЭС Урала — 189,0 МВт; ОЭС Севе­
ро-Запада — 174,0 МВт; ОЭС Юга — 267,0 МВт; 
ОЭС Северного Кавказа — 62,0 МВт; ОЭС Закав­
казья — 87,0 МВт; ОЭС Казахстана — 56,0 МВт; 
ОЭС Сибири — 268,0 МВт; ОЭС Средней Азии —
147.0 МВт; ОЭС Дальнего Востока — 72,0 МВт. 
При сокращении времени действия нагрузки вели­
чина предельной мощности увеличивается обратно 
пропорционально сокращаемому времени.

Приведенные в табл. 1 данные имеют оценоч­
ный характер. В действительности они могут отли­
чаться в меньшую сторону из-за неучета возмож­
ности перегрузки отдельных связей и нарушения 
устойчивости энергообъединений при подключении 
потребителей с резкопеременной нагрузкой и нару­
шения устойчивости энергообъединения при под­
ключении рассматриваемых потребителей. Расче­
ты устойчивости конкретных схем ЭЭС показы­
вают, что основные ограничения связаны с пере-

Таблица I
Оценка предельной энергии AW, МДж, освобождаемой в от­
дельных энергообъединениях страны при подключении мощной 

нагрузки

Энергообъединение
Предельная энергия 

Л№ при частоте

49,8 Гц 49,6 Гц 49,0 Гц

ОЭС Центра 1310 2610 6500
ОЭС Средней Волги 690 1370 3410
ОЭС Урала 950 1890 4690
ОЭС Северо-Запада 870 1740 4310
ОЭС Юга 1340 2670 6630
ОЭС Северного Кавказа 310 620 1550
ОЭС Закавказья 430 870 2160
ОЭС Казахстана 280 560 1400
ОЭС Сибири 1340 2680 6670
ОЭС Средней Азии 740 1470 3660
ОЭС Дальнего Востока 360 720 1780
ЕЭС СССР 7520 15 020 37 320

грузкой по условиям устойчивости шунтирующих 
сетей более низкого класса напряжения. Для уров­
ня ЕЭС СССР эти ограничения связаны с тем, 
что большинство межсистемных связей между 
ОЭС являются относительно слабыми. Степень от­
личия зависит от структуры энергообъединения — 
типа, мощности, расположения электростанций, 
структуры электрической сети, места подключения 
потребителей. Кроме того, весьма существенное 
значение имеет характер изменения мощности 
резкопеременной нагрузки — как с точки зрения 
сохранения устойчивости, так и опасности возник­
новения различных резонансных явлений. К таким 
явлениям относятся:

электромеханический резонанс, связанный с 
колебательным движением роторов генераторов; 
диапазон частот электромеханического резонанса 
составляет, как показали проведенные расчеты 
модальной структуры для ряда ОЭС страны, от 
0,05 до 40 Гц;

резонанс, связанный с крутильными колебания­
ми валов турбоагрегатов; диапазон частот кру­
тильных колебаний охватывает как зону субсин­
хронного, так и зону суперсинхронного резонан­
са и составляет от 5 до 180 Гц;

резонанс, связанный с электромагнитными 
процессами в обмотках статоров генераторов 
и электрической сети; диапазон частот составляет 
от десятков до тысячи и более герц (например, 
для одного из энергообъединений США эти часто­
ты находятся в пределах от 37 до 1560 Гц [7]);

резонанс, связанный с низкочастотными коле­
баниями в системах возбуждения, демпферных 
контурах синхронных генераторов; диапазон 
частот составляет доли герц [7].

Проведенные авторами исследования различ­
ных схем ЭЭС при подключении потребителей 
с различными временными характеристиками по­
казали реальную опасность возникновения резо-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 1. Зависимость угла сдвига ротора, фазы и модуля напряжения генератора / от времени при действии резкопеременной
нагрузки с А<имп =  0,019 с

нансных явлений [2]. На рис. 1 и 2 показан харак­
тер развития переходных процессов для реальной 
схемы ЭЭС, содержащей более 200 узлов, при 
возмущениях резкопеременной нагрузки на часто­
тах, совпадающих с частотами модальных со­
ставляющих, соответствующих электромеханиче­
ским колебаниям роторов генераторов. Кривые 
изменения углов сдвига роторов генераторов 
построены для узлов, для которых коэффициенты 
распределения амплитуд колебаний являются 
наибольшими, т. е. в которых в наибольшей сте­
пени проявляются заданные модальные состав­
ляющие.

Подключение резкопеременной нагрузки к ЭЭС 
сопровождается ухудшением качества электриче­
ской энергии. Для устранения опасности возник­
новения резонансных явлений и уменьшения влия­
ния резкопеременной нагрузки на качество элект­
рической энергии могут быть использованы ста­
тические компенсаторы реактивной мощности, 
накопители и поглотители энергии.

Изменение мощности обычных потребителей 
при изменении напряжения и частоты в сети, обус­
ловленных подключением переменной нагрузки, 
определяется регулирующим эффектом нагрузки 
по частоте и напряжению, который зависит от

состава нагрузки и наличия регулирующих уст­
ройств. Регулирующий эффект активной нагрузки 
по частоте обычно составляет 1—2, по напряже­
нию 0—2 отн. ед. Величина мощности резкопере­
менной нагрузки, которая может быть подключена 
за счет изменения мощности обычной нагрузки, 
зависит от степени концентрации обычных потре­
бителей энергии, степени связности и пропускной 
способности электрической сети, а также от дейст­
вия регулирующих устройств в месте подключения 
потребителей к ЭЭС.

Величина мощности, освобождаемая обычны­
ми потребителями при снижении напряжения на 
1 % при хорошо развитой электрической сети энер­
гообъединения, может быть [4] оценена с по­
мощью выражения

P0C =  ASV3S r ,  (2)

где SH — плотность обычных потребителей энер­
гии, МВ-А/км2; 8Л — показатель, характеризую­
щий развитость электрической сети, МВ-А* км; 
U — номинальное напряжение сети, кВ; Ао — 
удельное индуктивное сопротивление ЛЭП, 
Ом/км; п — среднее количество ЛЭП, присоеди­
ненных к распредустройствам данного напряже-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 2. Зависимость угла сдвига ротора, фазы и модуля напряжения генератора 2 от времени при действии резкопеременной
нагрузки с Д<имп =  0,0174 с

ния; А — коэффициент, изменяющийся в пределах 
от 0,03 до 0,046.

Используя (2), можно получить оценку значе­
ния мощности резкопеременной нагрузки, которая 
компенсируется изменением мощности обычных 
потребителей энергии. Например, для концентри­
рованного энергообъединения с располагаемой 
мощностью порядка 100 000 МВт значение Рос 
оценивается величиной 500 МВт [4]. В условиях 
СССР хорошо развитой сетью является элект­
рическая сеть в ОЭС Юга. Освобождаемая мощ­
ность Рос для этого энергообъединения, опре­
деленная с помощью (2), составляет 240 МВт.

Подключение потребителей с резкопеременной 
нагрузкой к ЭЭС обычно осуществляется с по­

мощью вентильных преобразователей. Расчеты 
переходных электромагнитных процессов в вен­
тильных преобразователях и ЭЭС показали, что 
существенное влияние на качество электрической 
энергии в электрической сети ЭЭС имеет схема 
преобразователя, при мощности нагрузки порядка 
100 МВт и выше необходимо применение 12-пульс- 
ной и выше схем преобразователя; значительное 
влияние на качество электрической энергии ока­
зывают статические тиристорные компенсаторы 
реактивной мощности, фильтрокомпенсирующие 
цепи, управляемые резисторы или накопители, 
а также закон управления тиристорами. Иссле­
дования показали, что для заданного вида резко­
переменной нагрузки можно выбрать оптималь-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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ную схему вентильного преобразователя и состав 
средств компенсации возмущений со стороны рез­
копеременной нагрузки на ЭЭС.

Была проведена оценка технико-экономических 
показателей различных систем электроснабжения 
потребителей энергии, выполненных на основе 
емкостных, индуктивных и инерционных накопи­
телей энергии, а также систем электроснабжения, 
работающих параллельно с ЭЭС, с учетом средств 
компенсации импульсных возмущений на ЭЭС до 
допустимого уровня по требованиям ГОСТ на 
качество электрической энергии. Длительность 
подключения резкопеременной нагрузки принима­
лась равной 20 с. Как показали расчеты, наимень­
шую стоимость имеют системы электроснабжения, 
работающие параллельно с ЕЭС СССР. Системы 
электроснабжения, построенные на основе только 
накопителей, оказываются дороже, степень удоро­
жания зависит от вида накопителя и характе­
ристик нагрузки; наименьшую стоимость имеет 
система электроснабжения с инерционными нако­
пителями, наибольшую — система электроснаб­
жения с емкостными накопителями.

В табл. 2 приведены полученные авторами 
оценочные величины стоимости системы электро­
снабжения потребителя резкопеременной нагруз­
ки мощностью 100 МВт на основе емкостных, 
индуктивных, электромеханических накопителей 
и с использованием ЭЭС при длительности дейст­
вия резкопеременной нагрузки 20 с. При этом вели­
чины стоимостей накопителей определялись на 
основе [3, 8], а стоимость ЛЭП и электротехни­
ческого оборудования — на основе [9]. Предпола­
галось, что колебания мощности нагрузки проис-

Таблица 2
Оценка стоимости вариантов систем электроснабжения 

потребителя с резкопеременной нагрузкой

Наименование оборудования

Расчетная стоимость 
систем электро­

снабжения. млн. руб.

с накопи­
телями 
энергии

без
накопителей

энергии

Накопители энергии:
емкостный (8-10® Дж) 
сверхпроводниковый (1,6Х 
X Ю9 Дж)
инерционный (8-108 Дж) 

Воздушные ЛЭП 
трансформаторы 
ОРУ

80
22,4

2,4

3,1 3,1
Управляемый тиристорный преоб­
разователь
Фильтрокомпенсирующие устрой­
ства г
Итого:

система электроснабжения с на­
копителями 

емкостным 
сверхпроводящим 
инерционным

система электроснабжения от 
ЭЭС

2,4

85,5
27,9

7,9

2,4

0,8

6,3

ходят на частотах, отличных от частот модальных 
составляющих ЭЭС, а требуемое качество электро­
энергии обеспечивается фильтрокомпенсирую­
щими устройствами, и накопители энергии не тре­
буются.

Необходимо отметить, что с увеличением вре­
мени подключения резкопеременной нагрузки эф­
фективность использования для этих целей ЭЭС 
повышается, поскольку стоимость систем электро­
снабжения, построенных только на емкостных, 
индуктивных или электромеханических накопите­
лях, растет почти пропорционально увеличению 
длительности времени, в то время как стоимость 
систем электроснабжения, работающих парал­
лельно с ЭЭС, растет с увеличением длительности 
подключения нагрузки значительно в меньшей сте­
пени, поскольку при этом состав средств компен­
сации импульсных возмущений будет изменяться 
незначительно и на длительных интервалах вре­
мени уже могут быть использованы регулировоч­
ные возможности первичных двигателей генера­
торов.

Заключение. Электроэнергетические системы 
могут быть использованы для питания мощных 
импульсных нагрузок электрофизических устано­
вок и других промышленных потребителей, исполь­
зующих новые технологии и потребляющих зна­
чительную импульсную мощность. Покрытие быст- 
роменяющейся нагрузки может быть осуществлено 
за счет изменения кинетической энергии роторов 
синхронных генераторов и изменения мощности 
обычных потребителей энергии, обусловленных 
изменением напряжения и частоты электрической 
сети вследствие подключения нагрузок. Допусти­
мая мощность нагрузки зависит от места подклю­
чения нагрузки к ЕЭС СССР и характера измене­
ния ее во времени. При периодическом характере 
изменения нагрузки существенным требованием 
является устранение опасности резонансных яв­
лений, что может быть обеспечено применением 
различных управляемых устройств, в том числе 
статических компенсаторов реактивной мощности, 
фильтрокомпенсирующих цепей, накопителей или 
поглотителей энергии, совершенствованием схем 
вентильных преобразователей и их систем управ­
ления. Эти же средства могут быть использованы 
для обеспечения требуемого качества электриче­
ской энергии в электрической сети. С увеличением 
длительности подключения резкопеременной на­
грузки к ЭЭС эффективность использования 
системы электроснабжения, работающей парал­
лельно с ЕЭС СССР, повышается.

Компенсация возмущений, оказываемых мед­
ленно изменяющейся нагрузкой на ЭЭС, может 
осуществляться за счет регулирования первичных 
двигателей генераторов и использования статиче­
ских компенсаторов реактивной мощности и 
фильтров.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Применение фазоповоротных устройств для упрощения 
потокораспределением в энергосистемах

БУШУЕВ В. В., доктор техн. наук, КАЛЮЖНЫЙ А. X., канд. техн. наук, КРЕЧМЕР Л. В., канд. техн. наук, ШУШУЕВ А. А., инж.

Введение. Современные электрические сети 
включают контуры, которые характеризуются 
большой неоднородностью (параметрической, ре­
жимной, схемной). Естественное потокораспреде- 
ление в таких контурах является неоптималь­
ным, так как приводит к перегрузке участ­
ков сетей более низкого напряжения и повышен­
ным потерям в сетях. В связи с этим возникает 
необходимость в принудительном потокораспреде- 
лении, которое можно осуществить [1] с по­
мощью поперечного регулирования напряжения 
(ПРН). ПРН реализуется введением дополни­
тельной э. д. с. АЕ, смещенной относительно 
вектора основного напряжения Uо на 90°, ко­
торая обеспечивает поворот вектора результи­
рующего напряжения U на угол 0:

0 =  агс^М .

Для реализации ПРН применяются фазопо­
воротные трансформаторы (ФПТ) и устройства 
(ФПУ). В контурах, образованных дальними 
электропередачами и распределительными сетя­
ми, следует вместо обычных автотрансформа­
торов применять ФПТ с диапазоном ПРН 
±  (12ч-15)° и более. В больших кольцах воз­
никает необходимость ПРН с диапазоном до 
±60°, которое реализуется с помощью ФПУ [2, 3].

С развитием ЕЭС СССР требуется обеспе­
чить управление сложным энергообъединением, 
включающим объединенные энергосистемы (ОЭС). 
Осуществить такое управление можно с помощью

многих ФПТ и ФПУ, работающих одновременно. 
Так, например, в частном случае связи дальней 
электропередачи с распределительной сетью бо­
лее низкого напряжения в п точках имеет ме­
сто (п—1) независимых контуров, и для управ­
ления потокораспределением нужно установить 
п—1 ФПТ или ФПУ. В сложном энергообъ­
единении таких независимых контуров и соответ­
ственно необходимых ФПТ или ФПУ оказывает­
ся весьма большое количество. Однако неодно­
родность этих контуров, их загрузка оказывают­
ся различными. Поэтому эффект от установки 
одних ФПТ намного больше, чем от установки 
других. Кроме того, при установке в схеме не­
скольких ФПУ или ФПТ одновременно они могут 
оказывать взаимное влияние на работу друг дру­
га. Поэтому вопрос выбора наиболее эффектив­
ных мест установки ФПТ или ФПУ и управления 
ими требует специального рассмотрения.

В статье рассмотрено применение ФПУ для 
управления сложным энергообъединением на 
примере Азиатской части ЕЭС СССР. Для 
управления сложным энергообъединением приме­
нен иерархический подход, при котором работа 
ФПУ на брлее высоких иерархических уровнях 
не зависит от ФПУ, применяемых на последую­
щих уровнях. Результаты могут быть распростра­
нены на любые сложные энергообъединения.

Стратегия управления сложным энергообъеди­
нением. Общим для энергообъединения является 
то, что с увеличением плотности размещения 
мощностей и плотности электрических сетей и ихВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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пропускной способности уменьшается неоднород­
ность контуров в этой сети. Обычно наимень­
шая плотность электрических сетей и наиболь­
шие контуры имеют место между отдельными 
ОЭС. Поэтому представляется наиболее эффек­
тивным в качестве первоочередных рассмотреть 
сечения между ОЭС, которые содержат наимень­
шее количество связей и характеризуются ми­
нимальной пропускной способностью, и в этих 
сечениях с помощью ФПУ (или ФПТ) оптимизи­
ровать потокораспределение. Такая оптимизация 
не исключает дальнейшей оптимизации потоко- 
распределения внутри той или иной ОЭС или 
энергосистемы.

Структурная схема Азиатской части ЕЭС СССР 
на уровне до 2000 года представлена на рис. 1. 
Как видно из рис. 1, энергообъединение вклю­
чает ОЭС Урала, Казахстана, Сибири, Средней 
Азии и Востока. Первые три ОЭС образуют зам­
кнутое кольцо, и межсистемные перетоки между 
ними являются взаимно связанными. Управление 
потокораспределением в кольце из ОЭС Урала, 
Сибири и Казахстана следует рассматривать как 
управление первого (самого высокого) иерархи­
ческого уровня. Управляя потокораспределени­
ем в кольце и оптимизируя его, можно в результа­
те определить для каждого сечения между ОЭС 
оптимальную величину суммарного перетока. 
Далее распределение этого суммарного перетока 
по межсистемным связям различного напряжения 
может рассматриваться как задача следующего 
(второго) иерархического уровня. К задачам 
этого уровня следует отнести оптимизацию и в том 
случае, если величина суммарного перетока меж­
ду ОЭС является независимой. К независимым 
относятся, например, сечения между ОЭС Казах­
стана и Средней Азии, Сибири и Востока. В этих 
сечениях величина суммарного межсистемного 
перетока определяется балансом генерируемой и 
потребляемой мощности в «концевых» ОЭС 
Средней Азии и Востока. Аналогично задачами 
следующих иерархических уровней (третьего и 
четвертого) могут рассматриваться управления 
потокораспределением в контурах внутри ОЭС 
и энергосистем.

Рассмотрим реализацию управления потоко­
распределением в большом кольце из ОЭС. Для 
этого нужно выбрать наиболее слабое сечение 
в кольце и замкнуть каждую связь этого сечения 
через ФПУ. Наиболее слабым в рассматривае­
мом кольце Сибирь — Казахстан — Урал — Си­
бирь является сечение Сибирь — Урал. Следова­
тельно, управлять суммарным перетоком нужно 
именно в этом сечении. На первом этапе до 
1995 года в сечении Сибирь — Урал может быть 
замкнута двухцепная ВЛ 220 кВ Парабель — 
Мегион (рис. 2, а). Эта линия в масштабах 
ЕЭС имеет малую пропускную способность, и 
ее замыкание обусловлено необходимостью повы-

Рис. 1. Структурная схема Азиатской части ЕЭС СССР

Рис. 2. Схемы соединения ОЭС Сибири и Урала (а — первый 
этап; 6 — второй этап)

шения надежности электроснабжения ответствен­
ных потребителей вдоль ВЛ 220 кВ, которые 
не допускают даже кратковременных перерывов 
питания. Замыкание ВЛ 220 кВ Парабель — 
Мегион без ФПУ может привести в зависимости 
от режимов ЕЭС к недопустимой перегрузке этой 
линии, снижению напряжения на ней ниже 170 кВ 
и большим потерям. Поэтому предлагается 
замкнуть эту линию через ФПУ 220/220 кВ, 
установленное на Парабели (рис. 2, а). Осуще­
ствляя на ФПУ требуемое ПРИ, удается при лю­
бых нормальных и послеаварийных режимах 
ЕЭС ограничить переток мощности с шин Парабе­
ли на Мегион в допустимых пределах или под­
держивать его неизменным на оптимальном уров­
не. На втором этапе планируется строительство 
одной или двух цепей ВЛ 500 кВ Томск — 
Парабель — Мегион. В этом случае следует уста­
новить ФПУ 500/500 кВ в районе Томска, 
а ФПУ' 220/220 кВ на Парабели переключить 
в плечо ВЛ 220 кВ Томск — Парабель, как по­
казано на рис. 2, б. Тогда оба ФПУ позволят 
управлять перетоком мощности в сечении Си­
бирь — Урал при любых режимах в ЕЭС. Диапа­
зон ПРИ обоих ФПУ согласно выполненным 
расчетам должен быть равен ±60°.

Необходимо отметить, что в связи с резкой
Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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неоднородностью большого кольца из трех ОЭС 
замыкание его без ФПУ, т. е. без принуди­
тельного потокораспределения в нем, оказывает­
ся невозможным из-за недопустимой перегрузки 
слабого сечения Сибирь — Урал.

Оптимизация потокораспределения в сечениях 
между ОЭС. В частном случае сечения между 
ОЭС Сибири и Урала, замкнутого через ФПУ, 
для оптимизации потокораспределения между ВЛ 
500 и 220 кВ Томск — Парабель достаточно 
корректировать угол 0П на ФПУ 220/220 кВ Па- 
рабели относительно угла От ФПУ 500/500 кВ 
Томска (рис. 2, б ).

В общем случае оптимизации потокораспреде­
ления в сечении между двумя ОЭС, связанных 
с помощью пг электропередач, необходимо вклю­
чить до пг—1 ФПУ в эти электропередачи. 
Целесообразно не включать ФПУ в наиболее мощ­
ную электропередачу, например ВЛ 1150 кВ. 
Рассмотрим оптимизацию потокораспределения в 
зависимых и независимых сечениях между ОЭС.

ОЭС Сибири и Востока могут быть связаны 
по ВЛ 500 и 220 кВ Южного транзита, кото­
рый расположен вдоль Транссибирской магистра­
ли, и по ВЛ 220 кВ Северного транзита вдоль 
БАМ. Вдоль Южного транзита расположены Гу- 
синоозерская и Харанорская ГРЭС, Читинская 
ТЭЦ. Вдоль Северного транзита между Усть- 
Илимской ГЭС и Нерюнгринской ГРЭС гене­
рирующих мощностей практически до 2000 г. 
не будет. Поэтому оба транзита образуют резко 
неоднородный контур протяженностью около 
2000 км. Для замыкания Северного транзита и 
оптимизации потокораспределения в контуре меж­
ду ОЭС Сибири и Востока предлагается [3] уста­
новить ФПУ 220/220 кВ на участке Чара — 
Хани Северного транзита. При этом повышается 
надежность электроснабжения потребителей вдоль 
БАМ качество электрической энергии (уменьша­
ются колебания напряжения при изменениях на­
грузок), а также выравнивается график нагрузки 
ОЭС Востока благодаря смещению точки потоко- 
раздела мощности вдоль Северного транзита. 
Диапазон ПРИ составляет ±60°, и поэтому на 
подстанции Чара может быть установлено такое 
же ФПУ 220/220 кВ, как на подстанции Па­
рабель.

ОЭС Сибири и Казахстана будут связаны 
ВЛ 1150 кВ Барнаул — Экибастуз и В Л 500 кВ 
Барнаул — Рубцовск. Кроме того, могут быть зам­
кнуты ВЛ 220 кВ Барабинск — Омск и Барнаул — 
Иртышская (рис. 1). Вопрос замыкания ВЛ 220 кВ 
при наличии ВЛ 1150 кВ не является однознач­
ным. В некоторых случаях предлагается размы­
кать транзиты 220 кВ при наличии связей 
500 и 1150 кВ. Действительно, размыкание 
ВЛ 220 кВ приводит к снижению потерь по 
сравнению с их замыканием без ФПУ. Однако 
замыкание ВЛ 220 кВ через ФПУ позволяет 
благодаря оптимизации потокораспределения сни­

зить потери по сравнению со схемой с разомкну­
тыми ВЛ 220 кВ. При таком замыкании до­
полнительно повышаются надежность электро­
снабжения потребителей и пропускная способ­
ность сечения. Поэтому замыкание ВЛ 220 кВ 
представляется оправданным. Установка ФПУ 
500/500 кВ на ВЛ 500 кВ Барнаул — Руб­
цовск, двух ФПУ 220/220 кВ на ВЛ 220 кВ 
Барабинск — Омск, Барнаул —: Иртышская и оп­
тимизация потокораспределения позволяет благо­
даря загрузке ВЛ 1150 кВ и соответственно 
разгрузке ВЛ 500 и 220 кВ снизить потери в се­
тях ОЭС Сибири и Казахстана на 30—40 МВт при 
расчетных перетоках в сечении. Такое снижение 
потерь делает весьма эффективной установку 
ФПУ. Возможно осуществить частичную опти­
мизацию режима, установив лишь ФПУ 
220/220 кВ на одной или двух межсистемных 
ВЛ 220 кВ, а ФПУ 500/500 кВ установить не­
сколько позднее, когда увеличится напряженность 
режимов в сечении. Сопоставление режимов при 
разомкнутых ВЛ 220 кВ и замкнутых через 
ФПУ показало, что оптимизация режимов по 
сравнению с разомкнутыми ВЛ 220 кВ дает сни­
жение потерь на 5—12 МВт. И в этом случае даже 
при неучете повышения пропускной способности 
и надежности от замыкания ВЛ 220 кВ установка 
ФПУ 220/220 кВ оказывается эффективной, а срок 
окупаемости ФПУ составляет менее трех лет. 
Таким образом, в сечении Сибирь — Казахстан 
целесообразно установить сначала ФПУ 
220/220 кВ на ВЛ 220 кВ Барнаул — Иртыш­
ская и Барабинск — Омск, а затем ФПУ 
500/500 кВ на ВЛ 500 кВ Барнаул — Рубцовск. 
Проведенные исследования показали, что ФПУ 
220/220 кВ могут быть выполнены на проходную 
мощность 160—240 MBA и иметь диапазон ПРИ 
около ± (3 0 —40)°. Для ФПУ 500/500 кВ соответ­
ственно S =  800 MBA, 0 =  ±30°.

Оптимизация потокораспределения в сечении 
Казахстан — Урал может быть проведена анало­
гично предыдущему с помощью ФПУ, установлен­
ных во всех ВЛ 500 и 220 кВ, связывающих ОЭС 
Казахстана и Урала. Однако можно рассмотреть 
и частичную оптимизацию. Так, с учетом наличия 
ФПУ в сечении Сибирь — Казахстан, можно 
рассмотреть реализацию ПРИ на Экибастузской 
подстанции между шинами 1150 и 500 кВ, напри­
мер, с помощью специального линейного ВДТ 
500/500 кВ, включенного последовательно с ши­
нами 500 кВ автотрансформатора 1150/500 кВ.

Оптимизация потокораспределения в сечении 
Казахстан — Средняя Азия может быть выполне­
на аналогично вышеизложенному. В качестве пер­
воочередного следует рассмотреть установку ФПУ 
220/220 кВ на ВЛ 220 кВ, а затем — необходи­
мость оптимизации между ВЛ 1150 и 500 кВ с по­
мощью ФПУ или специального ВДТ 500/500 кВ. 
Вопросы управления потокораспределением в се­
чениях Казахстан — Средняя Азия и Казахстан —Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Урал нуждаются в более детальном рассмотре­
нии.

Законы управления ФПУ. В сложном энерго­
объединении с одновременно работающими не­
сколькими ФПУ возникает трудность в выборе 
законов управления ФПУ и их реализации. 
Применение иерархического подхода позволяет 
ранжировать ФПУ и назначить последователь­
ность управления ФПУ с учетом их взаимного 
влияния. Однако и в этом случае не снимаются 
трудности реализации законов управления из-за 
необходимости большого объёма информации. За­
кон управления ПРИ одного ФПУ в контуре 
ранее [3] приведен в виде

при Рнб =  Рл — Ру<£р 0 =  const ; (1)
при Р„6 =  Рл —  Ру >  Ър Д0 =  а СрР„б)

где РуСРд — заданный переток мощности; а ср — 
среднее значение наклона угловой характеристи­
ки мощности, рад/МВт; ер — точность регули­
рования перетока; Ра — допустимый переток 
по связи с ФПУ.

Вместо (1) закон управления может быть 
представлен в форме углов

0 — 0у< ее, (2)
где 0У — заданный угол на ФПУ; ее — точность 
регулирования угла.

Величины Ру или 0У зависят от режима в кон­
туре. Для оптимизации потокораспределения 
следует найти минимум целевой функции, завися­
щей от добротности и загрузки каждого из эле­
ментов контура. Необходимость' сбора информа­
ции со всех элементов сложного контура, каким, 
например, является кольцо из ОЭС Сибири, Ка­
захстана и Урала, делает задачу точной оптими­
зации технически неосуществимой. В то же время 
кривая суммарных потерь ps =  F(0) в контуре име­
ет пологий минимум, что свидетельствует о воз­
можности приближенной оптимизации.

Приближенная оптимизация применима в 
большом кольце Сибирь — Казахстан — Урал — 
Сибирь. Более того, на первом этапе, когда замы­
кается ВЛ 220 кВ Парабель — Мегион (рис. 2, а), 
режим этой линии мало влияет на оптимизацию 
режима в ЕЭС. Поэтому можно с помощью 
ФПУ 220/220 кВ поддерживать неизменный пере­
ток, оптимальный для ВЛ 220 кВ, что соответ­
ствует Ру =  const в выражении (1). Величина 
этого неизменного перетока может периодически 
изменяться:

в период Ру — Ру\ =  const;
в период t2-r-t3 Ру =  РУ2 =  const и т. д.
На втором этапе, когда замыкается ВЛ 500 кВ 

и устанавливается ФПУ 500/500 кВ в Томске, 
можно применить упрощенный закон для управле­
ния режимом в большом кольце с помощью обоих

ФПУ. Достаточно для приближенной оптимиза­
ции режима в кольце ограничиться входной 
информацией о перетоках по ВЛ 1150 кВ в сече­
ниях Барнаул — Экибастуз и Экибастуз — Кокче- 
тав, а также перетоком между Сургутским 
энергорайоном и ОЭС Урала. Тогда для оптими­
зации потокораспределения в большом кольце 
можно управлять углом обоих ФПУ по следую­
щему закону:

0у =  0о-Еа(^>Бэа БЭ _Ь^>экаэк) ( ДрС£ ) > (3)
02  О

где 0о, а, р — полуэмпирические величины, зави­
сящие в основном от схемы и режима в энерго­
объединении; аБЭ, ОэК — величины, характеризую­
щие наклон угловых характеристик электропере­
дач 1150 кВ Экибастуз — Барнаул и Эки­
бастуз — Кокчетав; РБЭ, Рж — перетоки по этим 
линиям; ДРС2 и АРС20 — текущая и средняя ве­
личина дефицита (избытка) мощности в Сургут­
ском энергорайоне.

Выбирая для каждого этапа развития схемы 
энергообъединения и диапазона его режимов ве­
личины 0о, а, р и регулируя на обоих ФПУ углы 0, 
согласно выражению (2) с учетом (3) можно 
обеспечить достаточно эффективную оптимизацию 
потокораспределения в большом кольце. Это не 
исключает применения других упрощенных выра­
жений для управления ФПУ.

Оба ФПУ, как указывалось, можно дополни­
тельно использовать для оптимизации потокорас­
пределения в контуре 500/220 кВ Томск — Па­
рабель, для чего вводится на них рассогласование 
углов 0. Такая оптимизация относится к более 
низкому иерархическому уровню и не должна 
искажать результатов оптимизации в большом 
кольце. Поэтому на ФПУ 500/500 кВ, оказываю­
щем определяющее влияние на режим большого 
кольца, устанавливаются углы 0уТ согласно вы­
ражению (3), а на ФПУ 220/220 кВ Парабели 
учитываются коррективы, обусловленные суммар-. 
ным перетоком РСу в сечении Сибирь — Урал:

0уп =  бут +  Рсу ■ (4)
Как показали расчеты, моделирования такой 

упрощенной зависимости оказывается достаточно.
Упрощенные законы управления ФПУ приме­

нимы и для оптимизации потокораспределения 
между смежными ОЭС. В качестве исходной 
информации достаточно ограничиться перетоками 
по наиболее мощным межсистемным связям. В ча­
стном случае сечения Сибирь — Казахстан приме­
няется до трех ФПУ (ФПУ 500/500 кВ и два ФПУ 
220/220 кВ). Следует отметить, что управление 
с помощью ФПУ 500/500 кВ более существенно 
влияет на потокораспределение в сечении, чем 
управление обоими ФПУ 220/220 кВ, и что законы 
управления ФПУ 220/220 кВ зависят от законов 
управления ФПУ 500/500 кВ, но не наоборот.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Частичная оптимизация потокораспределения в 
сечении возможна с помощью одного или двух 
ФПУ 220/220 кВ при отсутствии ФПУ на 
ВЛ 500 кВ. В то же время нельзя оптими­
зировать режим с помощью ФПУ 500/500 кВ 
при отсутствии ФПУ 220/220 кВ на одной или 
двух ВЛ 220 кВ. В последнем случае ВЛ 220 кВ 
без ФПУ должна быть разомкнута.

Закон управления ФПУ 500/500 кВ, оптими­
зирующий потокораспределение в сечении Си­
бирь — Казахстан с целью снижения потерь, 
может упрощенно зависеть лишь От перетока 
РБЭ по ВЛ 1150 кВ Барнаул — Экибастуз:

6у =  0о +  й/)Бэ- (5)
В выражении (5) переток по ВЛ 1150 кВ мо­

жет быть реверсивным, т. е. РБЭ — любого знака.
При достижении допустимых значений пере­

тока РБЭ, когда управляемые источники реак­
тивной мощности могут выйти на ограничения, 
необходимо по условиям повышения пропускной 
способности сечения предотвратить дальнейшую 
загрузку ВЛ 1150 кВ, более интенсивно нагру­
жая ВЛ 500 и 220 кВ. Для этого следует умень­
шать угол ПРН на ФПУ по закону:

при РБэ> Р д  0у =  0д £*(Рбэ Яд), (0)
где 0д =  0о +  &Рд — допустимый по условиям про­
пускной способности угол на ФПУ;./г*> k.

С учетом реверсивных перетоков мощности 
и ограничений закон управления ФПУ имеет вид:

при Рд+> Р БЭ> Р д _  0У =  0О +  kPБЭ;
при РБЭ>Рд-|_ 0у+ =  0д+ £+(РБэ Рд+);
при РБЭ< Р д _  0у_=0д_ k — (РБ э Рд —)•

(7)
Для управления ФПУ 220/220 кВ можно 

применить закон управления, аналогичный (7). 
Однако более точная оптимизация режимов имеет 
место, если у каждого ФПУ 220/220 кВ угол 
будет определяться в зависимости от угла 0 
на ФПУ 500/500 кВ:

при 0(5°°>>О .0(22°) =  fe^5OO); ]  - (8)
при 0(5ОО) <  о 0j22°) =  *f'0(5°O)> /

где i =  1,2 ... — номер ФПУ 220/220 кВ.
В общем случае для ФПУ 220/220 кВ следует 

использовать при отсутствии ФПУ 500/500 кВ за­
кон управления типа (7), а после установки 
ФПУ 500/500 кВ целесообразно применить закон 
управления типа (8).

Аналогично можно выбрать упрощенные зако­
ны управления для ФПУ между ОЭС Сибири 
и Востока, а также для других сечений и конту­
ров. Следовательно, для каждого большого коль­

ца, сечения или контура можно выбрать упро­
щенный закон управления ФПУ, который обеспе­
чит достаточную точность при оптимизации ре­
жимов в энергообъединении.

Первоочередные ФПУ предназначены для уп­
равления стационарными режимами, так как у них 
используются для РПН обычные механические 
устройства, переключающие анцапфы в течение 
нескольких секунд. При тяжелых аварийных воз­
мущениях в системе действует штатная противо- 
аварийная автоматика. В случае деления пред­
полагается размыкать сравнительно слабые сети, 
замкнутые через ФПУ, что не должно усугу­
бить последствия от аварий. Соответственно на 
это ориентированы описанные выше законы управ­
ления стационарными режимами. В дальнейшем 
для управления перетоками в мощных контурах 
500—1150 кВ с целью обеспечения динамиче­
ской устойчивости предполагается у ФПУ 
500/500 кВ предусмотреть фазовое управление, 
при котором углы ПРН будут изменяться ступен­
чато за десятые доли секунды. Для этого мож­
но концы регулируемых частей обмоток вывести 
на крышку бака ФПУ и коммутировать их с по­
мощью выключателей или рассмотреть примене­
ние тиристорных коммутаторов [4]. Такая модер­
низация ФПУ и разработка законов управле­
ния ими при возмущениях предусматривается в 
дальнейшем.

Выводы. 1. В сложных энергообъединениях 
эффективно в первую очередь применение ФПУ 
для управления потоками мощности в больших 
кольцах, образованных из нескольких ОЭС, а 
затем — для оптимального потокораспределения 
межсистемных перетоков в сечениях между смеж­
ными ОЭС, в контурах внутри ОЭС и энерго­
систем. Управление потоками мощности в сложных 
энергообъединениях следует рассматривать с при­
менением иерархического подхода. Сначала оп­
тимизируется потокораспределение в больших 
кольцах из ОЭС, затем между смежными ОЭС, 
а затем уже в контурах внутри ОЭС или 
энергосистем.

2. Для управления потоком мощности в боль­
шом кольце выбирается наиболее слабое сечение 
этого кольца и во всех линиях выбранного 
сечения устанавливаются ФПУ. Для оптимиза­
ции потокораспределения между пг линиями раз­
ного напряжения, связывающими смежные ОЭС, 
необходимо установить ФПУ не более чем в 
m—1 линиях сравнительно меньшей пропускной 
способности. При этом, если сечение включает, 
например, линии 220. 500 и 1150 кВ, в каче­
стве первоочередных устанавливаются ФПУ 
220/220 кВ, а затем устанавливаются ФПУ 
500/500 кВ.

3. Оптимизацию потокораспределения возмож­
но осуществить применяя упрощенные законы 
управления ФПУ. Упрощенные законы примени­Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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мы и для управления потоками мощности в боль­
ших кольцах, и для оптимизации потокораспре- 
деления в сечениях между ОЭС, и на более низ­
ких иерархических уровнях. Применение упрощен­
ных законов делает технически возможным опе­
ративное управление ФПУ, так как существенно 
ограничивает объем телеинформации.

4. В качестве первоочередных должны быть 
изготовлены ФПУ 220/220 кВ с диапазоном 
ПРИ ±60°, уже заказанные электротехниче­
ской промышленности, а затем следует разрабо­
тать и изготовить ФПУ на другие напряже­
ния и другие диапазоны ПРИ.
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УДК 621.316.727.001.24

Расчет несимметричных режимов работы фазорегулирующего 
трансформатора с соединением обмоток в зигзаг

БОШНЯГА В. А.

Фазорегулирующие трансформаторы, как из­
вестно, являются эффективным средством уп­
равления потоками мощности в электрической 
сети. Однако в литературе, особенно отечествен­
ной, мало внимания уделено исследованию и срав­
нительному анализу свойств различных схем 
фазорегулирующих трансформаторов, в том числе 
и с учетом особенностей работы в несиммет­
ричных установившихся режимах. Одной из про­
стейших схем фазорегулятора, наряду со схемой 
многоугольника [1, 2], является схема с соеди­
нением обмоток в зигзаг [3], обеспечивающая 
сопоставимый с многоугольником диапазон регу­
лирования угла. Между тем, практически нет 
публикаций, посвященных исследованию указан­
ной схемы, что не позволяет провести ее со­
поставление с другими известными техническими 
решениями и определить области возможного 
применения.

В связи с изложенным рассмотрим несиммет­
ричные режимы работы на примере расчетной 
схемы (рис. 1), к которой могут быть сведены 
некоторые возможные принципиальные схемы фа­
зорегулятора с соединением обмоток в зигзаг. 
Отметим, что соотношение чисел витков обмоток 
aii и Юг может изменяться в процессе работы 
с помощью переключающих устройств, которые 
здесь не рассматриваются.

При анализе пренебрегаем взаимным влиянием 
обмоток разноименных фаз, что справедливо, на­
пример, для трехфазной группы однофазных

трансформаторов. Кроме того, считаем ток намаг­
ничивания равным нулю. Используем модель 
многообмоточного трансформатора, описанную 
в [4] и основанную на парных сопротивлениях 
короткого замыкания обмоток. В случае двухоб­
моточного трансформатора для фазы А устрой­
ства получим:

] ] '  ___П "  —  U  7 '
и \А и 2А — l \ A ^ k \ 2 A  >

1[а +1’2А= 0.
Здесь штрихами обозначены приведенные к числу 
витков первичной обмотки хюХА токи, напряжения 
и сопротивления к. з. обмоток wlA и w2A. Ана­
логичные уравнения можно записать для транс­
форматоров, составляющих фазы В и С устрой­
ства.

Выразим из полученной системы уравнений 
токи и, переходя от приведенных к полным зна­
чениям токов и напряжений обмоток, запишем 
уравнения для трансформатора фазы А в матрич­
ном виде:

i\A 1

=  [Ува] ' о 1А

?2А
_ У а УА 

Ка к\ о 2Д о 2А
L J

где ; к А =
12/4

w 2 А 

W IA
Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Принимая аналогичные обозначения для транс­
форматоров, составляющих фазы В и С устройст­
ва, т. е.

^в = Ус=- ; к в =
к̂\2С

W2B ■
ЩВ ’

и записав аналогичные уравнения для трансфор­
маторов В и С, получим блочно-диагональную 
матрицу проводимостей ветвей для рассматривае-

мой схемы: ■д;
Ал

Ув а]1 1 
1 1

0 . /
о 2А

Ав
=

! 1 
[ У в в ] !

Ъ в
02 В_

Ас
Ас

1 1 [Уве] 
1 1

0 1 с
02 С

Приняв нумерацию узлов и ветвей в соответ­
ствии с рис. 1 и используя известные матрич­
ные соотношения (см. [5], формула 2-52), опре­
делим эквивалентную матрицу узловых проводи­
мостей [Уэ] , связывающую узловые токи / 1 Ч- / 7  

и напряжения 0)-=-07 рассматриваемого семипо- 
люсника:

=  [Уэ]
01

07
( 1 )

причем положительными считаем узловые токи, 
втекающие в соответствующие узлы, и узловые 
напряжения, направленные от точки отсчета 
«0» к узлам. Выполнив операции умножения 
матриц соединения для схемы на рис. 1 и блочно­
диагональной матрицы проводимостей ветвей 
схемы в соответствии с [5], получаем эквивалент­
ную матрицу узловых проводимостей [Уэ]:

1 2 3 4 5 6 7

1
- У  С

— Уа / К а
- У а / К а - У с / К с У а / к \ 0 У с / К с Ус

+  Уа / К а

2 - У а / К а

1
1 ^

 
■с CD * -  У в / к в Уа / К а Ув/ К% 0 Уа

~\~У в / К в

3 - у с / к с - У в / К в - У  в
- Ус / К 2с

0 у  в / к  в У с / К с Ув
+■ У с / К с

4 Уа / К а Уа / К а 0 — У а / К а 0 0 - У а / К а

5 0 У в / К \ у  в / К в 0 - У в / к % 0 - У  в / К в

6 У с / К с 0 Ус / К 2с 0 0 - у с / к % - У с / К с

7 Ус
+  Уа / К а
1

Уа
+  У в / К в

Ув
+  УС/ К С

- У а / К а - у  в / К в - У  с / К с - У а - У в
- У сВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Полученная матрица может быть использова­
на в качестве математической модели фазоре­
гулятора при расчетах несимметричных режимов 
электрической системы, содержащей фазорегули­
рующие трансформаторы, и позволяет провести 
расчет для случаев сложной несимметрии или, 
например, различных параметров фаз. Используя 
полученную матрицу, по известной методике [6} 
найдем параметры трехфазной схемы замещения 
рассматриваемого устройства в виде полного 
семиполюсника:

Yu=Ya/Ka\ У,3= У с/К с; Уц = - У а/К?а\ К.5 =  0; 
Yl6= - Y c/Kc; У, 7 =  -  (Yc+ Y a/Ka); Y23= Y B/KB; 
Y2< = - Y a/Ka-, Y25= - Y b/K 2b; У26 =  0; Y27 =
=  - ( У л  +  Ув/Кв); Уз4 =  0; Y3b= - Y B/KB; У36 =  
=  - У с/ К 2с\ У37 = -  (Ув +  Ус/ К с);  У45=У46 =  0;
У»=УА/ К А\ У56 =  0; У57== Ув/ К в\ Y67= Y c/ K c.

Полученная матрица (2) позволяет рассчи­
тать любые несимметричные режимы работы рас­
смотренной схемы, однако в двух крайних слу­
чаях — при глухозаземленной и изолированной 
нейтрали — она может быть несколько упрощена. 
Рассмотрим сначала случай глухозаземленной 
нейтрали, когда 0 7 =  0. При этом, очевидно, экви­
валентная матрица У,, описывающая поведение 
схемы рис. 1, получается из (2) вычеркиванием 
последних строки и столбца и для случая оди­
наковых параметров всех фаз, т. е. при

УА =  УВ =  УС =  У\ КА= К В =  КС =  К
она имеет вид

1 2 3 4 5 6

1
— 1
- f t 2 — f t —ь ft2 0 6

2 — f t

— 1
- ь 2 —ь ft ft2 0

3
Y

—Ь —ь
— 1
- f t 2 0 ft ft2

4 Ь2 ь 0 - f t 2 0 0

5 0 ь2 ft 0 - f t 2 0

6 6 0 ft2 0 0 - f t 2

где 6 =  1 /А.

( 3 )

При этом ток нейтрали 17 является зависимой 
переменной и определяется суммой токов осталь­
ных полюсов.

При работе схемы на рис. 1 с изолированной 
нейтралью / 7  =  0, а напряжение нейтрали U7 долж­
но быть определено из системы уравнений (1).

Запишем систему (1), разбив матрицы на бло­
ки, следующим образом:

/*! -6 Уч y ,2 U i - 6
/7 y2> У 22 От

Или иначе
[ А - б ] = [ У 11] [U\  —е]—(— [У12] 07 ; (4)

/7 =  0 =  [У21 ] \ U \ —в] —|— [У22] U 7 . (5)

Определим 0 7 из (5) и, подставив его значе­
ние в (4), получим эквивалентную матрицу узло­
вых проводимостей У" для схемы с изолированной 
нейтралью. Для случая одинаковых параметров 
трансформаторов она имеет следующий вид:

1 2  3 4 5 6

2 A —A — A C D Е

—A 2 A —A E С D

—A —A 2 A D E С

C E D 2 В — В — В

D C E —В 2 В — В

E D C —В —В 2 В

где А- 

2+ ЗА5

1 1 В -  1 • с  1Ж ЗА ’ з Т Г ' С-  ЗА
1 1 р 2 1
ЗА ! Ж ’ Е ЗА ЗА*- '

( 6 )

Полученные эквивалентные матрицы узловых 
проводимостей (3), (6) позволяют рассчитывать 
несимметричные режимы работы рассмотренной 
схемы и, наряду с матрицей (2), могут быть 
использованы в качестве моделей фазорегулирую­
щего трансформатора в программах расчета уста­
новившихся режимов электрических сетей.

В ряде случаев, например для расчета сим­
метричных режимов, а также при моделировании 
элементов электрической сети в координатах 
симметричных составляющих, необходимо распо­
лагать соответствующими схемами замещения фа­
зорегулирующего трансформатора. Такие схемы 
могут быть получены на основе матриц (3), (6) 
для частного случая симметричного режима. Оп­
ределим их параметры для двух рассмотренных 
режимов — с заземленной и изолированной нейт­
ралью. Рассмотрим сначала режим с глухим 
заземлением нейтрали.

Предположим, что системы приложенных и вы­
ходных напряжений симметричны, т. е.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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0\ =  0 И\ U2 =  a2UH\ U3 =  aUH; 0^ =  0 к; 0ь =  а20 к\ 
0ъ =  а й к,

где а — общем случае комплексный оператор 
поворота, и, кроме того, параметры всех фаз 
одинаковы.

Тогда, используя (3), легко убедиться, что токи 
также образуют симметричные системы, поэтому 
достаточно рассматривать один входной и соот­
ветствующий ему выходной токи, например 1\ и 
U. Подставляя выражения для напряжений в два 
уравнения систем (1), получим

/, =  i)H У [— 1 — 1 / к 2—а2/К —а/К]  +
+  U J [ l / K 2+a/K);
U = U KY\\/K2 +  a2/ K } + ( J J { - \ / K 2\  (7)

Анализируя (7), видим, что в общем случае 
матрица проводимостей, описывающая однофаз­
ный эквивалент исходной трехфазной схемы, не­
симметрична. Поэтому однофазную схему заме­
щения будем искать в изображенном на рис. 2 ви­
де, где, как и в принятой модели трансформа­
тора, учитывается только проводимость к. з. Усх. 
Матрица узловых проводимостей схемы на рис. 2 
имеет вид

По-Кох — 1 
1/&

1/Ат
-1//С ? (8)

где Rt — комплексный коэффициент трансфор­
мации идеального трансформатора.

Сравнивая (7) и (8), определим параметры 
однофазной схемы замещения рассматриваемого 
устройства для симметричного режима, которая 
при а =  е±,120° будет соответственно схемой заме­
щения для составляющих прямой и обратной 
последовательностей:

Yld 2 =  Y (\ — \ / К + \ / К 2) \ К т = ^ К ' - К +  1(9)
Значение угла 0 идеального фазовращателя 

также одинаково для схем замещения прямой 
и обратной последовательностей, отличие состоит 
лишь в знаке. Из (7), (8) получим:

20 \ + а 2К (10)
6 1 +аК К ’

Несколько другие значения имеют параметры 
схемы замещения нулевой последовательности, ко­

торые также можно получить из (7), (8) счи­
тая а =  1:

у°х==У(1 +  1/ / ( ) 2; /Ст =  К + 1; 0 =  0°. ( 11)
На рис. 3 представлена зависимость отноше­

ния проводимости к. з. схем замещения нулевой 
и прямой последовательностей У?х/И и 2 от коэффи­
циента К. Видно, что в диапазоне изменения К 
от 0 до 1 (что соответствует примерному диапа­
зону регулирования 0—60°) проводимость к. з. 
нулевой последовательности может в четыре раза 
превышать проводимость к. з. прямой и обратной 
последовательностей.

Очевидно, что параметры схем замещения 
прямой и обратной последовательностей для 
схемы с,изолированной нейтралью будут совпа­
дать с найденными ранее для случая глухого 
заземления. Параметры же схемы замещения ну­
левой последовательности определим аналогично 
предыдущему, используя полученную для дан­
ного случая матрицу (6). После преобразований 
получим УсХ =  0, т. е. сопротивление к. з. имеет 
бесконечно большое значение, что согласуется с 
физическими представлениями, так как в данном 
случае отсутствует путь для протекания токов 
нулевой последовательности. Значения других 
элементов схемы не определены.

Рассмотрим далее примеры расчета на основе 
эквивалентных матриц узловых проводимостей 
(3), (6) некоторых наиболее типичных сущест­
венно несимметричных режимов работы схемы — 
однофазных и двухфазных к. з. на выходных 
зажимах при симметричной системе питающего 
напряжения. Расчет проведем в относительных 
единицах, принимая 0 i =  l; U2 =  a2', 0з =  а, где 
а =  е'120°. Сопротивления к. з. трансформаторов 
всех фаз будем считать чисто реактивными, оди­
наковыми и равными 10 % сопротивления нагруз­
ки, которое примем за единицу (zH= l ) .  Коэф­
фициенты трансформации трансформаторов при­
мем одинаковыми и равными, например, единице, 
что соответствует углу фазового сдвига 60° в ре­
жиме холостого хода.

Рассмотрим сначала схему с глухим зазем­
лением нейтрали. Для режима однофазного к. з. 
из схемных условий имеем: 0\-= 0; U =  h  =  0. 
Подставляя известные токи и напряжения в систе­
му уравнений, соответствующую матрице (3), 
найдем неизвестные токи и напряжения (в от­
носительных единицах):

< 0 5 = - 1 ; и 6= - а 2-,
11 = — /4 =  12 — — / 10а; / з =  0-

Полученный результат наглядно отображен на 
векторной диаграмме рис. 4, где сплошными ли­
ниями разной толщины показаны приложенные и 
выходные напряжения, пунктиром — напряжения 
на обмотках трансформаторов. Из рис. 4 видно, 
что при однофазном к. з. напряжения «здоровых»
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Рис. 4

фаз практически не изменяются, а токи, вызван­
ные повреждением (см. также таблицу), проте­
кают только в двух фазах источника питания.

Аналогично были рассчитаны токи и напряже­
ния схемы для других видов повреждений. Ре­
зультаты приведены далее в виде векторных диа­
грамм и в таблице, где представлены токи полю­
сов и обмоток трансформаторов.

Предложенная методика, очевидно, позволяет 
рассчитывать любые несимметричные режимы 
фазорегулирующего трансформатора, в том числе 
и связанные с неодинаковыми параметрами фаз, 
которые, например, могут быть вызваны непра­
вильной работой переключающих устройств.

Рассмотрим несимметричный режим, при кото­
ром КА—КВ =  \, а Кс =  0,5. Пусть, кроме того, 
сопротивление к. з. Z'Kl2C трансформатора фазы С 
отличается от соответствующих величин для фаз 
А, В и составляет в относительных величинах 
20 % сопротивления нагрузки.

Рассмотрим в этих условиях режим однофаз­
ного к. з. одного из выходных зажимов, например, 
0 4 =  0. Приложенные напряжения, как и ранее, 
считаем заданными и симметричными. Таким об­
разом, из схемных условий имеем:

# 4 =  0; /5 =  /б =  0.
Из уравнений для токов / 5, /б, записанных на 

основании соответствующих строк матрицы (2), 
определим неизвестные напряжения Оъ, Об и за­
тем — токи полюсов:
0ь= — 1; 0ъ= (а — а2) /2; /1  =  /2 =  —/10а; /3 =  0; 
/4=/10а (в относительных единицах).

Полученный результат отображен на векторной 
диаграмме рис. 5.

На рис. 6 приведена векторная диаграмма 
напряжений при двухфазном к. з. в схеме с зазем­
ленной нейтралью. Как видно из векторной диа­
граммы, напряжения замкнутых фаз при таком 
повреждении уменьшаются по модулю вдвое и из­
меняют фазу так, что находятся в противофазе 
по отношению к выходному напряжению остав-

Рис. 5

шейся в работе фазы. При двухфазном к. з. на 
землю отличие состоит в том, что напряжения 
замкнутых на землю фаз, естественно, равны нулю, 
а токи, как видно из таблицы, несколько боль­
ше, чем в предыдущем случае.

Аналогично, с использованием эквивалентной 
матрицы (6), были рассчитаны режимы схемы с 
изолированной нейтралью. Векторная диаграмма 
напряжений для однофазного к. з. приведена на 
рис. 7, токи — в таблице. В данном режиме то­
ков повреждения нет, но, как следует из диаграм­
мы, происходит сильное смещение нейтрали до 
уровня фазного потенциала, а также увеличивают­
ся в -д/3 раз напряжения на неповрежденных фа­
зах и в два раза — на обмотках трансформатора 
одной из фаз. Следует отметить, что полученные 
результаты объясняются использованием линей­
ной модели трансформатора, не учитывающей на­
сыщение магнитопровода. Очевидно, при учете 
насыщения стали повышение напряжения будет 
меньше, однако появятся большие намагничиваю­
щие токи. Для получения количественных ре­
зультатов в этом случае необходимо учитывать 
эффект насыщения.

Векторная диаграмма напряжений для двух­
фазного к. з. показана на рис. 8, токи приве-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 8

дены в таблице. Как видно из диаграммы, напря­
жение смещения нейтрали и перенапряжение на 
обмотках трансформаторов в этом случае значи­
тельно меньше, чем при однофазном к. з. Следует 
отметить, что режимы двухфазного к. з. и двух­
фазного к. з. на землю практически совпадают 
вследствие того, что при замыкании двух фаз их 
напряжение падает до нуля и соединение этой 
точки с землей не изменяет распределение токов 
в схеме. Как следует из таблицы, в этом случае 
наблюдаются наибольшие токи в обмотках транс­
форматоров по сравнению с другими видами 
повреждений.

Сравнивая результаты, полученные для рас­
смотренной схемы при заземленной и изолиро­
ванной нейтрали, следует отметить, что схема с 
заземленной нейтралью более устойчива к воздей­
ствию факторов, нарушающих симметричный ре­
жим работы, характеризуется меньшими значения­
ми перенапряжений и токов и вследствие этого 
более предпочтительна для применения.

Выводы. 1. Получена эквивалентная матрица 
узловых проводимостей и соответствующая ей 
трехфазная схема замещения в виде полного 
семиполюсника для фазорегулирующего транс­
форматора с соединением обмоток в зигзаг, позво­
ляющие рассчитывать различные несимметричные 
режимы работы электрических сетей с такими 
устройствами.

2. Определены параметры элементов схем заме­
щения для симметричных составляющих на осно­
ве проводимостей к. з. между обмотками ис­
ходного трансформатора, необходимые при рас­
четах как несимметричных, так и нормальных уста­
новившихся режимов электрической сети с фазо­
регуляторами.

3. Результаты проведенных расчетов несим­
метричных режимов свидетельствуют о том, что 
особенности последних необходимо учитывать при 
выборе способа заземления нейтрали и при проек­
тировании фазорегулирующих устройств.

Схема Вид к. з.
Токи полюсов и обмоток фазорегулирующего трансформатора при различных повреждениях (8 =  60°)

в относительных единицах (X /)

/, In и hi h hi / .  =  / , , I& =  hb /б = /зв

С заземленной 
нейтралью
(0  7=0) Однофазное 10а 0 10 а 10а 0 0 —  10а 0 0

Двухфазное 
на землю

10а2
5 (а2— 1)

10а2
5(а2- 1 )

10
5(1- а 2)

0
0

<
— 10а 

0
10

5(1—а2)
0
0

—  10а 
5 (а2— 1)

— 10а 
5(1- а 2)

С изолирован­
ной нейтра- 
лью ( /7= 0 )

Однофазное 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Двухфазное 15(а2— 1) 15(а2— 1) 15(1—а2) 0 0 15(1—а2) 0 15(а2— 1) сл Т ft

П р и м е ч а н и е .  а = е ,|2° .
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Бесконтактный совмещенный синхронный генератор
КАРАВАЕВ В. Т., канд. техн. наук

Кировский политехнический институт

Применение в качестве источников энергии 
синхронных машин, бесконтактность в которых 
получена за счет отдельного выполнения на об­
щем валу генератора и возбудителя, приводит 
к увеличению длины синхронной машины, умень­
шению ресурса раббты подшипников, росту вибра­
ций и аэродинамического сопротивления про­
дуву, повышению трудоемкости изготовления за 
счет дополнительной штамповки железа возбу­
дителя, увеличению удельного расхода материа­
лов на 1 кВт мощности. Отдельный возбудитель 
[1] обладает ограниченной мощностью, что сни­
жает устойчивость работы бесконтактной синхрон­
ной машины. Ввиду недостаточной эффективно­
сти и неэкономичности такие синхронные машины 
не могут считаться совершенными.

Одним из эффективных методов решения проб­
лем электромеханики является осуществление 
идеи совмещения, т. е. объединения нескольких 
электрических машин, реализация которой дает 
значительный технико-экономический эффект [2].

Совмещение в одном агрегате всех или части 
функций генератора и возбудителя, двигателя и 
возбудителя и многих других конструкций при­
вело к развитию новых электрических машин, 
которые получили название совмещенных элект­
рических машин [2].

Для обеспечения оптимальной работы генера­
тора и возбудителя была предложена [3] 
конструкция бесконтактного совмещенного генера­
тора (БССГ), один из вариантов которой по­
казан на рис. 1 и 2, позволяющий регули­
ровать распределение электромагнитных нагрузок 
генератора и возбудителя. Указанный эффект 
достигается благодаря последовательному соеди­
нению обмоток ротора при электрическом совме­

щении обмотки якоря возбудителя в обмотке воз­
буждения генератора.

Особенность предлагаемого БСС заключается 
в том, что в общих пазах статора (рис. 1, в ) 
расположена обмотка возбуждения возбудителя 
(ОВВ), обмотка якоря генератора (ОЯГ), а 
обмотка ротора состоит из совмещенной обмотки 
(СО), выполняющей функции якорной обмотки 
возбудителя (ЯОВ) и обмотки возбуждения ге­
нератора (ОВГ1), и двух совершенно идентич­
ных частей обмотки возбуждения генератора 
ОВГ2 и ОВГЗ, причем все эти обмотки соеди: 
нены последовательно с выпрямительным блоком 
ВБ, вентили которых соединены по двухполу- 
периодной схеме А. Н. Ларионова. Части обмоток 
ОВГ1, ОВГ2 и ОВГЗ в целом составляют пол­
ную обмотку возбуждения генератора.

Развернутые схемы обмоток статора и ротора 
показаны на рис. 1, а, б и рис. 2, а. Ряд стрелок 
на рис. 1,а указывает направление постоянного 
тока в обмотке возбуждения возбудителя ОВВ, 
подведенного к положительному и отрицательно­
му зажимам ОВВ от источника постоянного 
тока с числом пар полюсов р ) = .

Ряд стрелок на рис. 1 ,б указывает направле­
ние переменного тока в обмотке якоря генератора 
ОЯГ для некоторого момента времени трехфаз­
ной системы с числом пар полюсов р2_ и тока 
на выходных зажимах А2, В2, С2.

Технология обмотки статора не отличается 
по выполнению от обычной петлевой обмотки 
для машин переменного тока. Влияние асим­
метрии при выполнении намоточных работ не 
превышает уровня обычной машины перемен­
ного тока. Укладка обмотки возбуждения возбу­
дителя в нижней части паза (рис. 1, в), аВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 1
обмотки якоря генератора в верхней части паза 
позволяет уменьшить индуктивное сопротивление 
рассеяния обмотки якоря ОЯГ, уменьшить паде­
ние напряжения и увеличить выходную мощность 
генератора.

Рассмотрим развернутую схему совмещенной 
обмотки ротора рис. 2, а. Верхний ряд стрелок 
СО указывает направление переменного тока 
ОЯВ, создающего переменное поле с числом пар 
полюсов возбудителя, и тока снимаемого с за­
жимов А1, В1, С1. Нижний ряд стрелок указывает 
направление постоянного выпрямленного тока 
этой же СО, подводимого в ОВГ1 через идентич­
ные части ОВГ2 и ОВГЗ к зажимам 01 и 02 от 
вращающегося блока выпрямителей ВБ и создаю­
щего в обмотках ОВН1, ОВГ2, ОВГЗ поле воз­
буждения генератора с числом пар полюсов р2 = . 
Совмещенная обмотка представляет собой двух­
слойную обмотку с двумя параллельными ветвя­
ми в фазе возбудителя на паре полюсов р2 гене­
ратора, которые соединены в две симметричные 
звезды э. д. с. (рис. 2, a) Al, XI; Bl, VI; С1, 
Z1 и A'l, X' 1; ВЧ, УЧ; СЧ, Z4  в поле возбудите­
ля. Ввиду полной симметрии звезд напряжение 
выходной частоты возбудителя между точками 
01 и 02 отсутствуют.

Кривые м. д. с. каждой обмотки получаются 
симметричными в том случае, когда выполняется 
условие: отношение z2/p  равно целому числу (z2 — 
число пазов; р — число пар полюсов соответ­
ствующей обмотки). Число пар полюсов не может 
быть выбрано произвольно. При этом:

должна отсутствовать взаимоиндуктивная 
связь между совмещенными обмотками;

должно выполняться условие Р. Рихтера: 
Р \± р 2ооф +  \, где р\ и р2 — число пар полюсов 
возбудителя и генератора;

должно быть обеспечено получение необходи­
мой частоты.

В данном случае выбрано соотношение р\/р2 — 
=  2, но возможны и другие соотношения.

Одной из отличительных особенностей рабо­
ты БССГ является обтекание СО двумя токами 
различных частот: током возбудителя с частотой 
/i и постоянным током, что учитывается при 
выборе суммарной линейной нагрузки уравнением 
(5), линейной нагрузкой генератора (7) и, соответ­
ственно, оптимальной магнитной нагрузкой гене­
ратора (11).

Таким образом, БССГ состоит из двух синхрон­
ных машин: генератора нормального исполнения 
и возбудителя обращенного исполнения. Маг-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 

www.booksite.ru



ЭЛЕКТРИЧЕСТВО № 11, 1990 Бесконтактный совмещенный генератор 19

со (ояв и овп)

а)

1 2 J Ь 5  Б 7 В 9  Ю

\

со (ояв и овп)

\ т
овг г овгз овгз

Рис. 2

нитные потоки этих двух разнополюсных машин 
объединены в общем магнитопроводе. Для особых 
технических условий на проектируемый генератор 
ОВВ и ОЯГ выполняются раздельными, а об­
мотка возбуждения генератора состоит из двух 
совершенно идентичных частей ОВГ2 и ОВГЗ и 
части ОВГ1 в совмещенной обмотке СО рис. 2, а.

ОЯВ через зажимы Al, Bl, С1 и выпрямительный 
блок ВБ, выполненный на вентилях Д231А по 
схеме А. Н. Ларионова, питает три части обмотки 
возбуждения генератора ОВГ1, ОВГ2, ОВГЗ, 
включенные между собой последовательно. При 
этом в ОЯГ (рис. 1,6, зажимы А2, В2, С2) 
индуктируется э. д. с. Е2.

Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Изменяя число витков обмотки возбуждения 
возбудителя, можно применить известные стан­
дартные конструкции регуляторов напряжения, 
а при изменении числа витков двух идентичных 
частей ОВГ2 и ОВГЗ рис. 2, а становится воз­
можным согласовать сопротивление нагрузки воз­
будителя (т. е. сопротивление трех частей ОВГ1, 
ОВГ2 и ОВГЗ обмотки возбуждения генера­
тора) с критическим сопротивлением нагрузки 
возбудителя, при котором возбудитель с опреде­
ленного объема отдает максимальную мощность 
в номинальном режиме работы генератора. На 
базе проведенных испытаний макетного образца 
БССГ мощностью 9,6 кВт были разработаны, 
изготовлены и испытаны генераторы на мощ­
ность 40 кВт, а также выполнены расчеты гене­
раторов на мощность 630, 1000, 3200 кВт. Масса 
электропроводящих, магнитных и изоляционных 
материалов остается практически такой же, как 
при раздельном выполнении генератора и возбу­
дителя, так и у БССГ при к. п. д. 92,7 %, 
а общая масса БССГ уменьшена за счет лучшего 
использования объема машины и 10-кратного за­
паса по мощности возбудителя. Мощность, пода­
ваемая на обмотку возбуждения возбудителя, 
составляет менее 60 % мощности возбуждения 
отдельно генератора при статической системе 
возбуждения генератора СГД-2.

Расчет данного генератора на номинальную 
мощность 40 кВт и частоту 400 Гц доказывает 
возможность получения удельной мощности 0,5— 
1 кВт на 1 кг массы.

На макетных образцах проведено исследование 
статических характеристик холостого хода, внеш­
них, короткого замыкания, регулировочных от­
дельно для генератора и возбудителя, а также 
при совместной их работе в двухфазном и трех­
фазном режимах при различных коэффициентах 
мощности. Данные исследования показали, что 
БССГ обладает свойствами нормальных синхрон­
ных машин.

В отличие от обычных синхронных машин 
при динамическом режиме в БССГ, имеющей 
включенный между возбудителем и генератором 
выпрямительный блок, проявляются два взаимно 
связанных и взаимно обуславливающихся про­
цесса: изменение во времени медленно меняю­
щейся составляющей постоянного тока и пере­
распределение напряжения источника питания 
схемы между сопротивлением обмотки якоря воз­
будителя z 1 и входом выпрямительного блока. 
Совокупность этих процессов является динами­
ческим перераспределением напряжений [7], вы­
зывающее эффект форсирования возбуждения и 
увеличения динамического момента при включении 
и форсированное развозбуждение и уменьшение 
динамического момента при отключении нагрузки, 
что увеличивает устойчивость работы БССГ.

Принципиальным отличием в выборе главных 
размеров и электромагнитных нагрузок БССГ

[4] от оптимальных размеров и электромаг­
нитных нагрузок одномашинного преобразователя 
частоты [8, 9] является совмещение в одном 
магнитопроводе «отдельных» электрических ма­
шин, отличающихся по мощности в 5—100 раз, 
соединенных каскадно. Кроме того, обмотка якоря 
возбудителя и обмотка возбуждения генератора 
совмещены электрически.

Масса активных материалов БССГ, выпол­
ненного в неявнополюсном исполнении, как и в 
обычной асинхронной машине, определяется про­
изведением внутреннего диаметра расточки стато­
ра на его длину (D2/).

Из основного расчетного уравнения электри­
ческой машины выразим D2/ через мощность и 
электромагнитные нагрузки возбудителя

D2l = (Xiikb]ko\A]B\ni
и генератора 

D2l =

6,Ы0ПЯ1 _  6,Ы0"Р1
апАщ/гоУ 1 — £2 (1 — Ь2)АВп

6 ,Ы 0 ПР$ 6,1 -10МЯ£
<Xl2kv2ko2A2B 2rl2 Gt>i2kv2ko2£,2b2A В п

.(1)

( 2 )

Здесь P'i, Р2 — расчетные мощности возбудителя 
и генератора, равные:

Р\ =  кЕ,Рй (3)
P'2 =  kE2P2- (4)

Р | и Р2 — отдаваемые мощности возбудителем 
и генератором, кВт; kEl =  1,06-=-1,1; kE2 =  
=  1,04-Ь 1,08 — отношение э. д. с к напряжению на 
зажимах обмотки якоря возбудителя и генератора; 
п\ и п2 — частота вращения магнитных полей 
Ф 1 и Ф2: п \ = п 2 — п, мин-1 ; k0i и k02 — обмо­
точные коэффициенты обмоткой якоря возбуди­
теля и генератора; А\ и А2 — линейные нагрузки 
возбудителя и генератора, А/м; В, и В2 — магнит­
ные индукции от полей Ф] и Ф2 в воздушном 
зазоре, Тл; А =д/Л 2 +  А\ — суммарная линейная 
нагрузка, А/м; В =  В |+ В 2 — суммарная магнит­
ная нагрузка, Тл; ^ = Л ,/А ;  \ 2 =  А 2/А\ Ь{= В Х/В\  
Ь2 =  В2/В  — величины, характеризующие относи­
тельное распределение линейных и магнитных на­
грузок между электрическими машинами.

На основании изложенного уравнения ли­
нейных и магнитных нагрузок можно записать 
следующим образом:

1?= 6?=  1;
Ь\-\-Ь2=  1.

Решая уравнения (1) и (2) с учетом (3) — 
после прербразований получаем значение 
грузки генератора:

1-^2h  =
У/г2й§ +  (1 - Ь 2)2

(5)
( 6 )

( 6 ) ,
на-

(7)

где
a,i2kB2kElko2P\ _д д  Pi
CLilkgjkggkoi Р2 Р2 ( 8 )Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Подставив выражение (7) в уравнение (2), 
определим величины D2l:

D 2l =  b , \ - \ o ' lkE2p 2̂ k 2b l + ( i - b 2f  _  v Vfe2feI+(i-fe2)2
а,2^ в 2 ^ ° 2^ В п Ь 2(  ̂ — 62) b%{ 1 — 62)

(9)
В уравнении (9) выходная мощность Р2 и 

частота вращения являются для конструктора 
заданными величинами. Суммарная магнитная ин­
дукция В зависит от числа пар полюсов обеих 
машин и геометрических размеров машины.

Суммарная линейная нагрузка А выбирается в 
зависимости от числа пар полюсов, геометрических 
размеров и выходной мощности. Электромагнит­
ные нагрузки А и В при заданной мощности 
генератора Р2 можно считать практически по­
стоянными.

Значение Ь2, характеризующее распределение 
магнитных нагрузок между возбудителем и генет 
ратором, значительно влияет на объем и массу 
активных материалов. При увеличении Ь2 от 0 до 1 
значение D2l изменяется от сю к некоторому 
минимальному значению и затем опять стремится 
к с». На рис. 3 приведены зависимости D2l =  
=  f(b2) для различных значений коэффициента k 
при постоянстве всех остальных членов уравнения 
(9). Оптимальное значение Ь2ОПт получаем из 
уравнения

в  = 0
дЬ2

( 10)

Подставляя значение D2l из уравнения (9) 
в (10) и преобразуя его, находим:

Ь2опт —
1

1 - И 2/3 ( И )

Как показали исследования БССГ, мощность 
возбуждения генератора, или соответственно от­
даваемая мощность возбудителя, равна Р\ =  
=  0,1 \Р2, а коэффициент М уравнения (8) для 
выполненного БССГ равен 0,725, следовательно, 
значение коэффициента k для данного типа машин 
будет находиться в пределах от 0,09 до 0,11.

Из анализа кривых рис. 3 можно сделать 
вывод, что при полученных значениях коэффи­
циента k минимальные размеры БССГ будут при 
Ь2 = 0,75 4-0,85.

Оптимальное значение линейной нагрузки гене­
ратора определяем подстановкой оптимального 
значения b2om (11) в уравнение (7): | 2 =
=  0,955-^0,83.

В статье рассматривается также возможность 
получения оптимальной геометрии возбудителя 
при сохранении оптимальной геометрии бескон­
тактного синхронного генератора для значительно 
отличающихся по мощности генератора и возбу­
дителя в 5—100 раз [5].

Приведем некоторые соотношения для отдель­
ных участков магнитной цепи двух неявнополюс­

Рис. 3

ных совмещенных в одном магнитопроводе и 
обмотках синхронных электрических машин с уче­
том допустимых суммарных магнитных нагрузок.

Минимальное значение высоты ярма hap ротора 
определяется из условия, что магнитный поток, 
приходящийся на пару полюсов, равен

Ф =  ^  В 6 а'  =  2hap8apkc, (12)

отсюда
. __ nDa'
ар 4р2Уч>*с ’

где D — диаметр ротора; / — расчетная длина ма­
шины; а'  — расчетное полюсное перекрытие; 
уар =  Вар/В(, — отношение индукции в ярме ротора 
к индукции в воздушном зазоре; kc — коэффи­
циент заполнения пакета сталью.

Ввиду того, что значение индукции в ярме ро­
тора Вар меньше, чем индукция в зубце ротора 
Вгр и мало влияет на значение индуктивного 
сопротивления, принимаем высоту ярма ротора 
haр и значение индукции в ярме ротора Вар 
постоянным и определяемым суммарной магнитной 
индукцией В«.

Минимальное значение ширины зубца Ьгр оп­
ределяется при условии, что весь магнитный поток 
проходит через зубец ротора, и находится из ра­
венства

В&- = В грЬгркс, (13)zp

отсюда

h =  п&гР ZpV*pfec ’
где zр — число пазов ротора; угр =  В2р/В(, — отно­
шение максимальной индукции в зубце ротора 
к индукции воздушного зазора.

В расчете принимаем, что kc= \ .
Для оценки зависимости безразмерных пара­

метров машины от геометрии > магнитопровода 
найдем приближенную зависимость площади паза 
ротора от габаритных размеров машины.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Площадь пазов ротора с учетом (12) и (13):

S n.p —  Ьп.р/ln p Z p-------- — 1 — ) ( 1  ^

__ na' \
2pi4aJ ’

(14)

где ширина паза ротора определяется по формуле

(is)
Zp '  У гг'

, D — Do — 2haP ,высота паза ротора hzp= ------ ------ -; kD =
— D/D„ — отношение диаметра расточки ротора к 
наружному диаметру; 'kc =  D0/D„ — отношение 
внутреннего диаметра ярма ротора и внешнему 
диаметру.

С другой стороны, площадь паза ротора мож­
но определить по формуле

5 п.р&з.п == 2ш 1W \Ci\Cl2Qnpt
где k3.„ — коэффициент заполнения паза ротора; 
гп\ — число фаз обмотки якоря возбудителя; 
W\ — число витков в фазе возбудителя; qnp — 
=  /Snp//np — сечение проводника обмотки ротора; 
/2пр — суммарный ток в проводнике обмотки рото­
ра; /пр — суммарная плотность в проводнике об­
мотки ротора; ai — число параллельных ветвей 
якорной обмотки возбудителя одной параллельной 
ветви с разношаговыми секциями обмотки ротора; 
а2 — число параллельных ветвей с разношаговыми 
секциями обмотки ротора.

Отсюда
о _  2miaia2/Snpa)|

" Р бз.п/пр
(16)

Значение суммарного тока /2пр в проводнике 
определяем из соотношений намагничивающих сил 
БССГ:

Я .-0 ,4 5 4 ^ * о. Л « . ) = ^ Х
х fiO г  j '  *,в’

X
Ql(l2W\ko I 1 пр,

^  ^2 * 0,45 — &02̂ а2̂  — ̂ 2̂ в.г̂ о.в.г̂ н̂ в.г.пр*

Произведя простые преобразования этих соот­
ношений и учитывая, что wBS — число витков 
обмотки возбуждения генератора в одной парал­
лельной ветви с равношаговыми секциями на 
один полюс, определяемое схемой обмотки; 
pi — число пар полюсов возбудителя; (}2 — 
коэффициенты, учитывающие векторное сложение 
основной м. д. с. и ,реакции якоря для возбудите­
ля и генератора; А\, Л2 —^линейные нагрузки 
возбудителя и генератора; В\, В2 — магнитные 
индукции возбудителя и генератора в воздушном

. _ 2mlala2wJznp
зазоре; А — --------- --------соотношение суммар­
ной линейной нагрузки и суммарного тока в 
проводнике обмотки ротора; Вгр — суммарная 
магнитная индукция в зубце ротора; В — В\-\- 
+  В2 — суммарная магнитная индукция в воздуш­
ном зазоре; k0i, k02, k0B.r — коэффициенты обмот­
ки якоря возбудителя, генератора и обмотки 
возбуждения генератора; k„ — коэффициент не­
равномерности тока в обмотке возбуждения ге­
нератора; ka\, ka2 — коэффициенты приведения 
реакции якоря возбудителя и генератора; /га, 6 — 
коэффициент воздушного зазора и воздушный за­
зор машины; kp\, kp2 — коэффициент насыщения 
возбудителя и генератора; / inp =  0,33 k„IB.г.пр — 
соотношение переменного и постоянного тока в 
проводнике обмотки ротора; / 1пр =  /2.пр/3 ,19 — со­
отношение переменного и суммарного тока в про­
воднике обмотки ротора, получим

/ пр= - ; / г „ / „ . , п р = - ;  / * „ р =  - 1 - У * 2 +  * ? • ( ! 7 )
7 гр  Ггр r  Y*P

где k =  

k\

2Piktli6k3biB2pPi
\ iom ia ia2W iko i(0 ,9  —  5,68Pigifeal) ’ 

a2P2W,.rk0.*.r — 0,475p2feo2£2"4aia2tt>ife„2 — коэффици­

енты, зависимые от электромагнитных нагрузок 
БССГ.

Подставляя значение суммарного тока (17) 
в проводнике обмотки ротора в формулу (16), 
получим зависимость площади пазов ротора Snp 
от электромагнитных нагрузок совмещенных элек­
трических машин:

S n.p= —л//г2 +  /г 1 . (18)
Y*p

, 2m1aia2a)iгде к2=  —-—:----.
Йз.п/пр

Решая уравнения (16) и (18) относительно 
Хс, получим:

2k2-yjk2 + k2i 
JtDuk[)(yZp 1)

Изменение Хс для различных значений коэф­
фициента kD и при постоянном значении коэффи­
циентов /г, k\ и k2 показано на рис. 4 (кривые 
1 - 3 ) .

Оптимальный режим работы возбудителя воз­
можен при минимальном полном сопротивлении 
обмотки якоря возбудителя, т. е. при оптимальной 
геометрии листа ротора и при равенстве сопро­
тивления обмотки возбуждения генератора кри­
тическому сопротивлению обмотки якоря возбу­
дителя.

Полное сопротивление обмотки якоря возбу-
Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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дителя равно:

2, =-vVi+*i =

\f Г Sn.p |
2 L ^ -hi

Ьп.1 +  2>,]2,(19)

где' г\ — активное сопротивление обмотки якоря 
возбудителя; х\ — индуктивное сопротивление 
рассеяния обмотки якоря возбудителя; h2 — вы­
сота клина паза ротора и толщина пазовой 
изоляции; 2Х, — удельная магнитная проводи­
мость, не зависящая от геометрии паза ротора;
и _  16m?pi/2(l
N i----------- р ----------*З.П р — удельное сопротивле­
ние; 1\ — длина лобовой части обмотки ротора;
N2= 16л2рор2/2 -ттгрщ ро — магнитная проницае­
мость вакуума; f 1 — выходная частота возбудите­
ля; q 1 — число пазов на полюс и фазу возбуди­
теля. Рис. 4

С учетом уравнений (14) и (16) и проведя про­
стые преобразования уравнения (19), получим:

V  [ ^ k D( i - J - ) ( o m D-K:)]  +

’ _|_ n 2 _  z>.f. (20)
1 9те£>,(1 — l/Vzp) >

Уравнение (20) исследовалось на ЭВМ на ми­
нимум полного сопротивления обмотки якоря воз­
будителя z 1 при различных значениях угр, 
kD и zp для выполненной машины с данными: 
DH =  24,5 см; D = 15  см; Z)0 =  4,8 см; 6 =  0,04 см; 
*6= 1,585; а ' =  0,72; p i= 6 ; zp =  54; р2 =  3; m\ =  2,\ 
тс'в.г =  90; цу 1 =  54; feoi =  0 83; /г02 =  0,682; k0.B.r =  
=0,735; qnp =  0,00152 см , а\=6; а2 — 4; а3 =  9; 
pi=0,75; ka\ =0,8; /га2 =  0,8; рн =  0,4; Вгр =  
= 1,6200 Тл; р2 =  0,75; *„, =  1,49; *„2=1,2;

=0,316; 6i=0,15. По данным исследования 
была получена зависимость

he =  /2(Угр) ,
представленная на рис. 4 (кривые 4—6). Точки 
пересечения кривых 4—6 с кривыми 2—3 опреде­
ляют оптимальные значения коэффициента угр> 
позволяющие определить оптимальное значение 
Хс и пазовую геометрию по формулам (13) — 
(15). Анализ рис. 4 показывает, что с уменьшением 
числа пазов ротора zp и увеличением ko, 
а следовательно и Я,с, т. е. увеличением полюсно- 
сти совмещенных электрических машин, умень­
шается оптимальное значение коэффициента угр, 
а следовательно, соответственно будут умень­
шаться основные намагничивающие силы возбу­
дителя и генератора.

Согласованные сопротивления нагрузки воз­
будителя (сопротивления обмоток возбуждения 
генератора) с критическим сопротивлением об­

мотки якоря возбудителя возможно посредством 
некоторого увеличения Кс при оптимальном зна­
чении у2р, так как при этом уменьшается 
индуктивное сопротивление, в то время как актив­
ное сопротивление увеличивается.

Сложность расчета магнитных цепей каждой из 
совмещаемых электрических машин, значительно 
отличающихся по мощности, заключается в том, 
что при одновременном намагничивании магнита- 
провода двумя и более потоками, имеющими 
различные полюсные деления, происходит откло­
нение распределения результирующей магнитной 
индукции на различных участках магнитной цепи 
от синусоидального. Учесть эти отклонения в 
каждой точке магнитной цепи трудно вследствие 
того, что м. д. с. возбудителя и генератора 
вращаются относительно друг друга.

Ниже приводится методика получения анали­
тических выражений м. д. с. возбудителя и гене­
ратора БССГ, которые позволяют просто опреде­
лить токи возбуждения этих машин. При расчете 
магнитной цепи БССГ принимается, что м. д. с. 
каждой из совмещенных машин создает в общем 
магнитопроводе БССГ свой магнитный поток: 
ОВВ создает поток Ф) с индукцией В\, а ОВГ 
создает поток Ф2 с индукцией В2.

При исследовании магнитной цепи ОВВ и ОВГ 
подключались к регулируемым источникам по­
стоянного тока, при этом выпрямитель ВБ от­
ключался; ОЯГ и ОЯВ использовались в ка­
честве измерительных.

Оптимальное значение индукции fi2 =  (0,75-=- 
4-0,85) В, где В — суммарная магнитная ин­
дукция магнитопровода [4].

При расчете м. д. с. возбудителя и гене­
ратора БССГ принимаем, что наличие высших 
гармонических индукций потоков Ф, и Ф2 при­
водит к увеличению необходимых м. д. с. зубцов 
статора и ротора. Пренебрегаем гистерезисом,Вологодская областная универсальная  научная библиотека 

www.booksite.ru



24 Бесконтактный совмещенный генератор ЭЛЕКТРИЧЕСТВО № 11, 1990

считая, что кривые намагничивания для разных 
частот совпадают. Магнитная цепь БССГ рас­
сматривается состоящей из двух «отдельных» 
магнитных цепей — возбудителя и генератора, 
совмещенных в общем магнитопроводе.

Основную кривую намагничивания стали ап­
проксимируем уравнением [7]:

Н =  аВ — ЬВ3 +  сВ\
где а =  378,6; Ь — 235,3 и с =  306,1 для стали 
1211, 1212, 1213 при размерности индукции в 
теслах.

Магнитодвижущая сила возбудителя F\ непод­
вижна относительно статора. Относительные час­
тоты вращения м. д. с. возбудителя п\ и гене­
ратора п2 равны между собой (п.\=п2). Их зна­
чение определяется выражением

«i =  6 0 / , /p „  г' =  1, 2,

где pi — частота тока и число пар полюсов 
обмотки якоря г-й мощности БССГ.

Магнитная цепь каждой совмещенной машины 
в БССГ, как и магнитная цепь обычной элект­
рической машины, состоит из пяти участков: 
воздушного зазора, зубцов статора и ротора, 
ярем статора и ротора, м. д. с. каждой из 
совмещенных машин на один полюс равна сумме 
м. д. с. отдельных участков:

F  i =  F b i - F  F z i - ] - F z (i- \-2)- \~  F  a i - \ - F  a{i +  2), t =  1, 2.

Рис. 5

Здесь Fbi, Fzi{Fz(i+2)), Fai(Fa(i+2)) — м. д . с . воз­
душного зазора, зубцов статора (ротора) и ярма 
статора (ротора) t'-й машины соответственно.

Магнитодвижущая сила воздушного зазора г-й 
машины равна:

Гв;=806/гб&квв; • 104, А,
где 6 — воздушный зазор БССГ, см; /г6 — коэф­
фициент воздушного зазора; kK — коэффициент 
радиальных каналов; Вы — амплитудное значение 
расчетной индукции г-й машины.

Для зубцов г-й машины м. д. с. равна:
FZi =  0,0\hziHziyzc; |
/7г(/+2) =  0,01ЛгрЯг(,+2)7гр, 2’

где hZQ{hzv) — расчетная высота зубца статора 
(ротора) БССГ, м; H2i(Hz3) — амплитудное зна­
чение первой гармонической напряженности ре­
зультирующего поля в зубцах статора (ротора) 
БССГ (А/м), обусловленное потоком Ф1 [6]; 
Hz2(Hz4) — то же, обусловленное потоком Ф2 [6].

Коэффициент угс(угР) характеризует увеличение 
м. д. с. зубцов статора (ротора) при наличии 
высших гармонических.

Для предварительных расчетов можно 
принять:

Yzc Yzp == 1,05 — 1,1.
Для ярма статора (ротора) г-й машины м. д. с. 

равна:
F ai== 0,01 laiBaiyaij К* J 2

/7а((' + 2) =  0,01/а(1 + 2)Яа(Н-2)Уа(1 + 2), >

где /а(/а(1+2)) — расчетная длина силовой линии в 
ярме статора (ротора) «отдельной» машины, м; 
На\{Ва3) — амплитудное значение первой гармони­
ческой напряженности результирующего поля в 
ярме статора (ротора) БССГ, обусловленное 
потоком Ф 1 (А/м); # а2(//а4) — то же, обуслов­
ленное потоком Ф2 (А/м); Ва\(Ва2) — расчетная 
индукция в ярме статора возбудителя (генерато­
ра), Тл; Ва3(Ва4) — то же ротора возбудителя 
(генератора), Тл; коэффициент уа (ya(i+2)) учиты­
вает неравномерное распределение индукции в яр­
ме статора (ротора) «отдельных» машин.

Подставляя выражение Flz и На в выражения 
Гг и Га с последующей подстановкой последних 
в выражения Ti и Г2, можно получить урав­
нения для определения м. д. с. «отдельных» 
машин на один полюс в функции В\ и В2:

Г, =  Bi(N! — N2B\ +  N3B\ -  N M  +
+  NbB\Bl +  N bB\)-,

F 2 =  B 2(M i — М2Д2 +  М3в 1 — M4 B \ +
+  МьВ22В\ +  МьВ\),

где N\-^-N6 и Mi Ч-Мб — постоянные коэффициен­
ты магнитной цепи [6 ] .

Токи возбуждения «отдельных» машин БССГВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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можно определить по выражению
lBi =  Fi/(k0iWi), t =  1; 2,

где Fi =  f(Bi; В2) — число витков обмотки возбуж­
дения i-й машины; k0i — обмоточный коэф­
фициент.

На рис. 5, а, б приведены расчетные зависи­
мости индукции В\ и В2 от м. д. с. Fi и токов 
возбуждения /в; для «отдельных» машин. Они ана­
логичны зависимостям, полученным на опытных 
моделях БССГ, выполненных на базе асинхрон­
ного двигателя АК-51/6, имеющих выходную час­
тоту генератора f2= \50  Гц и выходную частоту 
возбудителя /,= 3 0 0  Гц при раздельном и совме­
стном намагничивании.

Исследования моделей также показали, что из- 
за реакции якоря в номинальном режиме работы 
БССГ с оптимальными обмотками должна иметь 
м. д. с. генератора F2, увеличенную на 8 %, а 
м. д. с. возбудителя F\ — на 50 %.
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Вопросы теории и расчет высокомоментных электромагнитных
тормозов

ЛУП КИН В. М., канд. техн. наук

В НИИэлектромаш

Теории электромагнитных тормозов посвящен 
ряд работ [1—8], восходящих к работе Бру­
ка И. С. [1] по теории асинхронного двига­
теля со сплошным ферромагнитным ротором, од­
нако некоторые существенные аспекты теории 
электромагнитных тормозов не получили должно­
го освещения. К ним можно отнести следующие 
вопросы теории.

1. Вопрос о корректности перенесения решения 
полевой задачи, справедливого для неподвижных 
сред, на движущуюся среду.

2. Вопрос о корректности применения вектора 
Пойнтинга — Умова для определения потерь в 
электромагнитном тормозе.

3. Вопросы применения метода наложения и 
векторных диаграмм в нелинейных цепях для 
определения результирующей м. д. с. индуктора.

4. Вопрос учета изменения индукции по длине 
зазора и выбора граничных условий для этого 
учета.

5. Важными для расчета тормоза являются 
также вопросы выбора эквивалентной магнитной

проницаемости ферромагнитной среды при учете 
поверхностного эффекта и угла сдвига м. д. с. 
реакции якоря относительно м. д. с. зазора.

В статье сделана попытка внести ясность в 
поставленные вопросы теории электромагнитного 
тормоза и дать аналитическое решение урав­
нений электромагнитных процессов, происходящих 
в тормозе, с анализом факторов, поддающих­
ся учету.

Анализ проблемы. В [1] принимается, что маг­
нитная проницаемость железа статора равна бес­
конечности, токовый слой статора распределен 
равномерно по его расточке. В силу круговой 
симметрии двигателя учет явнополюсности индук­
тора не производится. Решение в декартовой 
системе координат для асинхронного двигателя, 
данное в [2], является упрощением решения [1]. 
В обеих работах нет учета изменения магнит­
ной проницаемости ферромагнитного ротора. Ра­
боты [3—5] относятся преимущественно к не­
большим тормозам и в них упомянутые вопросы 
теории не рассматриваются. Работа [6] отно­
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сится также к небольшим тормозам, но по ней 
можно сделать следующие замечания: в решении 
не учтено изменение индукции по длине зазора; 
решение, данное Нейманом Л. Р. [10] для 
плоской поляризованной волны, распространено 
для волны, векторы Е и Н которой зависят от 
двух пространственных координат. В результате 
решение, потеряв прозрачность, свойственную 
решению в предположении р =  const, не приобре­
ло большей достоверности. В [8] дана теория 
электромагнитного тормоза, однако, здесь не учи­
тываются потоки рассеяния и насыщение индук­
тора, а также насыщение якоря. В [9] дана 
теория асинхронного двигателя с ферромагнитным 
ротором, в которой учет явнополюсности ин­
дуктора и его рассеяния также не производится.

В [7] рассмотрены вопросы теории и расчета 
маломоментных электромагнитных тормозов, но 
автор подвергает сомнению возможность перене­
сения решения динамических полевых задач, 
справедливого для неподвижной среды, на дви­
жущуюся среду; утверждает, что вектор Пойнтин- 
га — Умова на поверхности движущегося якоря 
равен нулю и поэтому уравнение для опреде­
ления потерь в якоре через этот вектор непри­
менимо; называет «недопустимыми операциями» 
применение метода наложения и векторных 
диаграмм для нелинейных магнитных сред [11],

Рис. 1. Расчетная схема тормоза: а — упрощенная схема; б — 
продольный разрез; в — полюсная система индуктора

в результате автором определяется насыщение 
магнитной цепи при неподвижном якоре.

Постановка задачи и принимаемые допущения.
На рис. 1 ,а  показана принципиальная схема 
высокомоментного электромагнитного тормоза с 
явнополюсным индуктором. В действительности 
конструктивное исполнение тормоза иное 
(рис. 1,6 в), однако, с точки зрения теории, 
различия несущественны. Тормоз развернут в пло­
скость (R — оо), что вполне допустимо, поскольку 
радиус якоря /?я=1 —1,6 м, длина зазора 6 =  
=  (1,5-р2,5) X 10~3 м. При отношении б//?я«  
ж  10_3 погрешность замены цилиндрической за­
дачи задачей в плоскости пренебрежимо мала, 
ибо решение подобной задачи [12] с отношением 
b/R =  0,008/0,12 показывает, что ошибка не пре­
вышает 5 %. Задача формулируется следующим 
образом.

Для электромагнитного тормоза с неподвиж­
ным явнополюсным индуктором и движущимся 
ферромагнитным якорем (ротором) найти реше­
ние полевой задачи для областей зазора и якоря 
с учетом явнополюсности индуктора. Принимае­
мые допущения: 1) зазор б в пределах ширины 
полюса бр индуктора равномерный; 2) магнитная 
проницаемость ферромагнитного якоря р2 =  const ;
3) скорость движения якоря v — const; 4) рас­
пределение нормальной составляющей индукции 
в зазоре на поверхности индуктора косинусои­
дальное; 5) длина тормоза /6 в осевом направ­
лении бесконечно большая, поэтому ЕХ =  ЕУ =  
=  Нг =  0, т. е. задача из трехмерной становится 
плоской; учет конечной длины тормоза прово­
дится коэффициентом £ при удельном сопротив­
лении якоря; 6) влияние гистерезиса не учиты­
вается [9, 10]; 7) ферромагнитная среда прости­
рается вдоль оси у бесконечно.

В действительности толщина ярма якоря 
/гя имеет конечное значение, однако, вследствие 
малой глубины проникновения (ЗД2< /гя) послед­
ним обстоятельством можно пренебречь. Коррек­
тировка решения на реальное p2 =  var произво­
дится в окончательных выражениях по известным 
результатам экспериментальных исследований.

Решение задачи. В .воздушном зазоре б 
(среда 1) между индуктором и якорем имеем:

rot £ ( ■ ) = - - ^ - = 0 ,  

поэтому £ (|)_ о * ; в силу чего

/?>=  J t + e i g l = 0 .< pi at

где 7 — вектор плотности тока.
Уравнение для напряженности магнитного 

поля в неподвижной системе координат:

v ’/?"> - = о .дхг дуг

* Слагаемым grad (р пренебрегаем.
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поскольку H ^  =  iHx-\-kHy, имеет решение:

Из условия для нормальной составляющей 
индукции на поверхности полюса индуктора при 
х=у — 0 в соответствии с допущением по п. 4 
получим С) +  С2 =  В$.

В движущемся якоре (среда 2) имеются 
составляющие магнитного поля Нх, Ну и напря­
женности электрического поля Ez. При движении 
проводящего тела во внешнем синусоидально 
распределенном в пространстве, но постоянном 
во времени магнитном поле, целесообразно ис­
пользовать систему координат, жестко связанную 
с движущимся телом. В этой системе координат 
тело неподвижно, а внешнее поле изменяется 
во времени по синусоидальному закону, который 
можно представить в виде движущейся в об­
ратном направлении волны поля. Эквивалентность 
обеих задач есть - следствие принципа относи­
тельности, впервые высказанного Максвеллом
[13] и строго сформулированного Эйнштейном
[14] .

В движущейся вместе с телом системе коор­
динат справедливы те же уравнения Максвелла, 
что и для неподвижного тела в неподвижной 
системе координат [13—17]:

< * Е » — Т » - 2^  }  (1)

В-(2)=Ц2Я(2); £<2)=p2F ),

где р )  — плотность вихревого тока в среде 2; 
Р2, Ц2 — удельное сопротивление и магнитная про­
ницаемость среды 2.

По условию имеются составляющие Е^\  Н̂х \  
Hf\ Применяя операцию rot к первому уравнению 
системы (1), учтя второе уравнение и тождество 
rot rot Е =  grad div Е — V c ,  помня, что
div £(2) =  р2 div Р } =  0, получим:

V7 2 p (2 )_ ^ i2) , d2£i2) _  Ц2 дЕ?>
v  -  - W  ^  ~д^г - S T  ■

Решение (2) будем искать методом Фурье с 
учетом того, что вдоль оси х поле должно быть 
бегущим, а вдоль оси у — затухающим в соответ­
ствии с диффузией поля в проводящую среду:

£»>=[Сз£ Г +  С 4 ^ - 6)] Л

где р2 =  а 2(1 + /) , так как р2Я2
0)̂ 2Т <1

со = Я

т V.

[2]; а 2 =

Вследствие того, что ЗДг < /г я, С4 =  0.
Из системы (1) с учетом граничных условий 

при у — б: Н ^  =  Нх и Щ') =  В(Р  на верхней грани­
це якоря и условия С]-\-С2 =  В $  получим:

Я(2)=  а2(1+/) B(> ~ ai(l+j) b-»)e'T xe- ,Tvt _ 
m v D

Я(2)_ »»
.л . д )—Х -1—vt

В $ е~ агО +/’) (у—®)е т е т (3 )

Е ^  = D

Постоянные С\, С2, Сз и D определяются сле­
дующим образом:

С ,=
В$ет * I1 + 1 +  /) JЦ2Я

2 В

С2 = 2D

C3 =  vB$, D =  ch - 6  +  ( l + / ) ^ 2s h - 6 ;  D' =
T |Х2Л Т

=  ( ch —б +  sh —б )2 +  sh ^ б ) 2 .
'  Т (Х2Я Т  '  '  |Х2Я Т ’

Величина D в знаменателе характеризует 
уменьшение составляющих поля в функции вели­
чины зазора б. В случае небольшого зазора, когда
—б мало, sh — б а -  , ch —б «  1.т т т т

Из второго и третьего выражения (3) полу­
чим E ^  =  v B f \  что соответствует уравнению 
Максвелла для напряженности электрического 
поля в движущемся проводнике.

Среднее значение мощности, рассеивающейся в 
объеме V якоря тормоза в виде тепла (джоуле- 
вых потерь) при периодических во времени по­
лях равна среднему значению потока Пойнтин- 
га — Умова, втекающего внутрь объема V через 
движущуюся поверхность Д якоря. Действительно, 
из выражения для скорости изменения энергии 
электромагнитного поля для случая отсутствия 
источников поля внутри объема V, ограничен­
ного поверхностью S [16]:

_  J I j-  =  ф[£><77]dS +  \ T E d V
d t  S V

при периодически изменяющихся во времени по­
лях, когда среднее значение плотности энергии 
постоянно, получим, что dW3/dt — 0 (черта сверху 
обозначает среднее значение функции за период).Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Таким образом, мощность джоулевых потерь, 
рассеивающаяся в объеме V якоря тормоза, 
равна среднему значению потока Пойнтинга — 
Умова, втекающего внутрь объема V через дви­
жущуюся поверхность S. Перенос энергии электро­
магнитного поля в движущийся якорь осуществ­
ляется за счет механического движения якоря. 
Вектор Пойнтинга — Умова равен:

W = ±  Re(E<2)H(x )  =

___ __ ________________________________ g 2t>T (ДУ<<) 2___________________________

~  2ц2л I (ch^> +  ^ sh !Ls) + X "
L \  т  (X2JT Т  '  '  (Х2Я

^ 7 1
(4)

Механическая мощность на валу якоря тормоза 
при и =  const в точности равна мощности потерь, 
поэтому

М =  /Д?я = w
(Op

f __  таг ( В $ ) 2
/х 2цг пО'

где fx — среднее значение тормозной силы, прило­
женной к поверхности якоря тормоза, отнесенной 
к единице поверхности якоря; сор — угловая часто­
та вращения якоря; М — тормозной момент на 
валу якоря, отнесенный к единице поверхности 
якоря; Fx =  fxSn — полная сила, действующая на 
поверхности якоря в тангенциальном направле­
нии; Sn — поверхность якоря.

Выражение для пондеромоторной силы Fx 
в магнитном поле можно записать как через 
произведение векторов поля 7 и В, так и через тен­
зор напряжений Максвелла [15], поэтому для 
нашего случая получим:

Fx =  \ f'xdV =  \ JzBydxdydz=  ф TxydS,
Г S

где Тху — составляющая тензора напряжений 
Максвелла вдоль оси х, действующая на поверх­
ность якоря.

Среднее значение силы fx получается равным:

I—  TIT Т  Т  П  П  - f -  Bf»dxdzdtdy-0 0 0 б Vi
=  =  та 2(Вуо)2

4р гй ' 2|д.2тО'

Значение D' определено ранее. Среднее зна­
чение тензора напряжений

Тху--

Определим тангенциальную составляющую 
тензора напряжений по [7, уравнение 12)]:

Тху=  i  Re(H(x2)Bf>*)-- та 2(Вуо)2   &гУ(Вуо)г
2 \i2nD' 4p2D'

т. е. в точности равно fx.

Таким образом, момент сил, действующий на 
якорь, может быть определен как через поток 
Пойнтинга—Умова, так и через тензор напряже­
ний Максвелла, а также из выражения для пон­
деромоторной силы. Выражение для W целесооб­
разно записать в форме

W = ^ f l { H (x)mf .  -(5)
2-у2

Отметим следующий факт. Для любого замкну­
того неподвижного воображаемого контура, рас- 
положенного в движущемся ферромагнитном теле 
якоря, фEdl =  — d4>^/dt =  0, следовательно £ (2) =  
=  0 (если и имеется поле £ (2), то оно должно 
быть безвихревым). Тем не менее в этом вообра­
жаемом контуре протекает вихревой ток, с кото­
рым связано постоянное магнитное поле rot2# (2) =  
=  Д.2), определенное в неподвижной системе коор­
динат. Таким образом, приходим к результату 
£ (22) =  0, Д2)=^0 и связь £(г2) =  р2Д2) нарушается 
для выделенного неподвижного контура.

Рассмотрим это обстоятельство более подроб­
но. В соответствии с формулами преобразова­
ния Максвелла [13] для полей имеем:

Ё' =  Ё-\-иУ.В =  Ег-1г vBy =  E'Z =  vBy,

где Ez =  0 ( Е = ----j t — grad ср, A = co n st, сла­

гаемым grad cp пренебрегаем), поэтому E'z =  
=  vBy и Ez =  Ez — vBy =  0 (штрих означает, что 
измерено в движущейся точке, а отсутствие 
штриха — поле в неподвижной точке, имеющей 
то же мгновенное положение, что и точка дви­
жущегося тела).

Таким образом, в неподвижной системе коорди­
нат для неподвижной точки действительно Ez =  0. 
Что касается соотношения Ё =  рТ, то необходимо 
отметить, что связь между током и полем спра­
ведлива, вообще говоря, для системы координат, 
в которой проводники неподвижны (17), т. е.

J'z=E'Jf 2 = v B y/s>2.
В результате проведенного анализа ясно, что 

вопрос о «перенесении» решения о неподвижной 
среды на движущуюся (7) является праздным. 
Важным представляется другой вопрос — о влия­
нии синусоидальности распределения индукции и 
напряженности магнитного поля вдоль осей х 
и у на выбор значения эквивалентной магнит­
ной проницаемости р2 при замене нелинейной 
задачи адекватной линейной. Для случая непод­
вижных тел при постоянстве поля вдоль оси х 
в [9] рекомендуется р,2= (1 ,8 —2,1)|Д]т)**; нами 
принято р2=2рД т). Амплитуда потока в теле 
якоря определяется в сечении, на поверхности

----ГГ—(Т5П---** — статическая магнитная проницаемость, определенная
из кривой намагничивания по амплитудному значению напряжен­
ности синусоидально изменяющегося магнитного поля.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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которого / /2= # 2т и именно для этого значения 
Н2хт определяется В2хт и у [\т). При Аг<ёСт изменение 
1*2 вдоль оси у гораздо существеннее, чем вдоль 
оси х и это влияет на значение Д2 и потерь в якоре 
W. Представляется правдоподобным, что эквива­
лентное ц2 укладывается в приведенное ранее для 
него соотношение.

Проведенный расчет показал 'хорошее совпа­
дение расчетных и опытных данных, полученных на 
серийном тормозе (рис. 2).

Полученные выражения определены при ц2=  
=const. Для учета p2= v a r в функции х и у будем
принимать р2 =  2рУт) (9), где p(s‘m) определяется 
из основной кривой намагничивания для заданно­
го (принимаемого) Нхт.

м,  кН-и

Таким образом, для p2 =  var будем иметь

W =  ^ (Я ^)2. (5а)

Поток в якоре равен:

ф£°=|12/в I H(2 e - ^ l+i)iy- 6)dy =
У =  б

Амплитуда потока при p2 =  const

Рис. 2. Зависимость тормозного момента от скорости вращения: 
------------- расчет; ---------------  эксперимент

несимметрии индуктора может быть определена 
подобно тому, как это делается в синхронной ма­
шине на основе теории двух реакций Блонделя
(11). Значение F2, приходящееся на полюсное 
деление при г/=8:

F2= \ H (2)dx = 2л/2а2В $е

^ M c h - H d + D ^ s hЦ2Л 7*]'
Ф( 2)

хт  —
>гр2 И т ,

* * хт^Ь-
^  или с учетом (3):

Для p2 =  var
фй=-1/ Л яй,(. (6а)

* (О

Поскольку тот же поток проходит через зазор, 
то

1 ГГ» __ 1 2 d (0  / __у  Ф 6(!/= б ) =  Y  —  а у{у=&)1ь —

=  _____________ В $  т /6_______________

л [ch —  6 +  (1 sh —  б1
L Т Ц-гЛ Т -1

что при — 6«с1 дает для p2 =  var

н (рт. (7)

Расчет м. д. с. FB и тока / в обмотки возбуждения.
Магнитодвижущая сила обмотки возбуждения со­
стоит из следующих слагаемых (рис. 1,а, контур 
abcdeOa): м. д. с., приходящаяся на ярмо индукто­
ра (отрезок ab) \ м. д. с., приходящаяся на два 
полюса 2Fn (отрезок аО—Ьс): м. д. с., приходяща­
яся на два зазора 2F6 (отрезок cd=eO) \ м. д. с. 
реакции якоря Fa (отрезок ed). Таким образом,
Fi = F„.H-\-2Fn-\-2Ff,-{- Fa, где FB — геометриче­
ская сумма. Значение Fa вследствие магнитной

. л
г „ _  2т W(2) F 2 г  н(2)^2---- —Пх(у = 6)е , 1 2 = ----Щ .

Л  Л

Значение м.д.с., приходящееся на два зазора,

т б
2Fb =  —  \ \ B(y')dxdy =BorJ J

4S<') [ Л  sh -=-« +  (! - / )  ( ,  _ ch Д  6)  1
L л T ЦоЛ '  T /  J

ЛЦо [ ch JL6 +  ( l + / ) J ^ sh
Ц2Л f ]

При - 6 <  1, sh Д 6
T T

- 8 ,  ch Д  8
T T

и тогда

2 F* = 4В ур6

ЛЦ0 l"l +  (1 +  /) ]L 1*2 J

Значение м. д._ с., приходящееся на полюса и
ярмо индуктора 2F„ и FH и, определяется таким же 
образом, как при расчете магнитной цепи син­
хронной машины. При этом поток рассеяния по­
люсов индуктора должен определяться с учетомВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 3. Векторная диаграмма составляющих м.д.с. обмотки 
возбуждения

проникновения поля в тело движущегося якоря 
с учетом фазового сдвига между м. д. с. зазора и 
якоря. Следует отметить, что коэффициент рассея­
ния полюсов индуктора в высокомоментных эле­
ктромагнитных тормозах обычно высокий, до двух.

Для того чтобы определить приведенную к 
индуктору м. д. с. реакции якоря Fa= F 2, следует
уточнить угол сдвига F2 по отношению к В$ и  учесть 
коэффициент приведения ее к индуктору. Увеличе­
ние эквивалентной магнитной проницаемости 
(ц2=2цУ/т>) влияет на пространственный сдвиг
м. д. с. F2 по отношению к при этом сдвиг равен 
не я/4, а л /2—<р=90°—31°=59°. На рис. 2 показа­
на векторная диаграмма для определения 
К,  гДе F6„=2Fe+ 2 f ,11+ / :'«.H, ^ = ^ 2 s in  (0+ф) fearf, 
Fagcos (0 +  ф)kaq, 0 — угол между вектором м. д. с. 
возбуждения Ръ и м. д. с. /7e„; kad, kaq — коэффи­
циент приведения реакции якоря (11, рис. 8, 10, 
с. 175). На рис. 3 приведены расчетные и экспе­
риментальные кривые момента тормоза в функции 
скорости вращения якоря.

Выводы. 1. Решение задачи по расчету вихре­
вых токов в движущемся якоре электромагнит­
ного тормоза может производиться на основе 
уравнений Максвелла, записанных в системе ко­
ординат, жестко связанной с движущимся якорем.

2. На поверхности движущегося в постоянном 
магнитном поле проводящего тела существует по­
ток вектора Пойнтинга—Умова, перенос которого 
осуществляется за счет механического движения 
тела.

3. Тангенциальная тормозная сила на поверх­
ности якоря может быть вычислена из выражения

для пондеромоторной силы, через тензор напря­
жений Максвелла, а также посредством вектора 
Пойнтинга—Умова.

4. С целью учета значительных потоков рассея­
ния полюсов в высокомоментных электромагнит­
ных тормозах м. д. с. полюсов, создающих потоки 
рассеяния, необходимо определять по реальной 
картине проникновение поля в движущийся 
якорь.

5. Полученное решение позволяет учитывать 
все основные особенности высокомоментных тор­
мозов: величину воздушного зазора, непостоян­
ство магнитной проницаемости якоря и индуктора, 
потоки рассеяния индуктора. Совпадение расчет­
ных и экспериментальных кривых при определении 
момента электромагнитного тормоза хорошее, и 
расхождение их не превышает 10 %.
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Аналитическая модель электромагнитных процессов в линейном
асинхронном двигателе

тозони о. в.
Киев

Основные ветви древовидной структуры базы 
^научных знаний по электродинамике, рассмотрен­
ные в [1], состоят из математических моделей 
(ММ), основанных на численно-аналитических 
методах вторичных источников и электродинами­
ческой теории цепей. Составляющие их фрагмен­
ты содержат как аналитические, так и числен­
ные модели преобразования информации, а ММ 
требуют применения приближенных численных 
алгоритмов для решения функциональных урав­
нений.

Однако возможности аналитических методов 
шире, чем обычно предполагают. Даже для весь­
ма сложных конструкций новых устройств элек­
тротехники иногда удается построить ММ, не 
требующие дискретизации и численных алгорит­
мов. В статье приведен пример ММ электромаг­
нитного процесса в линейном асинхронном дви­
гателе (ЛАД), которая сводится к совокупности 
аналитических выражений для определения всех 
величин, характеризующих процесс, а также из­
ложен ход дедуктивных преобразований, потре­
бовавшихся для создания аналитического фраг­
мента.

Линейный асинхронный двигатель (рис. 1) 
состоит из сердечников индуктора — двух сим­
метричных половин развернутого статора, в па­
зах которого уложена трехфазная обмотка, и 
длинной проводящей шины прямоугольного сече­
ния, расположенной в зазоре между сердечни­
ками. Многофазный синусоидальный ток, проте­
кающий в обмотке, создает в зазоре магнитное 
поле, пронизывающее шину. В шине индуктиру­
ются вихревые токи, вторичное магнитное поле 
которых, взаимодействуя с полем индуктора, соз­
дает силу тяги.

Связь вихревых токов в шине ЛАД с полем 
его индуктора. В [2] из уравнений теоретической 
модели найдена связи между векторными магнит­
ными потенциалами А0 первичного^ поля создан­
ного сердечниками индуктора и А£ вторичного 
поля токов в тонкой неограниченной пластине 
(формула (38) из [2]):

оо •_
Д!(<2)= -2 ^ P (Q )-2  J J ^ ( Q ^ ) e+ » - i ^ p;

с<з р
( 1)

где (QZ,P) означает точку с координатами [х0 — 
-vK(t,P — £<j), t|q, £Р]; A°i — гармоническая в полу­
пространстве £ > 0  часть поля Д°; К= ; со —
угловая частота тока в обмотке; v — толщина 
пластины; v — скорость пластины.

Плотность J вихревого тока в тонкой шине тол­
щиной v и шириной h с поверхностной электро­
проводностью yv выражается формулой

оо
7(«3)_ +  -iL S  [„ «  («зЫ + ) „ Г * № ы ] х

X ^ Kpdlp — -A- S У"(т, - А ) х

X
оо

g„ sh /г(т — k q) — е„ cos fer; Q ^ ___1_ Г ;„ /  A \ v
ch k(x — XQ) +  sinfer)<? 2Л ' ’ 2 '

у  e* sh fe(r — xQ) +  e„ cos fer; Q ^
ch /г(т — x Q) — sin Atiq ’ '  '

где JH — плотность вихревых токов в неограни­
ченной пластине.

Первый интеграл в (2) получен из выражения

/Н« ^ А - А А  (формула (17) из [2]) дифферен­
цированием (1). Второй и третий интегралы (фор­
мула (53) из [2] ) отражает влияние границ 
шины, выраженное в виде интеграла Пуассона
для полосы через краевое условие JJj (т, ±  А) =  

=  —y v -^ - , где /«(т, +  А) — значения первого

интеграла в (2) на прямых т]= +  А , представ­
ляющие собой компоненты плотности вихревого 
тока в неограниченной пластине; ф — гармони­
ческая функция в пределах шины — потенциал 
электрического поля. Формулы для вторичного 
поля в ЛАД связывают векторы поля с распреде­
лением вихревых токов в шине и имеют вид:

А/2

■*■(«=-&  1 *<* 5 ^ > * 1 » ;
- А /2  QM

оо А/2 ^

S S
(3 )

- А /2 f  QM
df\M’

где ]{М) определено выражением (2).
Следовательно, если найти аналитическое вы­

ражение для составляющей векторного потенциа­
ла Д° первичного поля индуктора, то можно вы­
числить вторичное поле и построить аналити­
ческую ММ.

Замена зубчатого индуктора эквивалентным 
гладким. В [3] предложен способ построения 
такой ММ посредством изменения формы сер­
дечников так, чтобы обеспечить условия приме-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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нимости метода зеркальных изображений (МЗИ). 
Идея способа состоит в отыскании такого рас­
пределения тока в активном слое гладких сер­
дечников индуктора, которое создает первичное 
поле в его рабочем зазоре, совпадающее с по­
лем в зазоре реального зубчатого индуктора. Ис­
ходными являются следующие соображения.

Согласно теореме единственности гармоничес­
ких функций для идентичности полей в рабочих 
зазорах зубчатого и гладкого индукторов необ­
ходимо и достаточно, чтобы на границах^ зазо­
ров значения касательных напряженностей Нх сов­
падали. Если сталь индуктора не насыщена, то 
магнитный потенциал в стали и на ее поверх­
ности (в том числе на торцах зубцов) не меня­
ется. На участках раскрытия пазов скалярный 
магнитный потенциал будет изменяться на зна­
чение, равное значению тока /„ в пазу. Следова­
тельно, для замены зубчатого индуктора экви­
валентным гладким надо найти распределение 
Ях на полосках раскрытия пазов, и затем на 
таких же полосках поверхности гладкого индук­
тора распределить ток /а с поверхностной плот­
ностью / Л =  ЯХ. Поскольку все пазы прямолиней­
ны и параллельны, то магнитное поле в них плос­
кое и эта задача решается аналитически мето­
дом конформных отображений [3].

Распределения }п были рассчитаны для раз­
личных отношений $ =  g /d  ширины зазора 2 g к 
ширине паза 2d (рис. 7—9 из [3]) в интервале 
[0 , l ^ p ^ l O ] ,  представлены в виде семейства 
кривых и аппроксимированы формулой (26) из 
[3]. Еще более удобной и точной является ап­
проксимация вида

Ут,(х) =  —р===г -f-Oixa! Озх2-(-оих4, (4)
-\/1 —УГ

упрощающая замену непрерывного распределения 
эквивалентными совокупностями нитей тока.

Размеры индуктора ЛАД ограничены, а витки 
намагничивающих обмоток выступают за пределы 
сердечников ( т ] = ± / / 2 ), образуя лобовые части.

Разобьем поле В0 в зазоре между гладкими сердеч­

никами на две составляющих Вя и В± . Первич­

ными источниками поля Вл будем считать парал-

Конформное отображение зазора индуктора на 
полосу. Плоскопараллельная структура поля 
позволяет построить точное выражение для индук­
ции В, в зазоре реального индуктора ЛАД. Разме­
ры сердечников индуктора удовлетворяют нера­
венствам (рис. 2 ):

L ^ \ 0 0 g ,  15 <  =  1 +  P /g  <  30. (5)
На плоскости т] =  0 внешняя к сердечникам 

область D, включающая зазор, двухсвязная. Если 
найти функцию, конформно отображающую бес­
конечную полосу шириной 2g на Риманову поверх­
ность, каждый лист которой совпадает с D (рис. 2), 
то магнитное поле в D можно будет определить 
интегралом Пуассона для полосы [6 ]. Покажем, 
что при условиях (5) искомая отображающая 
функция почти совпадает с функцией [4]:

w{u)= S- Г0 " * ! 1 arth Ro +Л L П.л/а

+  1п

а — 1
л/а +

Ros/a — 1 
Ro-\fa-\- 1■]: (6)

где
w  =  x  +  it , \

R  o =

u =  x +  iz\ k0= l  + P /g \

e-* + 1  ; a =  2 feo — 1 +  2 feoVfeo — 1 ■
eg + a

(7)

Нетрудно проверить, что в зазоре при Re ы <
<  —2,.

w ( u ) ^ u +  J - ( 2 +  4 - - l n 4 ) « u  +  0 ,2 g, (8 )
л v Va '

n Lи с высокой точностью линия Re w =  — — совпа­
дает с отрезком прямой Re и =  const.

Следовательно, по принципу симметрии Швар­
ца [7], функция (6 ) может быть аналитически 
симметрично продолжена на левую сторону зазора 
и индуктора. Короче говоря, формулу (6 ) можно 
считать хорошим приближением многолистного 
конформного отображения двухсвязной области D 
на полосу.

Из формулы (6 ) при условиях (5) следует, что 
на участке зазора —L* +  8 g < R e u < —4g; 
— g ^ l m u ^ g ,  где L* =  L +  6,4g, с высокой точ­
ностью выполняется соотношение

лельные пленки пазовых токов, поля Вх — токи в

лобовых частях обмоток. Индукция Вл имеет лишь 
две компоненты, лежащие в плоскости (т} =  const), 
нормальной к направлению пазовых токов. Источ­
ников для ее третьей компоненты нет, и, следова­

тельно, поле В и — плоскопараллельное, а все его 
магнитные линии замыкаются только через зазор, 
торцевые и наружные поверхности сердечников, 
параллельные пазовым токам.

\ w  \ =
( е е +  l ) ( e g + а ) 1. (9)

Смысл конформного отображения одной об­
ласти (D ) на другую (участок полосы) состоит в 
установлении соответствия между точками обеих 
областей. Следовательно, для многолистного кон­
формного отображения двухсвязной области D на 
полосу шириной 2 g необходимо:

1 ) соответствующие при отображении (6 ) другВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 1

другу точки контуров с координатами (0 , ig) [пра­
вые углы сердечников (рис. 2 ) на плоскости до и 
точки границ полосы на плоскости и) принять за 
начальные;

2 ) на верхней границе полосы в обе стороны от 
начальной точки u — 0-\-ig отложить интервал 
[ -L /2  — 0 ,2 g +  tg, 3g +  /g] и разместить на нем 
массив точек с заданным шагом /го;

3) по формуле (6 ) вычислить координаты до (и) 
точек, соответствующих точкам массива, и нанести 
их на правую половину контура верхнего сердеч­
ника;

4) на остальных участках контуров обоих
сердечников разместить точки, симметричные 
найденным в п. 3 относительно осей £ =  0  и 
х= — L / 2  и считать их соответствующими при 
отображении (6 ) точкам границ участка полосы 
симметричным относительно осей 2  =  0  и
x= —L/2 — 0,2g\

5) аналогично установить соответствие внут­
ренних точек участка полосы (плоскость и) дли­
ной L* и области В (плоскость до).

Расчет плоской составляющей поля индуктора. 
Расчет поля в двухсвязной области D сводится 
к решению «видоизмененной задачи Дирихле» [6 ]. 
Граничные значения скалярного магнитного по­
тенциала ф на одном из контуров сердечников 
определяются с точностью до постоянной с, опреде­
ляемой из условия равенства нулю магнитного 
потока сквозь всю поверхность сердечника [6 ].

Источниками потенциала ф являются намагни­
ченность стали и пленки пазовых токов /а, располо­
женные на противолежащих поверхностях сердеч­
ников симметрично относительно плоскости £ =  0 . 
Расположение тока на границе области D обеспе-
2 Электричество № 11

В

L/Z L/ 2  '
H

(ur)

i (p+s)

1ig  m
Д = ° °  JY 9 1Z /Y Y

Y
vyyyyyyyyTY

[___ъ»N ) Q>
\0  v

^ ///Y /J a A /Y Y A /a

'W 7*

2 'y y y

Y ///y / / / y ^ :

a y y y y YYy/Y
-4

i iz0,Zg L 0,Zg

L+0,4-g ___________ _
(u) ,

Y r h
•j JU-oo of

t /s s /s /L '*
L/Z+0,Zg

yyyyYYYy y y y y y y y P.
1 г? Дв  М-М-Ъ esi

i У / / / / / / / / / / / / !  
^  L*=L+6,4-g

'- ig Y 'i '/Y

Рис. 2

чивает гармоничность потенциала ф внутри об: 
ласти. Для определения граничных значений ф 
примем, что на контуре_ своего сердечника состав­
ляющая потенциала Дф„, созданная пленкой тока 
/ а в соответствии с законом Ампера, меняется по 
ширине пленки от 1а/2  до —/а/ 2. Результирующий 
потенциал ф, созданный всеми пленками токов / а, 
при таком способе его определения и при условии
N
2  / а = 0  да торце q-го зубца верхнего сердечникаа— 1
(рис. 3) равен

фв<?= — 2  ia=  2  / а. (1 0 )a=q а=1
На торце q-vo зубца нижнего сердечника

фн? -- фв(?* ( 1 1)Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
www.booksite.ru
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Постоянная с определится формулой (14.30) 
из [6 ] :

с =  ТГ $ [ф(т +  ̂ > — ф(т — (1 2 )
ь I*

В индукторе ЛАД все пленки пазовых токов 
1а расположены в той части зазора, где выпол­
няются равенства (8 ), (9). Следовательно, после 
отображения области D на прямоугольный участок 
полосы [—L — 3 ,4 £ < Д ^З £ ] их взаимное располо­
жение не изменится. Поэтому интеграл (12) мож­
но вычислить непосредственно в координатах 
плоскости (да), где он принимает вид

с =  cpB(x)dx. (13)
Ч

Распределение плотности пазового тока Д в 
каждой пленке симметрично относительно оси 
паза [3], поэтому значение интеграла (13) не 
изменится, если пленки пазовых токов / а заменить 
нитями токов / а, совпадающими с осями пазов. 
Обозначим через тч расстояние между осями 
(q — 1)-го и q-ro пазов, тогда интеграл (13) можно 
представить в виде суммы

(Ш-
N q— 1 о N N

2  xq 2 Ia =  -  - f  2  Г, 2  la-q — 2 a = 1 L q = 2 a — q (14)

Чтобы сохранить симметрию распределения 
потенциала в области D и нулевое значение на 
плоскости (£ =  0 ), его граничные значения примем 
равными

q - l  N  < / - 1

фв<7= 2  / а— -т- 2  Т, 2  / а =а= 1  L , = 2  а= 1

N N  N

=  --  2  / аН--- J- 2  ТQ 2  la— фн<7 -а—q L q=2 a=q (15)

В [3] непрерывное распределение тока 1а 
в пленке, замещающей паз в совпадающей с полос­
кой его раскрытия на поверхности сердечника,

П
было заменено 2 п нитями тока 1а = 2  2  Iaj в точках

/ = 1

с координатами £ = ± g ,  Хад =  ха± + ( /— 1 / 2 ),
где 2 da — ширина паза номера а\ ха — координата 
его оси. Отображение (6 ) переводит все нити тока 
на границы полосы без искажения расстояний 
между ними.

Скалярный потенциал А<р* магнитного поля, 
созданного на полосе парой нитей тока /, симмет­
ричных относительно плоскости z =  0 , можно 
найти, вычислив интеграл Пуассона [6 ] для 
полосы.

В принятых обозначениях он имеет вид

Дф*(л:, г)-- I
4 g

J Ф*(т—ig) cos k z
ch k ( x — jc) -(- sin k z

dx +

+  17  S Ф * ( *  +  % )
cos k z

ch k(x —  x )— sin k z
dx, k =

где

.*<-*)= |{ _ |;  )5 00;
Ф''h + W -ll I,

- / ,  x < 0 ;
t > 0 .

2 g ’ 
(16)

(17)

Подставив в (16) граничные значения (17) 
и взяв интеграл, найдем:

Л * /  ч / Г  , 1 + c h  k x  sin k zДф*(*, z) =  .^ -[a rc tg  +2л

—arctg-

sh k x  cos k z  

-ch k x  sin ,
sh k x  cos k z

in k z  I 
k z  J (18)

Результирующий потенциал ф* определится 
наложением потенциалов (18) от всех пар нитей
пазовых токов / а;, а магнитное поле_ В* на полосе 
будет пропорционально градиенту ф*.

При многолистном отображении на полосу 
шириной 2 g (6 ) области D , размеры которой 
удовлетворяют соотношениям (5), наименьшие 
расстояния на полосе между токами 1\ и IN сосед­
них участков L* полосы превышают 6 g [4]. Дока­
зано [6 ], что на таких расстояниях влияние источ­
ника на интенсивность поля пренебрежимо мало и 
его можно не учитывать. Поэтому, суммируя гра­
диенты выражения (18) только по 2 Nn парам 
нитей тока / а/ одного участка L* и добавив к ним 
однородное поле, созданное на полосе постоян­
ной (14), получим формулу для вычисления рас­
пределения первичного магнитного поля на участ­
ке полосы длиной L*, соответствующем области D:

4g  а= 1 ;=1 
COS k Z M

В*(М)= -£2-2 2  L i  2  х
11 V ' 4 g  «х=1 , =  1 4 = 1

х { ё ,[

COS k Z n

ch к(Хщ\ — *M) +  sin kzM
1   Г sh к(Хщх —  х м )
J L (ch —jca,) —sin к г м  J Lch k ( x ^  —  xM) +  sin k z M

I sh k(xalx — xM) 1 - 1 _
ch k { x ^  —  x M) —  sin k z M J о

+

---- 1 + 2  T ,2  1 I аёг. (19)
g L g = z a = 1

Чтобы перейти к распределению индукции 
в реальной магнитной системе ЛАД, восполь­
зуемся формулой (27) из [8 ] :

В ц №  = | w ' ( u ) \ 2 д х
dx д £ о*( М ) ± и- £ В Ц М ) .  (20)Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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В той части рабочего зазора ЛАД, которая 
находится между крайними зубцами сердечников, 
выполняется соотношение (9). При этом формулы 
(2 0 ) упрощаются и принимают вид

Ац( М) = ( 2 1 )
В действительности вблизи торцов индуктора 

поле слабее, чем дает формула (20). В открытом 
пространстве Фарадеевы силы расширят сечения 
трубок поля по координате т) и уменьшат индук­
цию, особенно на краях проводящей шины.

Расчет трехмерной составляющей поля индук­
тора. Провода в пазах реальных сердечников и 
замещающие их пленки тока в гладком зазоре 
ограничены боковыми поверхностями индук­
тора — участками плоскостей т] =  +1/2. За преде­
лами этих участков источниками поля являются 
токи лобовых частей обмотки.

Вернемся к полю Bf  на бесконечной полосе и 
применим для его расчета МЗИ, заменив влияние 
границ полосы ( z = ± g )  влиянием изображений 
отрезков пленок ( — / / 2 ^ у ^ / / 2 ) пазовых токов 
в пустом пространстве. Как показано в [4], каж­
дая пара противолежащих пленок пазового тока 
1а создает бесконечный ряд изображений пленок 
удвоенного тока 2 / а, лежащих на параллельных 
плоскостях z =  ±  (2 т  +  l)g , т  =  0 , 1 , 2 , ...).

Введем в рассмотрение две параллельные плос­
кости So(y— +1/2 ) , касающиеся концов всех 
изображений отрезков пленок пазовых токов 2 / а. 
Внутри объема Ко, ограниченного плоскостями S0, 
индукция Bf  касательна к So, т. е. (nMBf ( М) ) =
(e,,Bf(M)) = 0 . Таким образом, плоскости So явля­
ются поверхностями разрыва непрерывности век­
тора поля. Источники, расположенные внутри 
объема Ко, за его пределами поля не создают, и 
наоборот. Иначе говоря, плоскопараллельное

поле Bf  пазовых токов обращается в ноль всюду 
вне объема Ко. Следовательно, для объема Ко 
выполнены условия применимости к векторам поля 
формулы Стреттона [5]:

& * (Q )= -T k \ k M ) x v M( - L . ) d v u -J ' Т QM '

-^гф ( ПМ ХВ*(М))Х V m ( - 4  dSM -
So QM

-  - i -ф  (nMBf(M))VM ( - Ц  dSM. (22)
So QM

Так как (nMBf(M)) =  (eyB f ) = 0 , заключаем, 
что последний интеграл в (22) равен нулю. Опре­
деляют магнитное поле Bf  только первые два 
интеграла, имеющие смысл составляющих индук­
ции, созданных изображениями отрезков пленок

А=°°
'Z+/////////A//////A . ;

/
■//////,

Л

МИН/,
.*мТ,71
■Ш'Пг
l l l lk  1 _______________

0 X1S и

Г

Рис. 3

пазовых токов 2 / а, расположенных в объеме Ко, 
и простым слоем тока, плотностью Jо, распределен­
ного по плоскостям So- Следовательно, источни­

ками плоскопараллельного полъ Bf  в объеме Ко 
будут:

1 ) бесконечный ряд зеркальных изображений 
отрезков пленок пазовых токов 2 / а;

2 ) замыкающие их поверхностные токи, рас­
пределенные на плоскостях So с плотностью

Jo(M )= -L nMXBf(M) =

=  -±-[eyX(6iex +  6 t h ) ] =  1  0 ? ё х- в * ё г).( 23)Но цо
Периодичность и четная симметрия слоев зер­

кальных изображений пленок пазовых токов 
обусловливает подобную же периодичность и

симметрию поля Bf  в объеме Ко, а следовательно, 
периодичность и симметрию распределения по­

верхностного тока У о на плоскостях So. Каждая 
плоскость So оказывается разделенной прямыми 
линиями у = + 1 / 2 , z = + 2 m g ,  m =  0 , 1 , 2 , ...,

поверхностной плотности тока У0 на полосы шири­
ной 2 g, замыкающие изображения пленок пазовых 
токов. В результате образуется бесконечный ряд 
параллельных многовитковых слоев тока лестнич­
ной структуры (рис. 4).

Применив закон Ампера, можно показать, что 
значение тока в сечениях (дс =  с,) замыкающих 
полос равно удвоенному току в тех же сечениях 
(x =  Ci) лобовых частей обмоток. Следовательно, 
линии тока в многовитковом слое лестничной 
структуры непрерывны.

Определив индукцию по формуле (19) и под­
ставив ее значения в (23), вычислим распределе­

ние плотности У о поверхностных токов в замыкаю­
щих полосах.

В пустом пространстве МЗИ воздушного зазо­
ра между сердечниками индуктора соответствуют 
две щели в плоскостях S 0(y=  +1/2)  размерами 
( —g ^ z ^ C g ) . Следовательно, для того чтобы

найти поле В0* в объеме Ко, надо из всего распреде-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
www.booksite.ru
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(61ё„ — б‘хёг) X  ГQMdxM
—е 'QM

(24)
По бокам индуктора, вне зазора, источниками 

магнитного поля являются токи в лобовых частях 
обмотки, превращенных в замкнутые витки от­
резками замыкающих полос. Заменив каждый 
такой виток контуром La с током /а, опреде­
лим поле Вх с каждого бока индуктора фор­
мулой

Рис. 5 rOM<zl Xd(vfal' ,3--------
r QM a l

+

ления поверхностных токов Jo на каждой из плос­
костей So вычесть токи двух половин замыкающих 
полос, соответствующих щелям, либо, что равно­
сильно, добавить к индукции, вычисленной по фор­
муле (19), индукцию Ё± , созданную обратными

токами плотности — Jo, распределенными на двух 
половинках соседних замыкающих полос 
( — g ^ z ^ O n O ^ z ^ g ) ,  расположенных на каж­
дой из плоскостей So (рис. 5). Следовательно, 
лобовые части каждой пары витков обмотки с 
током 1 а дополняются отрезками замыкающих 
полос шириной g с током — 1а, образуя с каждой 
стороны индуктора по два замкнутых контура. При

этом в зазоре между сердечниками поле В± опре­
делится формулой

-)- ф ''<?мд2)Х dlMri2 \  ' (25)
r QMa2 '

где Ne — число витков обмотки одного сердеч­
ника, а индексы a l и а 2  относятся соответствен­
но к точкам М на верхнем (£ > 0 ) и нижнем 
(£< ;0 ) контурах La с током 1а.

В формуле (25) не учтено влияние намагни­
ченности стали индуктора, прилегающего к вит­
кам La. Для уточнения значений индукции Ъ± по 
бокам индуктора можно применить модифика­
цию МЗИ [4] так, как это сделано в [8 ] и показано 
на рис. 3 из [8 ].

Выделение гармонической части поля индук­
тора. Из формул (2), (3) видно, что для расчета 
поля вихревых токов в шине требуется выражениеВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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для той части Л? векторного потенциала Л°, кото­
рая является гармонической, т. е. удовлетворяет 
уравнению Лапласа в полупространстве (£ > 0 ) . 
Следовательно, все источники поля А® расположе­
ны в полупространстве ( £ < 0 ). В общем случае 
разделить гармоническую функцию на части, 
источники которых расположены в разных полу­
пространствах, сложно. Однако в нашем случае 
эта задача упрощается.

Векторный потенциал Л° может быть полу­
чен МЭИ и, следовательно, непосредственно выра­
жается через распределение источников в неогра­
ниченном пустом пространстве. Его источниками 
являются параллельные многовитковые слои тока 
лестничной структуры (рис. 5), а источниками его

составляющей Л? будут те же слои тока, находя­
щиеся в полупространстве ( £ < 0 ).

Заменив непрерывные распределения токов в 
пазовых пленках нитями токов Lj [3] и поверх­
ностных токов в замыкающих полосах последова­
тельно соединенными отрезками нитей токов

5
/* =  2  2  Iа, можно, подобно тому как это показано

а  =  1
в [8 ], построить явные выражения для производ­
ных A°i, входящих в формулу (2 ).

На участке плоскости ( — / / 2 ^ т ] ^ / / 2 ,  С =  0), 
пересекающем рабочий зазор индуктора, состав­
ляющая магнитной индукции Ёw вблизи торцов 
сердечника связана с индукцией (19) отображаю­
щей функцией (6 ). Поэтому для производной 
векторного потенциала /4“,-, источниками которого 
являются отрезки пазовых токов 1а длиной Z, с до­
статочной точностью можно написать:

Ё I -  ~дА°* I , — 1 дА°у1 |

“ 1 с =0 dto 1 6 = 0 w'(x) dzQ 1 z=°
1 N _  —1 | Цо V

w'(x) 2Kg o=i
н 2 22j=l 2 Li 2V=1 ( - i ) v- ' x

Lm- 1 (*£/* + Zm()rmv
. <7+1

+  -g- 2  In
°  m = q

Onv +  j/v 
Г my —  j/v

(26)

где Хщ\ — — (xap. Xq) , Хщх (/' 2 ) ’

^ 2g(±Z —2yQ); zmi=  — (2 m + l) ; rmv =

= а] Х ф - \ -  y l  Zmi.

На соседней полуплоскости (т)> //2 , £ =  0), 
расположенной вне рабочего зазора индуктора, 
в выражение для производной потенциала отобра­
жающую функцию вводить не следует, но надо

добавить составляющую созданную отрезками N 
нитей пазовых токов L,  заменяющих участки 
лобовых частей обмотки нижнего сердечника:

дА%
6 =  0 —

N п
J*_  2  2
2лg а= 1 / = 1

L  ; Х

2 2 X 2 2Х= 1 V— 1
( - l ) v- '  +  [ 2m = 1

yvZm
(*a;l +  zL)0 » +

N  2

, 2 L  2
4  n g  a  =  1 v =  I

H-o ( - i ) v- У0у2об
(xl+zl6)rQV

(27)

где xa — — (xa Xq ), 1/01 — (lot 2 1/q );

y02= +  (Z 2yQ) ; zo6=  -  ( 1 +-Yjr)  :

r 0v — у  X a - \ -  y o v  - f -  Zo6 \
Z06 — расстояние между торцами лобовых частей 
витка обмотки сердечника; Zi3 — глубина пазов 
сердечника.

В (27) принято, что пазовые стержни обмотки 
на всей длине параллельны плоскости £ =  0 .

Отметим, что каждая из составляющих вектора

поля BJ, гармоническая в своем полупространстве
( К  в £ >  0  и в £ < 0 ), содержит все три компо­
ненты. Иначе говоря, плоскопараллельное магнит­
ное поле в рабочем зазоре индуктора состоит из 
наложения трехмерных полей, компоненты Ё% и 
В°е которых равны и противоположно направлены.

Заменим нижнюю половину замыкающей по­
лосы ( —g^T z^O ) с распределенными по ней
обратными токами — -/-/* отрезками нитей токов
длиной т5, совпадающими с прямой y =  Z/2, 
z =  — g / 2 , а торцы лобовых частей обмотки ниж­
него сердечника такими же отрезками нитей токов
y /j ,  совпадающими с прямой (у =  10в/2 , z =
=  — (2 ^ +  ̂ з )/2 ). Тогда, учитывая, что все отрез­
ки ts нитей тока /* находятся на участке зазора, 
где выполняется соотношение (9), производную 
от Л® на полуплоскости ( у >  0 , £ =  0 ) определим 
формулой

Вп, _
Е= ° ~  ж ;

N -  1_  Цо V
с = 0 4 n g  s =  1

2

2х= ( - 1  fl'xXВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Т  М

Г 1 --------------------^ ---------------------
У равнения перви чно -  

го м агнит н ого  поля  в  
индукт оре Л А Д

-----------  9 ---------------а --------------------------
Вывод Выраж ения для  

плотности вихревого т ока  
в  движ ущ емся проводящ ем  
т е л е  (Sj-(13) и з  [2J

* I
Зам ена зидчатых сер — 
Веч н и к о в гл а д к и м и , у с ­
л о в и я  э к в и в а л е н т н о с ­
т и,пост ановка  задачи  

(5)~(1S) и з  [3]

ч п __________ 1________________
В ы вод у р а в н е н и я  с в я зи  пер­
вичного и  вт оричного поля  
З ля  д ви ж у щ е й с я  провод я­
щ е й  п л а с т и н ы  ( №){/3)из[2]

___________ 4 _______________ i i -----------------4 -------------------------
А н а л и т и ч е с к и й  р а с ­
чет э к ви ва лен т н о го  
тока 6  гла д к о м  серде - 
чн ике ( 16)~(2S) и з  [Д  ]

Р еш ени е  у р а в н е н и я  с в я з и  
о т н о с и т е л ь н о  в е к т о р н о ­
го  м а гн и т н о го  п о т е н ц и а ­
л а  в т о р и ч н о го  п а л я  (2 0 )~ 
(З в )  и з  С2] , (1 ) и з  [3J

Р азлож ение п о л я  и н  - 
дукт ора  н а  двух- и  
тртж м е р н о е . МЭИ и  
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В ы вод ф орм улы  для 
трехмерной составляю - . 
щ ей поля индикт ора  

(гз)-(гз)

I—7- т
Выделение част и поля  
индукт ора, гармони чес­
кой в  полупрост ранст -

I1-д
Вы вод ф орм ул для про­
изводных вект орного  

п о т е н ц и а л а  (2Ь)-(2д)

г-13
Р асчет  с и л , дейст вую - 
ш их н а  сеооечники  ин- ' 

д ук т о р а

_ 19-

г-14-
Расчет  п ер ви ч н о го  пло-  

I— ского п о л я  и н д и к т о р а  
(19)-(20)

г - 1 5  - X
Р асчет  первичного  трех­
м ерного  п о л я  и н д у к ­

т о р а  (25)f (Z4)

- - 1 6 ------------------------------
Р асчет  р а с п р е д е л е н и я  
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ш и н е  

Т
.1 7 ------
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н и й  овм о т к и  Л А Д  и  ■ 
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Р а счет  п а р а м е т р о в  
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Л А Д

X 2  ( - l ) v[ 2v = 1 *- m = \

+

Рис. 6.

. ч + 1X\Zmi | 1 ^
(yl +  Z2mi)rmvi. 8 m = q

j-j ГmvX H- Xv j
ГmvX ”

X\ZqQ
,2 ' T  IT-'

2(f/oX “Ь  2 о б ) г vX об

XVZ0
2((/x + 2q )f vXO] .

где * ,=  —{** xQ, v — l- ±£
g  \ + 1 — Xq , v =  2 ; Уок-

4 Q ,  V — и ,  2  g

_  ± U  — 2iIQ _ „ _  Л | Л з \ .  - 1 .
---------------- 2 g --------- ’ Z o 6 -  _  V  +  - 2 g )  > 2 ° -  -  Y  ’

r  т \ к ==л / х <\  - \~ y t~ \~  Zm i\ 7 vkO =  ~\JXv - \ - y t ~|-  Zo] 1 \k o 6  =

—  л / x i  +  УОк +  Zo6-

В формуле (2) под знаком первого интеграла 
стоит быстро осциллирующая функция, поэтому 
этот интеграл следует вычислять по методу Фило­
на [9]. Для его вычисления в одной точке Q требу­
ется определить ряд значений первых и вторых 
производных потенциала Л? на контуре интегриро­
вания в точках (Qtp)- Из выражения (Q£P) =  
=  (xQ — vkZ,P, rjQ, t,P) видно, что контур интегриро­
вания первого интеграла из (2 ) является прямой 
линией, наклонной к оси 0£ под углом \|; =  arctg иХ. 
С ростом скорости v пластины угол ф увеличивает­
ся и, если точка Q находится со стороны заднего 
торца индуктора (xQ>  0 ), то контур интегрирова­
ния приближается к источникам поля Л? и, следо­
вательно, попадает в область пространства, за ­
полненную все более интенсивным полем. При этом 
значение интеграла будет увеличиваться, что 
и объясняет возникновение шлейфа тока в прово­
дящей пластине с задней стороны индуктора 
при его движении относительно пластины.

При вычислении полигона векторов плотности 
вихревых токов (2 ) на проводящей шине громозд­
кость формул (26) — (28) приводит к большим 
затратам машинного времени. Чтобы существенно 
сократить объем вычислений, воспользуемся гар­
моничностью Л? в верхнем полупространстве и 
локализацией его интенсивности непосредственно 
над рабочим зазором индуктора и представим

значения производных Л? в точках (Q£o) контура 
интегрирования, проходящего через точку Q ( x q , 

t|q, 0) в виде интегралов Пуассона [10] от распре­

делений cM ^ / ĉ q на плоскости (£ =  0). Тогда вы­
ражения для производных будут иметь вид:

дА°ю w w = - f e S S дА dKmdy)M 
1 S = o Tpqm (29)

d2Al,
dipdxQ № p ) =

(28)

=  3 £ l \ \  1 dKmdj]M, (30)
2л diQ U= 0  Pfot M m y '

где rPQM =  д/(хм — Xq +  v Kp f  +  (Лм — Ф?)* +  $>■
Формулы (29), (30) позволяют построить сле­

дующий более экономный алгоритм вычисления 
полигона векторов плотности вихревых токов в 
проводящей шине.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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1. По формулам (26) — (28) вычислить значе­
ния первых производных потенциала Af  в узлах 
прямоугольной сетки, покрывающей область 
[ - L — / / 2 < х < / / 2 , 0 < т!< /г , £ =  0 ].

2 . По формулам (29), (30) вычислить значения 
первой и второй производных потенциала Л° в 
узловых точках квадратурной формулы Фило­
на [9].

3. По формуле (2) вычислить значения плот­
ности вихревого тока в неограниченной проводя­
щей пластине в узлах прямоугольной сетки на 
участке [ — L — / / 2 ^ х ^ / / 2 ,  0 ^ r ] ^ / i / 2 ,  £ =  0], 
включая его контур (первый интеграл).

4. Подставив найденные в п. 3 значения 
}“(т, h/2) во второй и третий интегралы форму­
лы (2 ), вычислить их значения в узлах того же 
участка и просуммировать со значениями плот­
ности тока, вычисленными в п. 3.

Зная распределение первичного поля В0 в зазо­
ре индуктора (19), (20), (24), (25) и вихревого 
тока J в проводящей шине, нетрудно вычислить 
рабочие характеристики проектируемой конструк­
ции ЛАД.

Таким образом, математическая модель элект­
ромагнитного процесса в ЛАД не включает в себя 
численных решений функциональных уравнений, 
а содержит аналитические зависимости векторов 
поля от исходно заданных величин: токов (!а, 
ш, п) в обмотке индуктора; размеров L, /, р, g, та, 
h3, da, ха сердечников и /0б, NB обмотки, характери­
зующих конструкцию индуктора, размеров v, h 
проводящей шины (вторичного элемента ЛАД) и 
электромагнитных характеристик сред р0, у, из ко­
торых изготовлены детали ЛАД. Следовательно, 
математическая модель является аналитической, 
так же как и включающий ее фрагмент базы науч­
ных знаний.

Расчет электромагнитного процесса в ЛАД с ее 
помощью сводится к вычислению по формулам:

значений токов / ад в нитях и их расположения 
на поверхностях рабочего зазора гладкого сердеч­
ника (формулы (26) — (30) из [2]);

распределения индукции В0 первичного магнит­
ного поля в рабочем зазоре ЛАД [формулы (19), 
(20), (24), (25)];

распределения производных векторного потен­

циала Л? на поверхности £ =  0  [формулы (26) — 
(28)] и в полупространстве £ > 0  [формулы (29), 
(30)];

распределения векторов плотности вихревых

токов /  в шине [формулы (2 )];
распределения векторов вторичного электро­

магнитного поля Вв [формулы (3)];
рабочих характеристик конструкции ЛАД.
На рис. 6  показана структурная схема аналити­

ческого фрагмента базы научных знаний для 
АСНИ и САПР ЛАД, составленная в соответствии 
с изложенным ходом дедуктивных преобразова­
ний.
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Обобщенная структурная модель многофазных обмоток
электрических машин

ДЕГТЕВ В. Г., канд. техн. наук

Одесский политехнический институт

В классической теории обмоток электрических 
машин переменного тока [1 ] основное внимание 
уделено изучению свойств только двух разновидно­
стей, характеризуемых целыми или дробными чис­
лами пазов на полюс и фазу q. Главным достоин­
ством этой теории следует считать создание анали­
тических методов определения основных электро­
магнитных свойств обмоток уже в начальной ста­
дии проектирования: при выборе исходных данных 
для формирования обмоток.

Развитие техники и, в частности, необходи­
мость проектирования высокоиспользованных мо­
дификаций специальных электрических машин 
(многоскоростных асинхронных двигателей с пере­
ключением полюсов, различные виды преобразова­
телей с вращающимся магнитным полем и др. 
[2—5] потребовали создания нетрадиционных об­
моток (НО), которые отличаются от ранее 
применяемых своеобразным распределением актив­
ных катушечных сторон (АКС) вдоль развертки 
рабочего воздушного зазора и поэтому не под­
чиняются закономерностям классической теории.

Некоторые из методов проектирования НО [6 — 
8 ] отличаются простотой формирования распреде­
ления АКС. Комплексное применение этих методов 
позволяет на базе одних и тех же исходных дан­
ных получать рациональные, т. е. удовлетворяю­
щие заданному диапазону технических требований, 
варианты НО. Однако эти варианты не являются 
единственными и сопровождаются рядом побоч­
ных нерациональных решений. Отсеять их в 
начальной стадии проектирования не удается, так 
как анализ свойств НО в настоящее время возмо­
жен только после окончания формирования рас­
пределения АКС конкретного варианта. Универ­
сальный метод [9], применяемый обычно для ре­
шения этой задачи, является одной из самых тру­
доемких фаз проектирования НО. Несоответствие 
простоты вариантного формирования распределе­
ний АКС и невозможности предварительного 
анализа их свойств существенно осложняет про­
цесс проектирования НО и снижает его эффектив­
ность. Причиной этого несоответствия является 
отсутствие обобщенного подхода при изучении 
НО.

В статье поставлена задача разработки обоб­
щенной структурной модели однослойных много­
фазных обмоток с целью последующего создания 
методик их синтеза и анализа.

Условимся, что понятию однослойные много­
фазные обмотки (ОМО) соответствует множество 
Rm обмоток с числом фаз т, АКС которых 
конструктивно идентичны и равномерно распреде­

лены вдоль рабочего воздушного зазора. Прене­
брегая влиянием лобовых частей обмоток и ис­
пользуя общепринятую при исследовании их 
свойств систему допущений [1 0 ], осуществим пере­
ход от множества Rm реальных объектов к множе­
ству S m структурных моделей (СМ). Любая СМ из 
множества S„, является пространственно-времен­
ной, т. е. характеризуется совокупностью простран­
ственных и временных параметров. Оба вида 
структурных параметров (СП) могут быть выра­
жены угловыми величинами в координатах про­
странства aXj и времени а«. С целью упрощения 
СМ и обеспечения универсальности условимся 
обозначать СП в виде чисел, кратных базовым 
значениям углов

a Sx =  360°/z0 (1)

ast=  180°/m, (2 )
где zo — число АКС повторяющейся части ОМО.

При этих условиях пространственные СП зада­
ются в виде массивов порядковых номеров опреде­
ленным образом сгруппированных АКС [х,], а 
временные СП — в виде массивов целых чисел 
{ti}, равных относительным значениям углов сдвига 
токов в АКС произвольной г-й фазы относительно 
первой (ti =  au/oLbt) ■ Соответствие временных СП 
(ti)  и общепринятых буквенных обозначений фаз 
для m-фазных и трехфазных обмоток устанавли­
вается номограммами на рис. 1 .

Любую пару СП (х,-, ti), характеризующую фа­
зу тока и пространственное положение произволь­
ной АКС отображаемой ОМО, назовем структур­
ным элементом (СЭ) и условимся обозначать 
еу или е (х/, ti). Обычно, при исследованиях свойств 
обмоток СЭ принято различным образом объеди­
нять в группы (катушка, катушечная группа, фаз­
ная зона, фаза и т. д.). Назовем группу СЭ, 
объединенных определенным, принятым для дан­
ного вида СМ способом, структурным блоком 
(СБ) и условимся обозначать его Ь. Таким обра­
зом, СП представляет собой совокупность всех 
СЭ или, что то же,— совокупность всех СБ.

При построении СМ полезно допустить возмож­
ность формирования пространственных Ьх или 
временных b t блоков, объединяющих в группы 
только пространственные или только временные 
СП. Обобщенный подход при исследовании ОМО 
может быть обеспечен только на базе такой СМ, 
которая содержала бы инвариантный блок [1 1 ], 
т. е. такой Ь, Ьх или bt, который остается неизмен­
ным при любой вариации исходных данных или 
при переходе от одного типа ОМО к другому.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 1. Номограмма временных структурных параметров

Построим СМ на базе пространственного ин­
вариантного блока Ьхи, представляющего собой 
стабильный набор из (2т) пространственных СП 
{х,}, в котором каждое последующее значение 
Xj отличается от предыдущего х(/-_. на значение 
Q, равное

Q =  z0/2m. (3)

Учитывая соответствие чисел х, и углов а */, не­
трудно построить физическую (рис. 2 , а) — в виде 
совокупности пронумерованных координат распо­
ложения АКС (пазов) — и структурную (рис. 2, б) 
модели блока Ьхи. Последнее отображение удобнее 
представлять в виде матрицы-строки с регламен­
тированной нумерацией ячеек (рис. 2 , в).

Последовательное присоединение матриц-строк 
bxuj при изменении j от 1 до Q приводит к образова­
нию пространственной СМ произвольной ОМО в 
матричной форме Мах (рис. 3). Нумерация ячеек 
Мах однозначно определена числом фаз т и значе­
нием Q в соответствии с алгоритмами на рис. 2, в 
и 3, поэтому в дальнейшем внутри ячеек не 
указывается, оставляя их поля свободными. За­
полнение пустых ячеек матрицы Мах значениями 
временных СП U в соответствии с парными комби­
нациями СП (Xj, ti) равносильно переходу к полной 
пространственно-временной СМ, обозначае­
мой Mq.

Сформируем полную матрицу MQ3 элементар­
ной электрической машины с 2 т-фазной обмоткой, 
число АКС которой равно 2т. Физическая модель 
такой машины (рис. 4, а) получена в результате 
размещения АКС (обозначены кружками) с тока­
ми всех 2т фаз (отличие основных фаз токов 
указано разными вставками кружков, а сопряжен­
ные фазы выделены двойными окружностями в 
2 о пазах, равномерно распределениях по расточке 
статора. Соответствующая ей естественная полная 
СМ показана на рис. 4, б, причем по внутренней 
периферии окружности проставлены значения 
пространственных (х;), а по внешней — времен­
ных (ti) СП. Матричная модель (рис. 4, в) имеет 
вид строки, т. е. представляет собой полный струк­
турный блок Ьо. Назовем этот блок основным.

360° О' 360° о'

Рис. 2. Физическая (а), структурная (б) и матричная (в) 
модели инвариантного пространственного блока

0 1
2  1

т-2 т-1 т т+1 1
1 1 1

2т-2 2т4

в)
?т-2 2т-1 0 т-4 т-3 т -2 т-1 т 2т-4 2тЗ

о

= Ьа®(-2)

Рис. 4. Физическая (а), структурная (б) и матричная (в) 
модели элементарной 2т-фазной электрической машины
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В ячейках блока bо указаны значения только 
временных СП, так как пространственные одно­
значно определены ранее рис. 2 , в и при Q = 1  

составляют: {х,-} =  {1 , 2 , 3, ... 2т).
В одной и той же геометрии элементарной 

2 т-фазной электрической машины могут быть 
реализованы различные варианты размещения 
АКС. В блоке Ь этому соответствует вариация 
временных СП ( {б}= var) при неизменных про­
странственных ({*,•}=■ const). Вариация может 
быть реализована или непосредственным измене­
нием значений U или их перестановкой в инвариант­
ном пространственном блоке bxu. С учетом возмож­
ных вариаций полная матрица MQ произвольной 
2т-фазной ОМО, повторяющаяся часть которой 
состоит из го АКС, содержит Q строк, каждая из 
которых представляет собой одну из разновидно­
стей блока Ь.

Для обеспечения полноты структурной модели 
нельзя исключать случаи, когда в отдельных бло­
ках число временных СП оказывается меньше чис­
ла пространственных. Назовем такие блоки не­
полными или дополнениями и условимся обоз­
начать их сочетанием символов \Ь. Число отсут­
ствующих временных СП в дополнении может быть 
произвольным. В предельном случае блок может 
характеризоваться полным отсутствием времен­
ных СП, т. е. вырождаться в пространственный 
блок Ьх. Любая матрица, содержащая хотя бы 
один неполный блок, также называется неполной 
или матрицей-дополнением и обозначается \M Q.

На основании изложенного составим алгорит­
мы формирования множеств S m обобщенных СМ. 
Блок-схема алгоритмов приведена на рис. 5. Из 
схемы следует, что методика формирования резуль­
тирующих множеств базируется на последователь­
ном повышении степени интеграции подмножеств 
структурных составляющих, обозначенных на 
рис. 5 фигурными скобками. По мере возрастания 
уровня интеграции они располагаются в следую­
щем порядке:

подмножества пространственных X и времен­
ных Т СП;

подмножество Е структурных элементов;
подмножество В\В  дополнений (\ В ) и блоков

(В)',
ограниченные множества матриц-дополнений 

\М и полных матриц М, составляющие в совокуп­
ности исследуемое множество S m.

Блок-схема подчеркивает ключевую роль ин­
вариантного пространственного блока Ьхи тем, что 
формирование составляющих со степенью интегра­
ции от дополнения (\Ь ) и выше возможна только 
с его использованием. Основной алгоритм форми­
рования Sm отображен связями, выполненными 
сплошными, а вариант с предварительным синте­
зом СЭ — штрих-пунктирными линиями. Допуска-
р т г о  в л ч м п ж и л г т к  Л п п м и п п р я н м а  п г п я н ы и р н н м у

множеств (например М и \М ) обобщенных СМ пу­
тем выделения (пунктирные линии) в подмноже­
стве В\В  семейств с необходимыми структурными 
признаками. (На схеме в качестве примера выделе­
ны семейства полных В и неполных \В  блоков). 
Это позволяет отображать не только множество 
Rm всех реальных ОМО, но и любое включенное
[1 2 ] в него подмножество с заранее заданными 
структурными свойствами.

Любые переходы, как от одного объекта к 
другому в пределах каждого подмножества, так 
и от одного из этих подмножеств к другому, 
сопровождаются изменением либо СП, либо степе­
ни интеграции. Для символического отображения 
этих изменений целесообразно ввести систему 
операционных преобразований и разработать пра­
вила их применения.

Рассмотрим параметрические операции, т. е. 
операции преобразования СП. Любой СЭ является 
функцией двух переменных, поэтому можно допу­
стить три вида воздействия на СП: только на 
Xj, только на ti и комбинированное — на х,- и /, одно­
временно.

Операцию изменения только пространственно­
го СП Xj на целое число Ах назовем умножением 
по х, Ах и обозначим символом «®»:

е (х, /) ® Ах =  е (х+Дх, /). (4)

Умножение по х, Ах какого-либо СЭ равнознач­
но перемещению соответствующей ему АКС на 
Ах зубцовых делений или, что то же самое, на угол 
а х =  а 6хАх в прямом (А х>0) или обратном 
(А х<0) направлениях отсчета углов. Выделим 
два частных случая умножения по х.

В соответствии с нумерацией ячеек матрицы 
на рис. 3 умножение по хАx =  mQ какого-либо 
СЭ отображает перенос соответствующей ему на 
физической модели АКС в положение, диаметраль­
но противоположное исходному. Назовем такое 
умножение пространственной инверсией и условим­
ся обозначать его горизонтальной чертой над 
символом:

е(х, () =  е(х, 0 ®mQ =  e(x +  mQ, (). (5)

Умножение по х можно локализовать в преде­
лах произвольно выбранного блока bj матрицы 
MQ введением следующих условий (см. рис. 2 , в ) :

Ax =  Qk\

x+Qft, если /< (x + Q f t)<
,_____ , < ( 2 m—1 )Q + );
x + Q k —{x+Q(k—2m), если (x+Q fe)>

>  (2 m — 1)Q +  /; (6 )

y  - \-  О  ( h  -U 0  m \  р г п н  b  П
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Здесь j — порядковый номер строки, занимаемой 
блоком bj.

Умножение по такому правилу всех СЭ блока 
приводит к циклической перестановке их времен­
ных СП. Назовем эту разновидность умножения 
по х циклическим умножением и обозначим сочета­
нием символов «©С*».

Операцию изменения только временного СП 
ti на целое число At назовем умножение по 
t, At и обозначим символом «©»:

е (х, t)Q At =  e (х, t-\- At). (7)
Умножение по t, At какого-либо СЭ равнознач­

но изменению фазы тока в соответствующей ему 
АКС на угол ai =  a&tAt при неизменном положении 
в пространстве. Частный случай умножения по t 
при At =  m назовем временной инверсией и усло­
вимся обозначать волнистой чертой над символом:

е (х, t) =  e (х, t)Q m =  e (х, t т). (8 )

Операцию одновременного умножения обоих 
видов СП на величины Ах и At назовем полным 
умножением и обозначим символом «*»:

е(х, t)*(Ах, At) =  e{x-\- Ах, t-\-At). (9)

Полное умножение при Ax =  mQ и At =  m назо­
вем полной инверсией и обозначим сочетанием 
горизонтальной и волнистой черточек над симво­
лом:

ё~(х, t) =  е (х, t )*(mQ,  m) =  e{x-\-mQ, / +  /п).(Ю)

Особое значение имеет разновидность полного 
умножения, не перемещающая структурные эле­
менты за пределы рассматриваемого блока и 
представляющая собой сочетание циклического и 
временного умножения. Обозначим операцию одно­
временного умножения на «-б>» и по t,(At =  l) 
через «гк1» и назовем блочным умножением. 
Сущность этой комбинации операции раскрывает­
ся соотношением:

е (х, t) гк-‘ =  е {х, t-\-l)-Ck =  e (х +  /гQ, t +  /),(11)

где x + kQ определяется по (6 ).
К важнейшим свойствам операции е**( относят­

ся следующие.
Блочное умножение при к =  2тп\ и I =  2тп2 

(п 1, п2 — любые целые числа) не изменяет пара­
метров структурных элементов, называется единич­
ной блочной операцией и обозначается симво­
лом «1 »

Е2тпь2"п2= 1 . (1 2 )

Последовательное применение любого числа 
исходных блочных операций, обозначаемое про­

становкой между соответствующими е*.1 знака ©, 
эквивалентно выполнению одной блочной опера­
ции, показатели которой являются алгебраической 
суммой показателей исходных е по типам k и /:

e*i.ь © 6*2.h — gkt+kij,-t-ц. (13)

Легко убедиться, что блочное умножение ком­
мутативно относительно последовательного выпол­
нения, т. е.:

е*1-1' © е*2' =  е*2-1* © е*1-(|. (14)

Любой вид умножения применим как к отдель­
ным СЭ, так и к произвольной их совокупности 
(неполные или полные блоки, матрицы). При 
умножении по х или по t совокупностей СЭ преобра­
зованию подвергаются пространственные или 
временные, а при полном умножении те и другие 
СП одновременно всех СЭ данной совокупности. 
Например, умножение по t, A t— —2 блока bo 
элементарной многофазной обмотки на рис. 4,в 
приводит его к виду, представленному на рис. 4, г.

Рассмотрим далее групповые операции пре­
образования, условно подразделенные на инте­
гральные (ИО) и дифференциальные (ДО). Инте­
гральные операции служат для получения состав­
ных систем СЭ, а ДО — для подразделения таких 
систем на составляющие.

Интегральную операцию совмещения неполных 
блоков (матриц), базирующихся на идентичных
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пространственных блоках (матрицах) назовем 
суперпозицией и обозначим символом «0». Супер­
позиция дополнений приводит к получению полных 
блоков или матриц:

0 \ b i= \ b i0\b20...0\bn = b. (15)
/ = 1

Интегральную операцию последовательного 
присоединения Q блоков назовем сборкой и обозна­
чим символом «и» в результате сборки Q блоков 
образуется матрица MQ:

Q
jJbi =  bi [)b2[)...{)bQ =  MQ. (16)

Сборку идентичных блоков назовем трансляцией 
и обозначим символом «и».

Дифференциальную операцию подразделения 
полных блоков (матриц) на дополнения назовем 
декомпозицией и обозначим символом «0 »:

0  b =  {\bu \Ь2, \Ьп]. (17)
/ - 1

Дифференциальную операцию подразделения 
матрицы MQ на составляющие ее блоки назовем 
разборкой и обозначим символом

MQ={bu b2,...,bQ}. (18)
Система операций в совокупности с обобщен­

ной СМ составляют основу методик синтеза ОМО 
и анализа их электромагнитных свойств. Методика 
синтеза СМ базируется на преимущественном 
применении интегральных операций, но не исклю­
чает и других видов преобразований в качестве 
вспомогательных. Следует отметить, что сложность 
синтеза полного множества S m определяется мощ­
ностью подмножества В\В,  т. е. числом составляю­
щих его объектов N. Без введения определенных 
ограничений N может достигать весьма больших 
значений. Так, в случае моделирования множества

г)

Рис. 6 . Декомпозиция основного блока на два взаимоин- 
версных дополнения \ й 01 и \  602

R трехфазных шестизонных обмоток на базе пол­
ного подмножества В\В  имеем по [12]:

2mQ 6Q

NR =  2  (2m)‘=  2  6*', (19)R ( - 0  i- 0

а число вариантов CM, например уже при Q =  6 , 
составляет астрономическую цифру: примерно
1,23-1028.

Но для решения практических задач в рас­
смотрении всех вариантов нет необходимости.
Наибольший интерес представляет задача получе­
ния подмножеств СМ симметричных или слабоне­
симметричных ОМО, включенных в множество R. 
Свойства обобщенной СМ обеспечивают получе­
ние подмножеств с заданными свойствами уже на 
стадии формирования семейства блоков.

Проиллюстрируем одну из таких возможностей 
на примере методики выделения семейства Bs 
симметричных блоков.

Рассмотрим основной блок Ьо■ Выполним его 
декомпозицию на два взаимоинверсных дополнения 
\bo\ и \fto2 =  \Sow

0 b o  =  {\boi,  \bcn}. (20)

Дополнения (рис. 6 , в, г) представляют собой 
простейшие симметричные комбинации прямых 
или инверсных структурных элементов с одинако­
вым порядком чередования временных СП. Обе 
комбинации являются изоморфными отображения­
ми элементарных симметричных m-фазных обмо­
ток, структурные модели которых приведены на 
рис. 6 , а, б и характеризуются одной и той же 
совокупностью элементов симметрии [13]. Такими 
элементами, приводящими каждое из дополнений 
\boi и \Ьо2 к самосовмещению, является множе­
ство 0  операций блочного умножения:

0  =  [б0,0, в2'2, ..., Е2™-2. 2т-2}.

Операторы множества 0 образуют цветную 
циклическую группу С(+ш> [13] с единичным
элементом е0 , 0 =  1 , определяющей операцией по­
следовательного выполнения ( 0 ) блочного умно­
жения и образующей е2, 2. Обратные элементы 
группы С<+т>:

Б0, 0 0  б2", 2т  =  1 ; е2*. 2* (g) g2m-2*. Ш -2к — J .

Регламентированный характер подразделения 
пространства в пределах блоков и матриц позволя­
ет утверждать, что применение преобразований 
синтеза (суперпозиции и сборки) при использова­
нии дополнений с симметрией С'( + т> приводит к 
формированию гомогенных систем, симметрияВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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которых не ниже указанной. Очевидно также, что 
циклическая перестановка является операцией, 
не изменяющей симметрию блока.

Поэтому семейство симметричных блоков Bs 
следует формировать комбинированным примене­
нием циклических перестановок и суперпозиций 
к исходным дополнениям \ b oi и \Ьо2, а подмноже­
ство SmS матриц, отображающих симметричные 
m-фазные обмотки,— посредством сборки блоков 
семейства Bs.
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Интегро-аппроксимационный алгоритм анализа переходных 
процессов в нелинейных электрических цепях

ВЕРЛАНЬ А. Ф., БИЛЕНКО В. И., ПЕРЕДЕРНИ П. Т.

Институт проблем моделирования в энергетике АН УССР

Анализ переходных процессов в нелинейных 
электрических цепях в достаточно общем случае 
сводится [1—6 ] к решению задачи Коши для 
систем нелинейных дифференциальных уравнений 
вида

A(x)x =  f(t, х), лг(0) =  х0, /е [0 , Т\

О)
где х — вектор переменных состояния, компо­
нентами которого являются величины токов и на­
пряжений соответственно индуктивных и ем­
костных элементов схемы; А(х) — диагональная 
матрица нелинейных емкостей или индуктив­
ностей; f(t, х) — вектор воздействующих источ­
ников э. д. с. и тока.

Системы (1) в теоретической электротехнике 
решают чаще всего разностными или основан­
ными на них методами [5, 7, 8 ]. Однако такие 
методы, наряду с простотой и универсальностью 
их численной реализации на ЭВМ, обладают, 
как известно, тем большим недостатком, что 
являются насыщаемыми [9].

В данной статье на основе синтеза интег­
рального метода расчета электрических цепей 
[10—13] и аппроксимационного метода (а-ме-

тода) решения дифференциальных и интегральных 
уравнений [14—16] рассмотрен вопрос построения 
ненасыщаемого алгоритма анализа переходных 
процессов в нелинейных электрических цепях, 
описываемых системами дифференциальных урав­
нений вида (1). При этом предполагается, 
что элементы матрицы А(х) и вектора / являются 
алгебраическими многочленами соответствующего 
числа переменных. Для таких систем, по-види- 
мому, впервые в [6 ] были построены весьма 
эффективные, но теоретически не обоснованные 
алгоритмы расчета электрических цепей на 
основе использования рядов по смещенным 
полиномам Чебышева первого рода. С этими 
алгоритмами, в частности, сравнивается пред­
лагаемый интегро-аппроксимационный алгоритм.

Алгоритм. Во! избежание громоздкости вы- 
кладов, не ограничивая общности рассуждений, 
сущность интегро-аппроксимационного алгоритма 
изложим на примере нелинейной цепи, описы­
ваемой одним уравнением вида ( 1 ), в котором

г m М

А ( х ) =  2  akxk (t) , f (t, x) =  2  2  ЬцМ  (t),k=0 *—У/—У
( 2 )Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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где а* и Ьр — постоянные коэффициенты, 
г, m, M ^ N .

Отметим, что обобщение алгоритма с одного 
уравнения на систему уравнений на основе 
результатов 17, 18 представляет в основном
не принципиальные, а технические трудности. 
В соответствии с интегральным методом расчета 
электрических цепей 1 1 , 1 2  с учетом (2 )
перейдем от задачи ( 1 ) путем интегрирования 
( 1 ) на промежутке [0 , / ]  к эквивалентному 
интегро-функциональному уравнению типа Воль- 
терра:

t
g[x(t)] =  g(x0) +  \f[s, x(s)]ds, (3)

0

где

<4>
Согласно a -методу [14, 15] поставим уравне­

нию (3) в соответствие приближенно интегро- 
функциональное уравнение

t
& [М 0] =  g(xo) +  \f[s, Xn(s)]ds — eN(t). (5)

о

Здесь xn(t) — решение этого уравнения, представ­
ляющее собой алгебраический многочлен степени 
не выше п одного из следующих видов:

xn(t )=  2  <tktk или xn{t) =  2  0*7 — l) ,
( 6)

с неизвестными коэффициентами а * (или 0 *), 
eN(t) — невязка-многочлен

е* м = . А , т л ( т - > ) •  <7 >

где
N =  max (пг, т-\-Мп-\-\)\ (8 )

Tk(z) — многочлен Чебышева первого рода;
к

7*(2)«*соз к arccos г 2  г е [ -  1,1];
(9)

т* — неизвестные вспомогательные параметры.
Формулы для определения чисел С/* хорошо 

известны в численном ■ анализе [9, 14], Для на­
хождения коэффициентов а* (или 0 *) и т* рас­
смотрим, следуя (18, 19], интерационную схему

(*>) -  £, (0  +

+  $g[s, X n v - \ (s)]ds — e^v(0. (10)
о

где v = l ,  2 , ... — номер шага итерационного про­
цесса; xnv(t) и ENv(t) — многочлены соответствую­
щего вида (6 ) и (7) с коэффициентами а*v 
(или 0 *v) и T*v на v-м шаге итераций.

Приравнивая в (10) при каждом v = l,2 ,. . .  
согласно (2), (4) и (6 ) — (9) коэффициенты
при одинаковых степенях t, получаем для 
a*v и T*v некоторую систему из (jV + l)-ro  
линейного алгебраического уравнения. В простей­
шем случае, когда г =  0  и ао= 1  такая система 
принимает вид

1 0  0 . . . 0  do ,  n + i . . . d o j v 0 t0 , v

0  1 0 . . . 0  d \ , n + \ — d \ N Ot 1, v

0  0  0 . . . 1  d n , n + \ . . . d n N 0&Л, V
0  0  0 . . . 0  d n + \ , n + \ . . . d n + i N 1, v

0  0  0 . . . 0  0 .............^ n , n ^ N , v

х0
Gi( a ‘ )

0 „ ( а )

где {dik}?,k=o — коэффициенты при 7, полу­
ченные в результате разложения многочлена

tk —- l)  по степеням t согласно ( 1 0 ) и оче­
видным образом выражающееся через коэффици-

v~ ‘ / _1\ енты Cjk\ a  : =  (a0,v -i, ..., a™,v-i), Gi\ a  ) —
коэффициенты разложения по степенным ( мно­
гочлена

i
 ̂g [s, xn, v—i (s) ] ds.

0

Численные эксперименты на ЭВМ.  С целью 
проверки эффективности (в смысле точности и 
числа операций) изложенного алгоритма и срав­
нения его с другими алгоритмами рассмотрим 
нелинейную электрическую цепь, состоящую из 
трех ветвей, содержащих соответственно источ­
ник тока, емкостный элемент с емкостью С 
и резистивный элемент с квадратичной вольт- 
амперной характеристикой / — рц2, где и — на­
пряжение на ветвях цепи. Переходный процесс 
описывается дифференциальным уравнениемВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Таблица 1

Методы §05 6]5 . 625 Д

ИА-алгоритм —0,004266 1,091652 —0,323099 0,004266
Т-метод 0 1 0 0,238406
ТС-метод 0 1 —0,229228 0,0195716
ТГ-метод 0 1 —0,250782 0,0273309

C ^  +  pu2 =  J ( 1 2 )

с начальным условием м(0) =  0. Пусть /  =  0,1;
5 rС =  2Q , р =  , тогда уравнение (12) принимает

вид
x ( t ) = \ - x 2(t), х(0) =  0, (13)
5

где х (/) =  и (/), /е [0 , Н] и точное решение
x(/) =  th/.

В соответствии со схемой (10— (11) многочле­
ны xnv(t) ищем из интегрального уравнения 
вида

0

1 —  а о ,  v — 1

С&0, v — I Ot I , v — I
oti, v — 1 /3  2ао, v — i СС2 , v — 1

—  a i , v - i o c 2, v - i / 2

— a l v - i / 5

В табл. 1 даны значения коэффициентов 
a*v многочлена х-г„(/) и величины

Д =  max Д (/,): =  max |х(/;) —*2v(/<) I
1-0.5 1=0,5

при /, =  0,2/, £ =  0,5, полученные при решении 
уравнения (13) методами, рассмотренными в ра­
боте [2 0 , табл. 2 ], а также по схеме данной 
работы (ИА-алгоритм) при v =  5 и начальном 
приближении x2o(t) =  t2.

В табл. 2 приведены значения точного решения 
;c(/) =  th/ уравнения (13) и приближенного 
х5,б(/) в точках / =  0; 0,25; 0,5/, / =  1,5; причем 
значение х5,6(/) определялось как

*5.6(0 -  2  ЬяТЛЦ-  -  l ) ,  Я =  2,5,k=0 ' П '

Г 2 ,1+ 1  /9  i \
xm (t) =  t — (s) ds — 2  Ti v T i  (-77- — 1) ■x i =  л+1 v n  '

(1 4 )

где (W L o  =  (0,666248; 0,466395; —0,178571;
0,031248; 0,004546; —0,004612), а также следую­
щих приближенных решений уравнения (13), 
построенных в [8 ]:

При п =  2 и Н =  1 для нахождения коэф­
фициентов a*v многочлена *2v(/)=aov +  aiv/ +  
+  a 2v/ 2 необходимо использовать в (14) следую­
щие смещенные многочлены Чебышева [14]:

7+2/ — 1) =  32/3 — 48/2 +  18/— 1;
7+2/ — 1) =  128/4 — 256/3 +  160/2 +  32/ +  1;
7+2/ -  1) =  512/5 — 1280/4 +  1 120/ 3 — 400/2 +
+  50/—1.
Система (И ) в этом случае примет вид

1 0 0 — 1 1 —  1 CtOv

0 1 0 18 - 3 2 50 o tiv
0 0 1 8 160 -4 0 0 Ct2v

0 0 0 32 -2 5 6 1 1 2 0 ^3v
0 0 0 0 128 1280 T4v

0 0 0 0 0 512 ^5v

хт (/) =  / —/3/3  +  2/5/3;
xD (/)=  1 _ e- 1’57' +  0 ,6 e - 3 l4 ' - 0 , l e - 5'7U-

хс(/)— 1— в 2<(1 + / — /3/3).

Из табл. 1 и 2 видно, что методы, рас­
смотренные в [2 0 ] и [8 ], аппроксимируют ре-' 
шение x(t) уравнения (13) более точно, 
чем ИА-алгоритм в некоторой достаточно малой 
окрестности точки / =  0 , а функции xD(t), xn(t) 
и xc{t) — при / =  оо. Однако равномерная 
погрешность на интервале [0; 2, 5] меньше для 
ИА-алгоритма. Этот вывод хорошо согласуется 
с теоретическими результатами работ [14, 15, 18].

О скорости сходимости рассматриваемого ин- 
тегро-аппроксимационного алгоритма можно су-

Таблица 2

t th t *56 (0 XT(t) xqW xnU) *c«)

0 0,00000 0,00081 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,25 0,24492 0,24569 0,24544 0,23663 0,24812 0,24815
0,5 0,46212 0,46148 0,47917 0,43316 0,46667 0,46351
1,0 0,76159 0,76205 1,33373 0,71390 0,80000 0,77444
1,5 0,90515 0,90532 4,96875 0,85820 0,77778 0,93154
2,0 0,96403 0,96335 20,66667 0,93507 1,11111 0,99389
2,5 0,98861 0,98525 60,89583 0,97039 1,17021 1,03453OO 1,00000 — OO 1,00000 1,00000 1,00000
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дить из следующего вывода:
п

Дпи(Я)
П

2 3 4
0,21 0,01 0,005

6 7 8 9
2. Е-4 1.Е-4 4. Е-5 3. Е-6

Здесь

5
0,003

10

4. Е-7

ДЛу(Я) =  max \x(ti) — xnv(ti) I, U =  iH / 10, //  =  2,5;
1 =  0,10

а число итераций для различных п колеблется от 
трех до семи.

В табл. 3 аналогично [6 ] приведены относи­
тельные погрешности б (/,•) =  | х (/,) — * 3 5  (/;) | / х  (ti)
многочлена хз5 (/) =  0,70112 +  0,45226 1— l ) —

— 0,20629Гг ( у  -  1) +  0,05143Тъ ( | .  -  l ) ,  по­
строенного по ИА-алгоритму, и такие же погреш­
ности, приведенные в [6 , табл. 1 ] для двух ва­
риантов предложенного там метода и, в частности, 
для многочлена (первый вариант) хз (t) =
=  0,75035 +  0,37996 (у  -  l)  — 0,18435 Т2 ( у  -  

- l )  +  0,04668 ( у  -  l ) .

Как видно из табл. 3, изложенный интегро- 
аппроксимационный алгоритм при той же степени 
многочлена на всем интервале дает более высо­
кую точность, чем оба варианта метода из [6 ], 
уступая, однако, им в количестве арифметиче­
ских операций. Таким образом, эти подходы 
хорошо дополняют друг друга в зависимости от 
предъявляемых априорных требований к основным 
вычислительным характеристикам алгоритмов — 
точности получаемых решений, быстродействию и 
объему памяти.

Отметим в заключение, что результаты дан­
ной работы были частично анонсированы в [16, 
18, 19], а также в [14, 15], где, в частности, 
указаны такие важные достоинства и преиму­
щества интегро-аппроксимационного алгоритма, 
как теоретическая обоснованность, ненасыщае- 
мость и максимально возможная по порядку

Таблица 3

t
Относительная погрешность 6 (/)

Вариант 1 [6] Вариант 2 [6] ИА-алгоритм

0,3 4,11438 Е-1 6,14026 Е-4 2,86463 Е-2
0,6 1,50110 Е-1 3,32482 Е-2 2,57965 Е-3
0,9 7,18697 Е-2 3,41230 Е-2 1,01307 Е-2
1,2 4,41609 Е-2 2,02140 Е-2 4,78687 Е-3
1,5 3,26504 Е-2 3,79291 Е-2 2,49561 Е-3
1,8 2,39040 Е-2 7,89007 Е-3 5,63786 Е-3
2,1 1,35894 Е-2 1,20685 Е-2 3,39779 Е-3
2,4 2,64037 Е-2 9,54456 Е-2 1,60459 Е-3
2,7 4,75498 Е-3 3,67886 Е-3 3,98183 Е-3
3,0 2,39591 Е-3 4,43206 Е-4 3,47964 Е-3

(или асимптотически) точность получаемых 
полиномиальных решений.

Выводы. 1. Интегро-аппроксимационный алго­
ритм позволяет с максимально возможной по 
порядку точностью рассчитывать как линейные, 
так и полиномиально-нелинейные цепи.

2. Алгоритм теоретически обоснован и апроби­
рован при решении на ЭВМ тестовых примеров.

3. Алгоритм является ненасыщаемым, что 
особенно важно при решении жестких систем 
дифференциальных уравнений.

4. Анализ и сопоставление полученных ре­
зультатов с известными ранее показывают вы­
сокую эффективность интегро-аппроксимацион­
ного алгоритма в смысле точности, числа опера­
ций и объема памяти.
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УДК 621.3.01:51

Фильтрация колебательных составляющих свободного процесса 
при численном интегрировании дифференциальных уравнений

линейных электрических цепей
БОРОДУЛИН М. Ю., канд. техн. наук

Ленинград

При численном моделировании сложных линей­
ных электрических цепей возникает ряд проблем, 
связанных с воспроизведением свободного про­
цесса. Известно [1], что численное интегрирование 
дифференциальных уравнений электрических це­
пей приводит к искажениям колебательных состав­
ляющих свободного процесса, которые в числен­
ном решении могут затухать (или расходиться) 
значительно быстрее или медленнее, чем в точном 
решении. Ниже будет показано, что основной прак­
тический интерес представляют случаи, когда ско­
рость затухания колебательных составляющих 
увеличивается, так что каждый метод можно рас­
сматривать как своеобразный фильтр и говорить 
о явлении фильтрации колебательных составляю­
щих при численном интегрировании.

Фильтрующие свойства методов представляют­
ся одним из факторов, которые следует учиты­
вать при выборе шага интегрирования наряду 
с известными [2 ] требованиями вычислительной 
устойчивости и точности. Особенно важно ясное 
понимание особенностей различных методов при 
моделировании сложных цепей, свободный процесс 
в которых содержит большое число существенно 
различающихся по параметрам колебательных 
составляющих. Задачей данной статьи являются 
анализ и представление в достаточно наглядной 
форме (при использовании аналогий с электри­
ческими частотными фильтрами) фильтрующих 
свойств одношаговых методов — как общеизвест­
ных, включая некоторые их модификации, так 
и некоторых специальных, которые обладают спе­
цифическими фильтрующими свойствами и ориен­
тированы на решение задач определенного клас­
са. К числу известных методов такого типа можно 
отнести и предложенный в [3], где прямо гово­
рится о фильтрации группы составляющих, по 
своим параметрам существенно отличающихся от 
остальных.

Предполагается обычная для практики элект­
ротехнических расчетов ситуация, когда в задаче 
известны (из физических соображений, аналити­
ческих оценок и т. п.) диапазоны затуханий 
и частот как для основных составляющих, которые 
представляют интерес и должны воспроизводиться 
достаточно точно, так и для остальных составляю­
щих, не представляющих интереса и обычно имею­
щих более высокую частоту. Характерен, в част­
ности, случай, когда в спектре свободного про­
цесса присутствует группа близких по парамет­
рам составляющих, частоты которых существенно 
(в десятки раз и более) превосходят частоты 
основных составляющих. При наличии подобной 
исходной информации судить о воспроизведении 
отдельных составляющих и, следовательно, о про­
явлении тех или иных фильтрационных эффек­
тов при численном интегрировании целесообраз­
но исходя из предложенного в [1] подхода к оценке 
точности методов.

Свободный процесс линейной электрической 
цепи описывается нормальной системой п линей­
ных дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами, характеризуемой матрицей А. 
Численное интегрирование этой системы каким- 
либо одношаговым методом с шагом h =  const 
описывается системой п линейных разностных 
уравнений с постоянными коэффициентами, харак­
теризуемой матрицей A p(h). Матрицы обеих систем 
А и АР(И) связаны функцией, вид которой задается 
численным методом:

Ap(h) — fp(Ah).
Собственные значения матриц А и A p(h) 

Х =  а  +  /со и Хр (Л), определяющие отдельные 
составляющие свободного процесса в точном и 
численном решениях исходной системы дифферен­
циальных уравнений, также связаны функцией /р:
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Ограничимся рассмотрением случая, когда обе 
матрицы А и Ap(h) не имеют кратных собствен­
ных значений. Будем далее для краткости говорить 
составляющая X (составляющая Xp(h)), имея в ви­
ду составляющую свободного процесса в точном 
(численном) решении исходной системы, отвечаю­
щую этому собственному значению.

Фильтрующие свойства метода в отношении 
составляющей X целесообразно оценивать по то­
му, как искажается ее затухание в численном ре­
шении. При этом под затуханием т] колебатель­
ной составляющей понимается отношение значе­
ния ее огибающей в момент времени ( =  0  к зна­
чению при t — h. Для количественной характе­
ристики фильтрующих свойств будем использовать 
величину искажения затухания составляющей X, 
определенную в [1] как

exp (ReXft)
~ л ш г ( 1)

Положительное (отрицательное) значение иска­
жения б,, означает, что составляющая Xp(h) зату-

0,4

0,7

О

' 0,2 

-0,4 

- 0,6 
- 0,8 
- 1,0

Рис. I. Характеристики искажений затухания для составляю­
щих /о  (а). Явные методы (сплошные линии): 1 — Эйлера; 
2 — Эйлера — Коши; 3 — Рунге — Кутта четвертого порядка; 
4 — Кутта — Мерсона. Неявные методы (штриховые линии): 
/ '  — Эйлера; 2' — Эйлера — Коши; 3' — Паде первого порядка 

(трапеций); 4' — Паде второго порядка

хает быстрее (медленнее), чем составляющая X. 
Характеристики искажений бп при воспроизведе­
нии различных составляющих для большого числа 
одношаговых методов приведены в [4 — 6 ]. Величи­
на б,, по сути близка к известным характеристи­
кам относительной устойчивости метода с функ­
цией fр при воспроизведении составляющей X, 
однако представляется более удобной для практи­
ческого применения, поскольку вытекает из выра­
жения для относительной погрешности воспроиз­
ведения затухания.

Каждый нуль zн или полюс z„ функция метода 
fр соответствует точке комплексной плоскости Xh, 
для которой /гр(2 „) =  0  или /р(2 п)= с», и с учетом ( 1 ) 
бл= о о  или б,, =  — 1. Полюсы функций всех при­
меняемых методов расположены в правой полу­
плоскости плоскости Xh и поэтому не представляют 
интереса с точки зрения фильтрации составляю­
щих для электрических цепей, являющихся устой­
чивыми. Нули же функций методов, как правило, 
расположены в левой полуплоскости и поэтому 
играют определяющую роль в формировании 
фильтрующих свойств.

Характеризуя методы, будем для наглядности 
указывать аналогии с обычными электрическими 
частотными фильтрами: нижних или верхних ча­
стот, полосовым или заграждающим, резонанс­
ным. Однако идеальный электрический фильтр 
пропускает те сигналы, которые соответствуют 
области его прозрачности, с одинаковым и при­
мерно равным единице коэффициентом передачи, 
в то время как численный метод может замет­
но и по-разному деформировать составляющие, 
которые должен «пропускать». Сразу же отметим, 
что для составляющей X =  za/h  метод ведет себя 
как резонансный «антифильтр», очень быстро по­
давляя ее в численном решении.

Колебательные составляющие X характери­
зуются различными соотношениями затухания 
и частоты. Воспроизведение низкочастотных сос­
тавляющих, для которых | а  | ш, по своим свойст­
вам очень близко к воспроизведению чисто аперио­
дических составляющих Х =  а и поэтому в работе 
не рассматривается. Для задач электротехники 
наиболее типично присутствие в свободном про­
цессе слабозатухающих составляющих широкого 
частотного диапазона, обусловленных высокой 
точностью: большинства ветвей, содержащих ре­
активные элементы. Таким составляющим соот­
ветствуют точки плоскости Xh вдоль мнимой оси 
j(oh и на самой оси. Об их воспроизведении при 
моделировании удобно судить по искажениям не­
затухающих составляющих X — jсо, характеризуе­
мым для каждого метода зависимостью b4(a>h).

На рис. 1 показаны такие зависимости для 
группы одношаговых методов, нашедших широкое 
применение при моделировании электрических 
цепей (см., например, [7], где приведены все реали­
зующие методы рекуррентные формулы, опреде­
ляющие вид функций /р). Видно, что явные методыВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рунге—Кутта четвертого порядка и Кутта—Мер- 
сона характеризуются полосами на оси /со/г с очень 
большими значениями искажений бп> т. е. обла­
дают свойствами заграждающих фильтров. При­
чиной является то, что один из нулей функции 
fр для каждого из этих методов находится доста­
точно близко от оси /со/г и формирует около 
себя область с большими значениями искаже­
ний Неявные методы Эйлера и Эйлера—Коши 
подавляют составляющие X — jсо тем сильнее, чем 
больше значение со/г, т. е. ведут себя как фильтры 
нижних частот. Методы Паде первого (Паде-1) 
и второго (Паде-2) порядков обеспечивают иде­
альное воспроизведение затухания всех незату­
хающих колебательных составляющих X =  j со 
(6  ̂=  0  для всей оси /со/г) — это общее свойство 
всех методов Паде [5].

Для составляющих Х =  /со неявные методы в 
любом случае не уменьшают их естественное зату­
хание г) =  1 , а явные методы в пределах области 
вычислительной устойчивости способны его только 
увеличивать. Поясним, что для явных методов 
Рунге—Кутта четвертого порядка и Кутта—Мер- 
сона отрезок оси /со/г, лежащий внутри области 
устойчивости, ограничен точками, где 6 ,, =  0 ; для 
явных методов Эйлера и Эйлера—Коши бт,< 0 
вдоль всей оси /со/г, что отражает известный 
факт их принципиальной вычислительной неустой­
чивости при моделировании консервативных 
систем. Таким образом, при воспроизведении не­
затухающих (и слабозатухающих) составляю­
щих рассматриваемые методы в основном уси­
ливают естественное их затухание, в связи с чем 
именно явление фильтрации при численном интег­
рировании представляет практический интерес.

Для того чтобы судить о воспроизведении 
колебательных составляющих с относительно 
большими затуханиями, целесообразно исполь­
зовать кривые распределения искажений 6 ,, вдоль 
луча плоскости Xh, точки которого задаются соот­
ношением — а/г =  со/г =  р/г; эти зависимости пока­
заны на рис. 2. Различие фильтрующих свойств 
методов в отношении составляющих Х =  ( — 1 + /)р 
и X =  jp, обусловлено тем, что для всех явных 
методов и неявных методов Паде порядка выше, 
чем первый, один (или единственный нуль) в верх­
ней полуплоскости Xh, создающий область боль­
ших искажений бл, расположен достаточно близко 
от луча — а/г =  со/г. В частности, именно этим 
обстоятельством обусловлен характер кривых 
bn([ih) для явных методов Эйлера—Коши и Кутта— 
Мерсона, которые по отношению к составляющим 
X — ( — 1 + /)р ведут себя как заграждающие 
фильтры.

Значение искажения бл показывает, как соот­
носятся затухания составляющих X и Xp(h), однако 
в общем случае оно не характеризует скорость, 
с которой составляющая Xp(h) «исчезает» в чис­
ленном решении. Судить об этой скорости позво­
ляет величина рр =  \fP(Xh)\, поскольку огибающая

Рис. 2. Свободный процесс схемы при N — 3 (а) и N =  2 (б): 
/  — метод Паде первого порядка; 2 — явный метод Кутта — 
Мерсона; 3 — неявный метод Эйлера; 4 — модификация (3)

для составляющей Xp{h) задается функцией вре­
мени рр'/л. Для незатухающих составляющих 
X =  ja> рр =  6 ^ 1 и, следовательно, зависимости 
б,,((о/г) дают полное представление о скорости их 
исчезновения в численном решении. Для состав­
ляющих Х =  (— 1 + /)ц  зависимости б,,(р,/г) жела­
тельно рассматривать совместно с зависимостями 
рр(р/г), приведенными в [6 ].

Помимо обычных методов Рунге—Кутта, функ­
ции /р для которых следуют из разложения точ­
ного решения исходной системы в ряд Тейлора, 
известны так называемые тригонометрические ме­
тоды Рунге—Кутта (явные и неявные), определяе­
мые из разложения в тригонометрический ряд 
(см., например, [8 , 9]). Эти методы предназначе­
ны для численного интегрирования систем, о ко­
торых заранее известно, что в их точном решении 
преобладает составляющая определенной частоты 
со*. В [9] показано, что задание в соответствииВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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с частотой со* параметров, определяющих коэф­
фициенты функции такого метода, является его 
настройкой на идеальное воспроизведение затуха­
ния (и частоты) незатухающей составляющей 
k = jсо* и очень хорошее воспроизведение близких 
к ней составляющих, в том числе слабозатухаю­
щих. Анализ зависимостей б,,(сoh) в этом случае 
показывает, что тригонометрические методы обла­
дают свойствами резонансных или полосовых 
фильтров и с точки зрения фильтрующих свойств 
могут рассматриваться как специальные.

Проиллюстрируем явление фильтрации колеба­
тельных составляющих на примере моделирования 
цепной схемы из N ячеек с собственными частота­
ми oaf () =  1,2, ..., N). Пусть N =  3, cof =  coo, o)f =  
=  165 шо, cof =  426 coo, где <о0 — промышленная 
частота (со0=100 л). При шаге h =  28 •10” 6 с 
(т. е. 0,5й имеем cofh »0 ,01, cof/i^l,44, cof/г»  
^3,72). Из графиков рис. 1 видно, что метод 
Паде-1 идеально воспроизводит затухание всех 
трех составляющих, метод Кутта—Мерсона подав­
ляет третью, а неявный метод Эйлера подав­
ляет третью и вторую составляющие. Осцилло­
грамма свободного процесса в схеме, прлучен- 
ная при использовании названных методов, по­
казана на рис. 3; о масштабе по оси времени 
можно судить по кривой 3, содержащей практи­
чески только составляющую промышленной 
частоты.

Для повышения эффективности моделирования 
электрических цепей используются модификации, 
которые создаются путем определенного изме­
нения коэффициентов, входящих в формулу ме­
тода, по сравнению с их нормальными значениями, 
следующими из разложений точного решения 
в ряды Тейлора, Паде и т. п. Используются также 
специальные методы численного интегрирования, 
ориентированные на решение задач определен­
ного типа и характеризуемые новыми функциями 
fp. Такие способы численного решения направлены 
на то, чтобы уменьшить вычислительные затраты, 
необходимые для достижения необходимой точ­
ности моделирования. Рассмотрим некоторые спо­
собы, интересные с точки зрения характера фильт­
рующих свойств и возможности целенаправленно­
го управления ими.

Несмотря на отсутствие ограничений по ус­
ловиям вычислительной устойчивости, значитель­
ное увеличение шага для методов Паде часто не­
допустимо по условиям воспроизведения слабо­
затухающих высокочастотных составляющихся, 
частота которых подвергается сильному искаже­
нию, в то время как затухание отображается 
очень точно. В [1] и [11] предложены модификации 
методов Паде-2 и Паде-1:

fp(U) =
1 +  ( ± - - e ) x h  +

1 — ( у  + 8ХЛ+ (f2 ~2 е) ^ 2
(2)

fP(kh) = 1 + (1 /2  — е)ХЛ 
1 —(1/2 +  е)М ’ (3)

обеспечивающие подавление искаженных высоко­
частотных составляющих в численном решении 
путем создания для них искусственных больших 
затуханий, которыми не обладают исходные мето­
ды. Здесь е > 0  — малое число; функция (3) 
соответствует также известному [1 2 ] методу «зату­
хающих трапеций». Обе модификации сохраняют 
присущие методам Паде-А устойчивость и высо­
кую точность (последнее при воспроизведении 
составляющих при со /К л).

В обоих случаях функция 6p(u>h) является моно­
тонно возрастающей; максимально достижимые 
значения искажений

6 „тах= Нт 6 „(сей)
ioh-*- оо

соответственно равны
6 чтах =  12е/(1-6е) и 6 ,тах= 4е/(1 -,2е), (4)

так что эффективность модификации (2 ) не ме­
нее, чем в 3 раза выше, чем для модифика­
ции (3).

Проиллюстрируем это обстоятельство на при­
мере моделирования цепной схемы с двумя ячей­
ками (N — 2), имеющими собственнее частоты 
cof =  о)о и cof = 1 0 0  coo, которая уже рассматри­
валась в [1]. При интегрировании методом Паде-1 
и шаге h =  4* 1 0 - 4  с частота второй составляющей 
значительно снижается (рис. 4, кривая 1). хотя 
и в меньшей степени, чем для метода Паде-2 
(это объясняется соотношением искажений часто­
ты для обоих методов при cof» 1 2 , 6  — см. харак­
теристики, приведенные в [4 — 6 ]). Применение 
модификации (3) при е =  0,05 обеспечивает по­
давление искаженной высокочастотной составляю­
щей (рис. 4, кривая 2), хотя и настоль быстрое, 
как для модификации (2 ) (см. результаты ана­
логичного расчета, приведенные в [1 ]).

Относительно меньшая эффективность моди­
фицирования метода Паде-1 обусловлена тем, что 
чувствительность величины 6 П к изменениям коэф­
фициентов функции метода fp при kh значительно 
ниже, чем к изменениям коэффициентов при (kh)2. 
Однако модификация (3), в отличие от (2) , может 
быть использована при моделировании цепей мето­
дом дискретных резистивных схем, для чего необ­
ходима лишь коррекция коэффициентов в форму­
лах параметров двухполюсников, соответствую­
щих реактивным элементам. Обе модификации 
(2 ) и (3) обладают свойствами фильтра нижних 
частот, регулируемыми путем выбора значений е; 
их применение целесообразно в достаточно общем 
случае, когда желательно подавлять все не пред­
ставляющие интереса составляющие с частотами, 
выше заданной.

В качестве примера специальных методов рас­
смотрим явные методы с управляемой устойчи­
востью, предложенные в [1]для случая, когда мат­Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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рица А имеет одно или несколько собственных 
значений, значительно превосходящих по модулю 
остальные и соответствующих таким составляю­
щим, которые заведомо не представляют интереса 
при моделировании. Эти составляющие при соот­
ветствующей настройке метода и работе при 
й =  const подавляются в численном решении и не 
вызывают вычислительной неустойчивости при 
значениях шага й, выбираемых по условиям вос­
произведения основных составляющих. Каждый 
явный метод с управляемой устойчивостью соз­
дается на основе некоторого базового, под кото­
рым понимается обычный явный метод низкого 
порядка (например, Эйлера или Эйлера—Коши) 
с функцией /рБ(Я,Л); функция метода конструируется 
путем умножения /рБ(Я,й) на многочлен, нули кото­
рого соответствуют нежелательным составляю­
щим. Множество нулей функции метода с управ­
ляемой устойчивостью объединяет нули функции 
базового метода и дополнительные нули 2 НД, соот­
ветствующие при шаге й подавляемым состав­
ляющим.

Каждый такой метод может быть реализован 
на основе экономного в вычислительном плане 
алгоритма, сводящегося к вычислению правых 
частей дифференциальных уравнений типа обычно 
используемых явными методами Рунге—Кутта. По 
своей идее такие методы близки к способу числен­
ного интегрирования, ранее предложенному в [3] 
однако обладают меньшей степенью общности, 
поскольку для их использования необходимо иметь 
оценки (например, с точностью до нескольких 
процентов) параметров тех составляющих, кото­
рые желательно подавлять. Следует, однако, от­
метить, что при проведении электротехнических 
расчетов такие оценки вполне возможны. Кроме 
того, методы с управляемой устойчивостью харак­
теризуются другими функциями /р, так что не­
сколько иными оказываются и искажения, кото­
рым подвергаются основные составляющие про­
цесса. Пусть, например,

и щ  =  и щ [( \ -  М/2нд)(1 -  АЛ/£нд)]* (5)
где z нд — комплексное число, сопряженное с 2 „д; 
R — кратность дополнительного нуля (R — 1,2, ...).

Метод с функцией (5) должен быть эквивален­
тен базовому в пределах области устойчивости 
последнего [«базовая подобласть полной области 
устойчивости метода (5)»] и создавать достаточно 
большие искажения бп для составляющих вблизи 
точки 2 НД. Такой метод ведет себя как резонансный 
«антифильтр», свойства которого зависят от зна­
чения кратности R.

Увеличение R расширяет полосу эффективного 
подавления для составляющих в окрестности точ­
ки 2 НД, превращая метод (5) в заграждающий 
фильтр. Подобное расширение полосы целесооб­
разно, когда координату одной подавляемой со­
ставляющей можно оценить весьма приблизитель­
но (например, из физических соображений, выде­

ления наиболее высокочастотные контура цепи) 
или когда должен быть подавлен целый набор 
близких составляющих. Однако увеличение R до­
пустимо до тех пор, пока не изменяет существен­
но характеристики точности метода в базовой 
подобласти. В случае если разброс собственных 
значений матрицы А не слишком велик (напри­
мер, максимальный и минимальный модули разли­
чаются на порядок и меньше), введение близко 
расположенного к началу координат дополнитель­
ного нуля даже при R =  1 нежелательно изме­
няет свойства метода (5) в базовой подобласти.

Ослабление этого эффекта может быть достиг­
нуто при задании кратности в формуле (5) в ви­
де R — \/y., где х =  2, 3, ... Используя известное 
разложение функции (1 + х )1/х в степенные ряды, 
можно построить вычислительные алгоритмы, ко­
торые приближенно реализуют метод (5) при 
R — 1/х на основе обычных операций с правыми 
частями исходной системы дифференциальных 
уравнений. Однако анализ зависимостей бn(a>h) 
в окрестности точки 2 НД показывает, что при х >  1 
сформировать достаточно широкую полосу эффек­
тивного подавления на оси /сой не удается. Поэто­
му методы типа (5) в качестве заграждающих 
фильтров могут применяться только при условии 
достаточной удаленности точек гнд от начала коор­
динат.

Оценивая фильтрующие свойства каждого ме­
тода (модификации), следует иметь в виду, что са­
ми по себе они не являются достоинством или 
недостатком. В зависимости от постановки задачи 
составляющие, отвечающие различным диапазо­
нам значений сой, необходимо воспроизводить до­
статочно точно или, напротив, целесообразно 
подавлять, поскольку даже при точном воспроиз­
ведении они неадекватно отображают физи­
ческую реальность. Так, во многих случаях на­
иболее высокочастотные составляющие, присутст­
вие которых осложняет численное решение, 
обусловлены элементами моделируемой электри­
ческой схемы, параметры которых'задаются с на­
именьшей точностью, и поэтому такие составляю­
щие целесообразно подавлять. Таким образом, яв­
ление фильтрации может быть использовано для 
улучшения качества моделирования. При необ­
ходимости обеспечить достаточно точное вос­
произведение колебательных составляющих в ши­
роком диапазоне частот особенно важен тщатель­
ный учет фильтрующих свойств методов. При 
этом простое уменьшение шага расчета не являет­
ся гарантией повышения точности для всех состав­
ляющих; напротив, в отдельных случаях'увели­
чение шага может улучшить качество решения.

Учет последствий фильтрации важен также 
при моделировании электромагнитных процессов 
сложных преобразовательных схем, единствен­
ным источником нелинейности которых являются 
вентили, причем особенно в тех случаях, когда 
выполняется гармонический анализ кривых ре­Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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жимных параметров. Для цепей с неизменной 
топологией свободный процесс за рассматривае­
мые при моделировании интервалы времени 
обычно в значительной степени затухает, и анали­
зируемый полный переходный процесс в основном 
формируется своей вынужденной компонентой. 
Для преобразовательных схем с переменной топо­
логией при каждом ее изменении происходит но­
вый «запуск» свободного процесса, который к то­
му же по спектру может заметно отличаться от 
предшествовавшего процесса. Фильтрующие свой­
ства метода в этой ситуации ощутимо влияют 
на результаты гармонического анализа.

Выводы. 1. При численном интегрировании 
дифференциальных уравнений, описывающих ли­
нейные электрические цепи, происходит фильтра­
ция колебательных составляющих свободного 
процесса. Одношаговые методы численного интег­
рирования могут вести себя как фильтры верхних 
или нижних частот, полосовые или заграждающие, 
резонансные фильтры.

2. Приведенные для основных одношаговых 
методов характеристики искажений затухания ко­
лебательных составляющих позволяют судить об 
их фильтрующих свойствах и предназначены для 
непосредственного использования при модели­
ровании.

3. Знание характера -искусственно формируе­
мых фильтрующих свойств модификаций методов 
Паде первого и второго порядков позволяет повы­
сить эффективность моделирования электрических 
цепей, свободный процесс которых содержит не 
представляющие интереса слабозатухающие вы­
сокочастотные составляющие. Если их частоты и 
затухания поддаются предварительной оценке, а 
число таких составляющих невелико, то для их 
подавления в численном решении более целесо­
образны явные методы с управляемой устойчи­
востью; в этом случае эффективность фильтрации 
зависит от соотношения частот основных и по­
давляемых составляющих.
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Сообщения

УДК 621.316.1.017.001.24

Оценка потерь мощности в электросети по результатам 
вычислительного эксперимента

АРУТЮНЯН А. А., канд. техн. наук

А  рмэнергосетьпроект

Снижение технологического расхода энергии (ТРЭ ) 
на ее транспорт и распределение в электрических сетях 
является одним из основных путей экономии энерго­
ресурсов. З ад ач а  расчета и анализа ТРЭ в электри­
ческих сетях энергосистем традиционно реш ается р а з ­
личными методами: схемотехническими и вероятност­
но-статистическими [1, 2]. При схемотехнических м ето­
дах расчета ТРЭ, используя режимные показатели узлов 
электрической сети, выполняют расчет установивш егося 
режима и определяю т расход мощности в сети и в ее 
элементах. Затем  на основе тех или иных детерм и­
нистских методов осущ ествляется переход от расхода 
мощности к расходу энергии.

Вероятностно-статистические методы основаны на 
использовании отчетных данных о технико-экономи­
ческих показателях функционирования электрических 
систем в качестве результатов натурного эксперимента. 
Это расход энергии по месяцам, кварталам  или по 
годам. По этим ретроспективным данным осущ ествля­
ется прогноз на определенный период упреж дения или 
строится регрессионная модель зависимости расхода 
энергии от других, определяю щ их, показателей  (потреб­
ление электроэнергии в сети, передача в смеж ные 
энергосистемы и др.).

Эти методы не лишены недостатков, приводящ их к 
недостоверным результатам  расчетов. Так, при схемо­
технических методах выбор так  назы ваем ы х «характер­
ных режимов и соединений сети» и переход от расхода 
мощности к расходу энергии вносят в результаты  боль­
шие погрешности [2, 3]. При вероятностно-статисти­
ческих методах погрешности вносят, кроме используемо­
го метода, отчетные данные, что обусловлено погреш ­
ностями электросчетчиков, неодновременностью снятия 
их показаний и рядом других субъективных причин. 
Кроме того, замеры, проводимые в энергосистемах, 
охватывают в настоящ ее время, в основном, сети 
напряжением 110 кВ и выше. Результаты , получаемые 
с большими трудозатратам и, малодостоверны, и их 
нельзя считать эффективными при современном уровне 
автоматизации обработки информации [4].

Целью настоящ ей статьи является излож ение спо­
соба организации вычислительного эксперимента и 
использования полученной информации для оценки 
расхода мощности в электрических сетях. О ценка 
расхода в сети осущ ествляется по парам етрам  реж им а 
отдельных основных узлов (центров питания), контроли­
руемым диспетчером энергосистемы, или по интеграль­
ным параметрам  сети.

При организации вычислительного эксперимента, в 
процессе которого на модели сети необходимо «разы г­
рать» всевозмож ные физически реализуем ы е режимы, 
используются программные генераторы случайных 
чисел. Последние характеризую т значения нагрузок

узлов электрической сети, которые использую тся м а­
шинной программой для расчета установивш егося 
реж им а.

М етоды генерирования случайных чисел с тем или 
иным распределением основаны на первоначальном 
получении случайных действительных чисел, равном ер­
но распределенны х в интервале [0,1]. Больш инство 
датчиков случайных чисел, использующ их рекуррентные 
соотнош ения, генерируют в определенной степени кор1 
релированны е числа. Поэтому необходимо выбрать 
метод, у которого этот недостаток вы раж ен гораздо 
слабее.

Наилучш ими характеристикам и равномерности сре­
ди всех известных в настоящ ее время равномерно 
распределенны х последовательностей обладает так  
назы ваем ая Л П т-последовательность [5J.

Д л я  вычисления, например, активной мощности 
Pi i-го узла в заданном  интервале [Рт , Р м] используетця 
следую щ ее вы раж ение:

Pi = Pmi +  (Pm — Pmi)qi, ( 1 )

где q  — равномерно распределенная случайная вели­
чина в интервале [0,1]; Р т , Рм — соответственно мини­
мальное и м аксим альное значения активной мощности 
узла за  время t (ч).

По программному генератору Л П Х, получив значения 
q  для  всех нагрузочных и генераторны х узлов (кроме 
балансирую щ его), из (1) определяю т значения активных 
и реактивны х мощностей тех ж е узлов. Задаваем ой  
информацией о реж име при этом являю тся минимальные 
и м аксим альны е значения мощностей узлов схемы. П р е­
делы мощностей узлов, топология сети с ее парам етрам и 
долж ны  соответствовать исследуемому временному ин­
тервалу.

Д л я  учета реальной корреляции м еж ду мощностями 
узлов по ретроспективным данным строится ковариа­
ционная м атрица. Ее можно получить, в частности, 
обработкой суточных диспетчерских ведомостей. Если 
известна ковариационная м атрица узловых мощностей 
электрической сети, то  по ней и по равномерно распре­
деленным случайным числам для нагрузок узлов опре­
деляют-. нормально распределенны е случайные числа.

Н а втором этапе вычислительного эксперимента по 
генерированным случайным значениям мощностей узлов 
выполняю тся расчеты  установивш ихся реж имов. При 
этом определяю щ ими являю тся цель эксперимента и 
выбор исследуемых узлов. Если целью ставится иссле­
довать  влияние парам етров реж им а контролируемых 
узлов на показатели  реж им а электрической системы, 
то необходимо при каж дом  эксперименте расчет у ста­
новивш егося реж им а выполнить дваж ды : первый — с
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нулевыми значениями мощностей контролируемых 
узлов, второй — с учетом генерированных случайных 
значений мощностей этих узлов.

По результатам  расчета установивш егося реж им а 
для каж дого из двух случаев определяю тся суммарные 
расходы мощности в сети. Если контролируемыми 
узлами являю тся узлы примыкания к ОЭС, то разность 
между ними составит суммарный расход мощности в 
сети, обусловленный транзитными и межсистемными 
перетоками:

бя ' =  Я 2  —  Я 1 ,  (2)

где яг, п \  — соответственно расходы мощности при 
втором и первом расчете установивш егося реж им а; 
/ — номер эксперимента.

В общем случае в результате вычислительного экспе­
римента определяются:

мощности и напряж ения всех узлов сети;
суммарные значения мощностей генераторных и 

нагрузочных узлов сети;
суммарные расходы активных и реактивных м ощ ­

ностей в сети;
расход мощности, обусловленный перетоком в ОЭС.
Полученные результаты  хранятся в памяти ЭВМ  для 

инженерного и статистического анализа.
С этой целью составлена программа организации 

вычислительного эксперимента и статистического а н а ­
лиза результатов эксперимента. И нженерный анализ 
целесообразнее производить при проектировании, а 
такж е при разработке организационных и технических 
мероприятий по снижению расхода энергии в элем ен­
тах сети. Д ля этого при альтернативных условиях повто­
ряется эксперимент при максимуме нагрузки системы, 
и выбирается наилучший вариант по минимуму сум м ар­
ного расхода мощности в сети. Д л я  статистического 
анализа определяются:

корреляции между исследуемыми и определяю щ ими, 
а такж е между самими определяющ ими ф акторам и;

средние значения и стандартны е отклонения пере­
менных, коэффициенты регрессии, стандартны е ошибки 
коэффициентов регрессии, сумма квадратов оценок, 
множественный коэффициент корреляции и другие 
статистические показатели;

главные компоненты для выбора состава регрессион­
ных моделей.

Д ля оценки расхода мощности на ЭВМ  автом ати­
чески строятся регрессионные модели любого состава 
и порядка. Затем  определяется наилучш ая модель, 
наиболее точно описы ваю щ ая исследуемый ф актор 
заданными определяющими факторами.

Теоретически, чем выше степень уравнения, тем 
меньше остаточная дисперсия. П рактически из-за 
погрешностей округления при решении уравнений на 
ЭВМ существует оптим альная степень полинома, при 
превышении которой остаточная дисперсия начинает 
возрастать. В таких случаях может проявляться так  
назы ваем ая «несостоятельность» оценок регрессии [6].

Строгий регрессионный подход требует, чтобы опре­
деляющие факторы были некоррелированы. Поэтому 
возникает необходимость замены исходных взаи м освя­
занных показателей некоторой совокупностью некор­
релированных величин при сохранении закономерности 
измерения исследуемого показателя или процесса.

Сущность определения главных компонентов заклю ­
чается в вычислении характеристических (сингулярных) 
чисел корреляционной матрицы для определяю щ их

показателей  и соответствую щ их собственных векторов. 
Х арактеристические числа — это дисперсии новых (пре­
образованны х) переменных, и для каж дого  характери ­
стического числа соответствую щ ий вектор дает вес, 
с которым стары е переменные входят в новые.

П ереход от заданны х ф акторов к векторам  главных 
компонентов осущ ествляется посредством поворота 
координатных осей так, чтобы новая координатная си ­
стем а имела соответствую щ ие характеристические 
свойства.

П усть А  — действительная м атрица р азм ер а  т Х р ,  
причем Щ; представляет собой i-e наблю дение /-го  много­
мерного ряд а, так  что т > р .  И звестно, что м атрицу А  
мож но представить в виде [7]

А  =  W L V 7, (3)
где U TU  =  V TV  =  V V r =  1Р\ 2  =  d iag (a i, ..., а р); 1р — еди­
ничная м атрица разм ера р Х р ;  т .— зн ак  транспони­
рования.

М атрица U ( m X m )  сф орм ирована из р  ортонормиро- 
ванных собственных векторов, соответствую щ их р  
наибольш им значениям  характеристических чисел 
матрицы А А Т, а м атрица V ( p X m )  — из ортонормиро- 
ванных собственных векторов матрицы А 7А .

Д иагональны е элементы матрицы 2(&Х&) — неотри­
цательны е значения квадратны х корней из х ар ак те­
ристических чисел матрицы А ТА .  Р азлож ен и е вида (3) 
назы вается разлож ением  по сингулярным числам.

Главные компоненты определяю тся по формуле 
G = A V .

Качественными характеристикам и статистической 
модели являю тся число определяю щ их ф акторов и 
точность модели. Выбор состава определяю щ их ф акто ­
ров осущ ествляется такж е проверкой значимости. В к а ­
честве критериев для такого выбора использую тся:

минимальное число коэффициентов и простейш ая 
ф орм а при разумной ошибке;

обоснованные физические допущ ения;
м иним альная сумма квадратов отклонения м еж ду 

фактическими и расчетными по модели значениями 
исследуемого ф актора.

Точность многомерной регрессионной модели в про­
грам ме оценивается из условия минимума суммы 
квадратов  остатков:

П
2  Ф ? =  е те,  (4)>= 1

где е  — вектор остатков (разн и ц а м еж ду фактическими 
и полученными по регрессионной модели данны м и).

Ф орм ула (4) используется для определения стан ­
дартной ошибки, которая характеризует точность под­
бора линии выборочной регрессии к выборочным зн а ­
чениям исследуемого ф актора, так  как  по мере прибли­
ж ения линии регрессии к истинной величине е те  будет 
стремиться к нулю:

& =  VeTe / ( r t - f c - l )  , (5)

где п  — число экспериментов; k  — число переменных, 
входящ их в уравнение регрессии.

И спользован  так ж е  коэффициент детерминации, 
представляю щ ий ту долю  общей вариации зависимой 
переменной, которую объясняет регрессия:Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Го (1,2...* )=  объясненная в а р и ац и я /о б щ ая  вариация;

Го (, ,2...* ) = 1 - | Я | / | Я * | ,  (6)

где R  — определитель полной матрицы парной корре­
ляции; R * — определитель подматрицы этой ж е матрицы 
без первой строки и столбца.

Эффективное число экспериментов определяется 
следующим способом. П осле двадцатого  эксперимента 
программой автоматически строится регрессионная мо­
дель второго порядка с фиксацией суммы квадратов 
остатков. Затем  после определенного числа N  допол­
нительных экспериментов (число N  вводится) вновь 
строится регрессионная модель второго порядка с тем 
же составом факторов. Если сумма квадратов оценок 
уменьшается более, чем на 10 % , то эксперимент про­
долж ается. В обратном случае использую тся данные 
предыдущих экспериментов. Д алее строится ряд мо­
делей и из них выбирается наилучш ая. При большом 
объеме сети число N  берется меньше, чтобы ум ень­
шить затраты  машинного времени.

Пусть требуется оценить величину расхода м ощ ­
ности в электросети энергосистемы (ЭС) №  1, структур­
ная схема соединений которой со смеж ными ЭС при­
ведена на рисунке. Схема ЭС №  1 содерж ит 78 у з ­
лов и 106 ветвей. В качестве контролируемых при­
няты узлы примыкания к ОЭС (4, 188, 284, 285, 286). 
Это дает возможность оценить такж е величину расхо­
да мощности, обусловленной перетоками в смеж ные 
ЭС. В общем случае можно вы брать в качестве контро­
лируемых любые из числа генераторных и нагрузочных 
узлов.

Д ля организации эксперимента задаю тся физически 
реализуемые пределы мощностей всех узлов, в том 
числе пределы мощностей контролируемых узлов, при­
веденные ниже (знакам и «минус» отмечены питае­

мые у зл ы ):
Узлы Рт< МВт Рм, МВт Qm, Мвар

4 0 170 0
188 0 —20 0
284 0 20 0
285 0 45 0 (
286 0 35 0

15
12
20
18

Генератором случайных чисел генерирую тся зн аче­
ния мощностей всех нагрузочных узлов. В табл. 1 
приведены полученные режимные парам етры  контроли­
руемых узлов для первых десяти экспериментов (из-за 
больш ого объем а сети данны е остальных нагрузочных 
узлов не приводятся). Затем  расчетами серии устано­
вивш ихся реж имов определяю тся интегральные пока­
затели  системы, а такж е расходы мощности в сети 
(табл. 2 ). В табл. 2: я  — расход активной мощности

Таблица 1

№№
экспериментов

Значения параметров Р и Q узлов

Узел 4 Узел 188 Узел 284 Узел 285 Узел 286

Р Q Р Q Р Q Р Q Р Q

1 85 — 15 — 10 —7,5 10 6 22,5 10 17,5 9
2 •42,5 7,5 — 15 — 11,25 5 3 33,75 15 8,75 4,9
3 127,5 —22,5 —5 —3,75 15 9 11,25 5 26,25 13,5
4 21,25 —3,75 — 12,5 —9,38 17,5 10,5 38,39 17,5 21,88 11,25
5 106,25 — 18,75 —2,5 — 1,88 7,5 4,5 16,88. 7,5 4,38 2,25
6 63,75 — 11,25 —7,5 —5,63 12,5 7,5 5,63 2,5 30,63 15,75
7 148,75 —26,25 — 17,5 — 13,13 2,5 1,5 28,13 12,5 13,13 6,75
8 10,63 — 1,88 —3,75 —2,81 6,25 3,75 30,94 13,75 32,81 16,88
9 95,63 — 16,88 — 13,75 — 10,31 16,25 9,75 8,44 3,75 15,31 7,88

10 53,13 —9,38 — 18,75 — 14,06 1,25 0,75 19,69 8,75 24,06 12,38

Таблица 2

Показатели
Значения показателей для номеров экспериментов

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Л 14,6 14,04 17,45 18,7 15,25 17,07 19,14 18,63 19,82 15,95
6я 1,45 1,03 2,05 2,75 0,82 1,6 1,01 3,11 0,19 1,75
Р г2 1395 1374 1412 1358 1384 1308 1492 1255 1440 1399
QrS 511 497 556 620 495 490 567 550 558 497
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Таблица 3

'^Коэффициенты и показатели адекватности 
регрессионных моделей

Значения коэффициентов и показателей для номеров моделей

1 2 3 4 5 6

ао — 12,73 2,77 — 1,68
а ,(Р 2) 0,00275 — 0,011475 0,008603 — 0,034035
02(Qs ) 0,02628 — —0,019531 0,034678 — —0,069824
М Р Д 2 — 0,000004 —0,000001 — 0,000003 —0,000009
М О Д 2 — 0,000035 0,000049 — 0,000031 0,000095
г2 0,988 0,988 0,988 0,422 0,424 0,428
Стандартная ошибка оценки 2,06 1,97 1,98 1,95 1,95 1,97
Сумма квадратов оценок 410 377 375 371 370 367

Таблица 4

Коэффициенты и 
сумма квадратов 
остатков моделей

Значения коэффициентов для номеров моделей

1 2 3 4 5 6 7 8

а 0 1,47 1,19 2 ,3 7 _ _ 1,88
Я| ( Р 286) 0 — 0 ,1 8 6 — 0 ,0 7 2 6 — — — —
02(7*285) — 0 ,0 6 2 5 0 ,0 1 0 5 — — 0 ,0 0 0 7 0 ,0 3 3 5 0 ,0 3 7 2 0 ,0 0 0 9 —

0 ,0 8 2 — 0 ,0 7 6 8 — — 0 ,0 0 5 3 0 ,0 7 2 4 0 ,0 8 1 6 0 ,0 0 4 4 —

04(7*188) — 0 ,0 1 8 8 — 0 ,0 0 5 3 — 0 ,0 4 2 9 — 0 ,0 0 6 5 — 0 ,0 0 1 3 —

а 5 (Р 4 ) 0 ,0 0 4 9 — 0 ,0 0 0 4 — 0 ,0 0 5 2 0 ,0 0 1 7 — 0 ,0 0 0 0 1 — 0 ,0 0 0 0 1
Об(028б) — 0 ,0 5 8 5 0 ,341 -  --- — 0 ,1 4 4 1 — — — —
От((?285) 0 ,0 2 3 4 0 ,0 2 1 5 — 0 ,0 4 4 8 — — — —
а$  ( Q 2 8 4 ) 0 ,0 5 8 5 — 0,081 — — 0 ,0 3 6 2 — — — —

CtgfQiee) 0 ,0 4 3 9 0 ,0 3 ----- 0 ,0 5 0 5 — — — —
Я | 0  ( Q 4 ) 0 ,0251 0 ,0 0 2 2 — — 0 ,0 1 8 — — — —
Ь\ (Т*28б) — — — 0 ,0 0 0 3 7 — 0 ,0 0 0 9 — — — —

62(^285) — — 0 ,0 0 0 5 1 0 ,0 0 0 2 — — — —

&3 (7*284) — — 0 ,0 0 0 1 3 — 0 ,0 0 0 0 3 — — — —

& 4(Р28в) — 0 ,0 0 0 1 6 0 ,0 0 0 3 — — — —

M P 4 ) — — — 0 ,0 0 0 0 1 — 0 ,0 0 0 0 2 — — — —

M Q 2 8 6 ) — — 0 ,0 0 3 2 — 0 ,0 0 0 3 — — — —

fr7(Q285) — — — 0 ,0 0 0 2 7 — 0 ,0 0 1 3 — — — —

Ь% ( Q 2 8 4 ) — — 0 ,0 0 4 9 — 0 ,0 0 0 9 — — — —

M Q l  88) — — — 0 ,0 0 1 4 0 ,0 0 4 4 — — — —

( Q ?) — — — 0,0001 — 0 ,0 0 1 1 — — — —
С у м м а  к в а д р а т о в  о с ­
т а т к о в

82 2 128 119 171 131 133 158 136

ми. О днако состав ф акторов в них сущ ественно отли­
чается, поэтому целесообразнее вы брать модель с мень­
шим составом ф акторов (№ №  2, 5 ). Сумма квадратов 
оценок модели №  2 составляет 377, а модели №  5 — 
370, что незначительно отличается от суммы квадратов 
оценок наиболее точной модели №  6.

Д л я  оценки расхода мощности в электросети, обус­
ловленного межсистемными перетоками (табл . 4) н аи ­
лучш ей по точности является модель №  4. Сумма 
квадратов оценок этой модели составляет 171, однако 
в составе этой модели очень много ф акторов.

Д л я  уменьш ения числа факторов в модели в про­
грам ме использованы  метод главных компонентов и от­
сев незначимых коэффициентов регрессии. М етодом 
главных компонентов определены составы  модели 
№  2 (табл . 3) и модели №  6 (табл. 4).

В случаях, когда стандартная ош ибка больш е коэф ­
фициента регрессии, производится отсев этих коэф ф и­
циентов как незначимых. М одель №  7 (табл . 4) полу­
чена после отсева ф акторов модели №  3 с незначимыми 
коэффициентами.

в сети; 6я — расход активной мощности, обусловленный 
межсистемными перетоками в ОЭС; P r2QrS — сум м ар­
ная активная и реактивная мощности генераторов.

Д ля рассматриваемого примера по результатам  
ста экспериментов были построены регрессионные мо­
дели для оценки суммарного расхода мощности в 
электросети (табл. 3 ). Получены такж е модели для 
оценки расхода мощности в сети, обусловленного пере­
токами в ОЭС (табл. 4 ). Там ж е приведены коэф ­
фициенты регрессии и состав факторов.

Регрессионные модели имеют форму:

y  =  a0 +  a iX i-\-... +  anx n-, 
у — ао-\- Ь\х\ -|-... -(- ЬпХп', 

у =  flo fliXi ... -(- о,пх п -\-b 1 х? —|—... —ЬпХп-
Построены такж е модели без свободного члена.
К ак видно из табл. 3, величину суммарного расхода 

мощности в сети по суммарным активным (P s ) и р еак ­
тивным (Q2) м о щ н о с т я м  системы с примерно оди­
наковой точностью можно оценить различными модели-
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Известно, что расход мощности в сети зависит от 
квадрата мощности нагрузки. К ак видно из приведен­
ных расчетов, достаточно точные результаты  обеспе­
чиваются такж е полиномами первой степени.

Вывод. Р азработаны  алгоритм и комплексная про­
грамма организации вычислительного эксперимента и 
построения регрессионных моделей для оценки р ас ­
хода мощности в электрических сетях энергосистем, 
обусловленного собственной нагрузкой и перетоками в 
смежные энергосистемы.
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УДК 538.323

Регулирование питающего напряжения индукционного 
ускорителя при минимизации его длины и времени разгона

КИМ К. К., канд. техн. наук

Л е н и н г р а д

Характеристики индукционного ускорителя, наибо­
лее важными из которых являю тся длина ускорителя и 
время разгона тела, сущ ественно зави сят от того, по к а ­
кому закону регулируется питаю щ ее напряж ение. 
Здесь рассм атривается вопрос о регулировании н а­
пряжения, при котором обеспечивается постоянное 
ускорение тела на всей длине разгона, независимо от 
силы сопротивления, действую щ ей на тело. Смысл 
рассмотрения этого вопроса заклю чается в том, что он 
связан с проблемой минимизации длины ускорителя 
и времени достиж ения необходимой скорости телом на 
выходе из ускорителя.

Будем рассм атривать ускоритель как  обычную ли ­
нейную индукционную машину [1, 2 ], полагая , что 
изменение скорости магнитного поля индуктора про­
исходит вследствие изменения частоты питающ его 
напряжения при постоянной длине волны поля. Д опу­
стим, что эффекты, обусловленные ограниченностью  
размеров разгоняемого тела, учиты ваю тся соответст­
вующими вычислениями его электром агнитны х п ар а ­
метров — активного Г2 и индуктивного Хг сопро­
тивлений и индуктивного сопротивления х т взаимной 
индукции между телом и индуктором. Кроме того, 
положим, что в процессе разгона скольж ение s тела 
относительно поля индуктора изм еняется медленно, 
так что переходными электромагнитными процессами, 
обусловленными d s / d t ,  можно пренебречь. Тогда про- 
пульсивную силу F  ускорителя можно определить 
известными в теории обычных индукционных машин 
[3] соотношениями

Здесь т  — число ф аз; U  — напряж ение индуктора; 
х \  и Х 2 — индуктивные сопротивления рассеяния индук­
тора и тела; с = \ - \ - Х \ / х 2 \ активное сопротивление 
индуктора не учиты вается.

Д алее  будем иметь в виду случай, когда частота 
питаю щ его напряж ения, следовательно, и синхронная 
скорость (скорость поля индуктора) непрерывно 
меняю тся. В этом случае, вы брав некоторую часто­
ту f 0 в качестве базисной1, вы раж ение (1) можно 
записать  в виде

р __ р 2 s moUso(Us о) /л,

“  m(smoeso)2 +  (es- e ) 2’ ( }
где s„ o  и v so — значения s m и v s при базисной частоте; 
o s и v  — текущ ие значения синхронной скорости и 
скорости движ ения тела.

Переменными в (3) являю тся v s, о  и F m, в то время 
как произведение s m0v s0 не зависит от частоты  и пред­
ставляет постоянную величину.

П редставляет интерес разгон тела, при котором 
величина v s— о  не зависит от частоты  питающ его 
напряж ения и равна

v s— o = s m0v s0. (4)
При этом условии, как  видно из (3 ), ускоритель 

развивает м аксим альное усилие F т, вычисляемое по 
формуле (2 ). О днако сам а величина F m зависит от 
частоты, и с увеличением последней силы ' F т ум еньш ает­
ся. Поэтому для оптимального разгона необходимо 
выполнейие ещ е одного условия:

(1) U=T.U°’ (5>ŝ , + s2 v ' h
где F m — максимум пропульсивной силы; s m — сколь- где /о  и U о — базисны е значения частоты  и напряж ения, 
жение, соответствующее Fm;

F  =  т^ 2 ■ s  =  СГ2 (2)  ' За базисную частоту можно взять, например, номиналь-
т 2c(xi +  cx2)vs ’ т х\-\-сх2 ’ '  ’ ную частоту ускорителя.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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В этом случае независимо от частоты

F m = F . m O =  Const,
где F mо — максимум пропульсивной силы;

£, m U o
Гт0=  ТГ7----- i------ ч--- » (о)2c(Xio +  CX2o)Vso

здесь х \о  и Х 2о — значения сопротивлений х \  и Х 2 при 
частоте f о.

Таким образом, при условиях (4) и (5) на тело 
действует максимум пропульсивной силы, численно 
равный F m0. Разгон тела осущ ествляется при перемен­
ном скольжении sm, которое при любой частоте питаю ­
щего напряжения точно соответствует максимуму 
пропульсивной силы и согласно (4) удовлетворяет ус­
ловию

S.mVs=SmoVsO= COnst.
Реализация максимума пропульсивной силы на всем 

протяжении разгона является характерны м  признаком 
рассматриваемого случая. В результате одна и та же 
выходная скорость тела достигается при меньшей дли­
не ускорителя, чем при других видах разгона. В связи 
с этим покажем, что весьма важ ное соотнош ение (4) 
может быть такж е получено из условия м инимиза­
ции длины ускорителя. И мея в виду одномерное 
движение тела, например движ ение вдоль оси х ,  з а ­
пишем уравнение

F  =  M v ^  + F c ( v ) ,  
а х

где F  — пропульсивная сила (3 ); М  — м асса тела; 
F c(v) — сила сопротивления.

Отсюда для длины / ускорителя получим

'-S M v
F - F  с(0 d v ,

где Уцх и цВых — скорости тела на входе и выходе 
ускорителя.

Минимизация функционала I приводит к условию

— 2 F  mSmOVsO 
d v s (SmoVso) + ( V s  —  v)2

F  c(o) =  0,

из которого при условии (5) следует (4 ).
В отсутствие силы сопротивления F c(v )  ускорение 

тела и соответствующ ая ему длина ускорителя равны:

ао:== =  const; /= ктг-(У вы х — «Их). (7)М Zr то

В реальных условиях ускорение тела по мере р азго ­
на уменьшается, что связано с нарастанием  силы 
сопротивления F c ( v )  по мере увеличения скорости те­
ла (обтекание тела турбулентным потоком возду­
ха):

а =  [ F n 0 — F c ( v ) ] / M .

С точки зрения проблемы минимизации длины 
ускорителя необходимо обеспечить постоянное ускоре­
ние на всей длине ускорителя. В связи с этим важ но 
выяснить, при каких условиях достиж имо ускорение 
F m0/ M ,  которое в присутствии силы сопротивления м ож ­
но рассматривать как предельно возможное.

В общем случае управление индукционным ускори­
телем сводится к регулированию частоты  и амплитуды 
питающего напряжения. В отсутствие силы сопротивле­
ния, как показано выше, регулирование упомядутых

величин в соответствии с (4) и (5) обеспечивает 
разгон  тела с ускорением F m0/ M  на всей длине ускорите­
ля. Если тело находится под действием электром аг­
нитных и аэродинамических сил, то для достиж е­
ния того ж е ускорения F m0/ M  необходимо регули­
рование напряж ения по иному закону. При этом 
соотношение (4 ), отраж аю щ ее закон  регулирования ч а ­
стоты, сохраняет силу, поскольку оно представляет лиш ь 
условие, обеспечиваю щ ее максимум при заданном  н а­
пряж ении пропульсивной силы и, следовательно, не 
зависит от силы сопротивления. Таким образом , необ­
ходимо найти соотношение, определяю щ ее закон  из­
менения амплитуды напряж ения, который в условиях 
наличия силы сопротивления долж ен  играть ту ж е роль, 
что и условие (5 ).

Д л я  подавления силы сопротивления F c ( v ) ,  которую 
будем считать произвольной функцией скорости тела, 
необходимо, чтобы сила (3 ), р ази ваем ая  ускорителем, 
была равна

F — F m0- \ - F c ( v ) , (8)
где F m0 определяется формулой (6 ).

При этом условии, очевидно, будут сохранены 
идеальные свойства ускорителя, обеспечиваю щ ие р а з ­
гон тела с постоянным ускорением, равны F m0/ M .  Таким 
образом , за д а ч а  состоит в определений закон а уп­
равления амплитудой напряж ения, при котором вы­
полняется условие (8 ).

При регулировании частоты  питаю щ его н ап р я ж е­
ния согласно (4) ускоритель р азви вает м аксим альное 
усилие, т. е. при любом заданном  напряж ении 
F — F m, где F m определяется по формуле (2). 
О днако в данном случае этот максимум, который 
мы обозначим F m ( v ) ,  в силу требования (8) будет 
зависеть и от скорости v  тела. О тсю да ясно, что в 
качестве парам етров управления в искомый закон 
войдут частота питаю щ его напряж ения и скорость 
движ ения тела. В связи  с этим ж елаем ы й с точки 
зрения (8) закон управления амплитудой н ап ряж е­
ния можно представить в виде

U = j - U 0 \ + k vF c ( v ) ' /2 , (9)

где k v — коэффициент управления по парам етру  v .
Чтобы найти k v, подставим (9) в (2 ). Тогда с учетом 

(3) и (4) можно записать

F = F m ( v ) = F m 0 [ l + k vF c ( u ) ] .  (10)
О тсю да, сравнивая (8) и (10), находим k v=  

= 4 f m о.
Таким образом , при изменении частоты  и ам плиту­

ды питаю щ его напряж ения по законам  (4) и (9) ин­
дукционный ускоритель приобретает идеальны е свойст­
ва, характеризуем ы е соотнош ениями (7 ). При этом з а ­
висимость силы сопротивления F c ( v )  от скорости дви ж е­
ния v  тела м ож ет быть произвольной.

Д о сих пор мы имели в виду индукционный 
ускоритель с непрерывным изменением синхронной 
скорости. Такой ускоритель можно рассм атри вать  как 
предельный случай ускорителя с индуктором, состоя­
щим из некоторого числа участков (сегм ентов), к аж д о ­
му из которых соответствует своя постоянная синхрон­
ная скорость.

В случае ускорителей с дискретным изменением 
синхронной скорости невозмож на реал и зац и я  идеаль­
ного разгона, если под ним понимать, к ак  и ранее, 
движение тела с постоянным ускорением F m0/ M  поВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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всей длине ускорителя. Однако постановка проблемы о 
преодолении силы сопротивления посредством соот­
ветствующего регулирования амплитуды питаю щ его 
напряжения все ж е возм ож на. В самом деле, если в 
законе регулирования (9) коэффициент k v р ассм ат­
ривать как переменную величину, зависящ ую  от син­
хронной скорости и скорости тела, то можно добиться 
желаемой цели. Нетрудно показать, что при

/, _ С 2SmOVso(Vsi с)
m0 (smoM2 +  (^—у)2

( 11)

где индекс i означает номер сегмента, a F mо для всех 
сегментов имеет одно и то ж е Значение, определяе­
мое формулой (6 ), сила сопротивления подавляется 
полностью. При этом пропульсивная сила, р азви вае­
мая ускорителем на г'-м сегменте,

р _р 2SinOOso(Osi о)
m0 (smoOso)2 +  (ys,—  o)2 + w ( 12)

Рассмотрим теперь задачу  об определении синхрон­
ной скорости и скорости движ ения тела на отдель­
ных сегментах ускорителя, при которых достигается 
минимальная длина ускорителя. Э та зад ач а  играет ту 
же роль, что и соотношение (4) в случае ускорителя с 
непрерывным изменением синхронной скорости. П роб­
лема минимизации длины индукционного ускорителя в 
отсутствие силы сопротивления рассм атривалась  в [4].

П олагая, что тело соверш ает одномерное движение, 
для длины /-го сегмента получим

Vi
M(v)

F , - F d p )
d v ,

где y ,_ i и Vi — скорости тела в начале и в конце 
i-го сегмента.

При изменении напряж ения на каж дом  сегменте 
ускорителя согласно (9) и (11) величина Fi  —  F c{ v )  
определяется из (12) и вы раж ение для U принимает вид

Vi
I М [ (smov,o)2 + (vSi—v)2 vdv

2  F  /nOSmO^sOy^ Vsi V

> n
Отсюда для всей длины /=2 /,- ускорителя получим

к g~р “ ~ |  (̂ вых в̂х) (-SmÔso) (̂ вых Овх) “1”

+  2 Г - ^ ( ц ? - ц ? - | ) - ( 5 т о М 2̂  In 0si~ - 1 } ,  (13)1 L Z Vst— V i - I  -I f

где uBx и иВых — скорости тела на входе и выходе 
из ускорителя.

Таким образом, длина ускорителя является ф унк­
цией синхронных скоростей v si на сегментах и ско­
ростей Vi тела на границах сегментов. Д л я  определения 
этих скоростей привлечем условия минимума длины 
ускорителя

dU
dvsi =  о,

которые в рассматриваемом случае принимаю т вид

(Vsi —  V i ) ( v s( i + l )—  Vi) =  (Sm oOxo)2, 1 =  1, 2, ..., п  =  1;
(14)

\ { v l - v U )  =  ( s n o v s0) 2 [ l n £ ^ h  +  ^  -

Vsi
- V i -  1]. (15)

И з этих 2n — 1 уравнений определяю тся n  синхрон­
ных скоростей v si и п — 1 скоростей v t тела при 
заданны х Увх=г>о и у вых= ц„. П одстановка найденных 
таким образом  скоростей в (13) дает  оптим аль­
ную (минимальную ) длину ускорителя с дискретным 
изменением синхронной скорости.

И мея в виду v si= f [ k i , где /,■ и — частота и длина 
волны поля индуктора на i'-м сегменте, уравнения (14) 
и (15) мож но рассм атривать  как  закон регулирова­
ния (в данном случае дискретного) частоты питающ его 
напряж ения. В проблеме управления сегм ентирован­
ным индукционным ускорителем эти уравнения имеют 
такое ж е значение, что и соотнош ение (4 ). В связи 
с этим мож но показать, что при п->-оо вследствие 
того, что У5, =  Ч5 (1+1 ) = г 1х и v i= v i_ i =  v ,  уравнения (14) 
превращ аю тся в соотношение, совпадаю щ ее с (4 ), а 
уравнения (15) переходят в тож дество  0 = 0 .

В заклю чение приведем некоторые результаты  р ас­
чета, относящ иеся к сегментированному индукцион­
ному ускорителю с п = 1 1 . У равнения (14) и (15) ре­
ш ались методом Ньютона. Были получены значения 
синхронных скоростей v s на всех сегментах и п — 1 
скоростей v  тела на границах сегментов при скорос­
тях увх= 1 0 0  м -с ~ ' и овых= 1 0 0 0  м -с —'. В расчетах 
предполагалось, что s m0os0= l l , l ;  25; 43; 67; 100.

На рис. 1 даны графики синхронной скорости 
(горизонтальны е отрезки / )  и скорости тела (кри­
вая 2 )  для  случая s m0tis0= l l , l .  Расчеты  показали, 
что независимо от значения s m0os0 скорость тела в 
конце каж дого  сегмента вплотную приближ ается к 
синхронной скорости на этом сегменте. На рис. 2 
указаны  значения парам етра /° который, будучи помно­
жен на M / F m0, определяет длину сегмента. Кривые 
1, 2,  3 ,  4  и  5  представляю т соответственно слу­
чаи s m0t>so= l 1,1; 25, 43; 67; 100. К ак видно, по 
мере приближ ения к концу ускорителя длина сегментов 
становится более значительной, особенно это заметно 
при больш их значениях парам етра s m0ys0. Так, при 
s moyso> 50  длина последнего м ож ет превзойти длину 
первого сегмента более чем в 2 раза .

П редставление о полной длине ( l = l ° - M / F n0)

Рис. 1. Графики синхронной скорости ( /)  и скорости тела 
(2) на отдельных сегментах ускорителяВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Рис. 2. Зависимости длины (/,=  /“• М /Fт0) сегментов от их 
номера (/) при различных значениях параметра sm0vs0

сегментированного ускорителя дает рис. 3, где принята 
та же нумерация кривых, что и на рис. 2. И з рис. 3 
следует, что с увеличением конечной скорости 
цвых тела все более заметным становится влияние 
параметра s m0v s0 на длину ускорителя. Например, 
при ивых= 1 0 0 0  м - с - 1 длина ускорителя с s moPso =  
=  11,1 вдвое превыш ает длину ускорителя с s m0v s0=  
=  100. Это указы вает на важ ную  роль парам етра 
s m0v s0, который существенным образом  зависит от 
геометрии тела и магнитных полей рассеяния ускори­
теля.

Выводы. 1. Д ля достиж ения минимальной длины 
индукционного ускорителя с непрерывным изменением 
синхронной скорости, а следовательно, и минимально­
го времени разгона тела необходимо управление 
частотой и амплитудой питающ его напряж ения по за к о ­
нам (4) и (9).

2. В случае сегментированного индукционного ус­
корителя с дискретным изменением синхронной ско-

Рис. 3. Зависимость длины (1=1° ■ М /Fт0) ускорителя от его 
выходной скорости пВЬ1Х при различных значениях параметра

Sm0vs0
рости условие минимизации длины ускорителя опре­
деляется уравнениям и (14) и (15 ), которые в неявном 
виде содерж ат закон управления частотой напряж ения, 
а условие полного подавления силы сопротивления, 
благодаря чему уравнения (14) и (15) приобретаю т 
реальный смысл, сводится к управлению  амплитудой 
напряж ения согласно (9 ), но с переменным коэф ­
фициентом управления (11). В пределе, когда число 
сегментов ускорителя стрем ится к бесконечности, 
уравнения (14), (15) переходят в соотнош ение (4).

3. На минимальную длину сегментированного ус­
корителя зам етное влияние оказы вает параметр 
s m0us0. Это влияние тем значительнее, чем больше 
выходная скорость ускорителя. С точки зрения ми­
нимизации длины ускорителя ж елательно, чтобы п а­
рам етр s m0v s0 был возм ож но больш е.
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Оптимизация комбинированного электромагнитного экрана по
массе

ПЕТЛЕНКО Б. И., ДЕРГАЧЕВ А. Е.

Последние годы характеризую тся все более интен­
сивным применением микроэлектронных систем уп рав­
ления и контроля на различных автономных объек­
тах, в том числе на транспортных средствах, с 
развитым электрооборудованием. К ним относятся, 
например, автосамосвалы БелА З особо большой грузо­
подъемности с дизель-электрической трансмиссией. 
Работа силового электрооборудования сопровож дается

заметным электромагнитным излучением. П оэтому н а­
деж н ая  раб ота микроэлектронных и микропроцессор­
ных систем на борту автономных объектов часто 
зависит от правильного реш ения вопросов электром аг­
нитной совместимости силового и микроэлектронного 
оборудования. В ряде случаев хорош ий эф ф ект дает 
экранирование электронных блоков или источников из­
лучения. Все чащ е в последнее время применяют
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экранирование силовых блоков в связи с уж есто­
чающимися требованиями на электром агнитное « за ­
грязнение» окруж аю щ ей среды.

Эффективное подавление электром агнитного поля 
обычно обеспечивается применением двухслойных эк ­
ранов, состоящ их из ферромагнитной основы (под­
ложки) и немагнитного покрытия со стороны источ­
ника электромагнитного излучения. Конструктивно эк­
ран часто выполняется в виде комбинации плос­
ких и криволинейных поверхностей, толщ ина кото­
рых много меньше радиуса кривизны. Это позволя­
ет ограничиться при анализе эффективности экрани­
рования рассмотрением взаимодействия электром аг­
нитной волны с плоской поверхностью экрана.

Полное подавление электром агнитного поля в з а ­
щищаемой области пространства м ож ет осущ ествлять­
ся при различных парам етрах экрана. Д л я  автономных 
объектов важ но при этом иметь минимальную массу 
экрана при условии полного затухания электром аг­
нитного поля за  экраном. При известных м атериа­
лах покрытия и основы это обеспечивается при 
оптимальных толщ инах покрытия и подлож ки из усло­
вия минимальной массы экрана.

Вопросы экранирования рассмотрены достаточно 
подробно в высокочастотной технике радиосвязи 
[1]. Однако при экранировании двуслойными эк р а ­
нами электроустановок большой мощности сущ ествен­
ную роль начинают играть такие специфические дл я  ж е ­
леза явления, как насыщ ение и изменение магнитной 
проницаемости ферромагнитной части экрана по глуби­
не проникающей в нее электромагнитной волны из-за 
резко выраженного поверхностного эф ф екта [2 — 4].

Целью настоящ ей работы является оты скание оп­
тимальных толщин покрытия и ферромагнитной части 
экрана, обеспечивающ их полное затухание электро­
магнитной волны при минимуме массы экрана, с уче­
том поверхностного эф ф екта и насы щ ения в под­
ложке.

В соответствии с изложенным выше расчетная 
модель комбинированного электром агнитного экрана 
имеет вид, показанный на рис. 1, где приняты сле­
дующие обозначения: о, р, <j i , р о — электропровод­
ности и магнитные проницаемости ферромагнитной 
подложки и токопроводящ его покрытия соответственно; 
До<ч, Ное — комплексные амплитуды касательной со­
ставляющей напряженности магнитного поля на по­
верхности, обращ енной к источнику электромагнитного 
поля и на границе раздела «ж елезо — покрытие» 
соответственно.

Как видно из рис. 1, для представленной моде­
ли характерна плоскопараллельность электром агнитно­
го поля в экране. Т. е. в нем присутствует 
одна компонента Е 0у напряж енности электрического 
поля и две компоненты Н 0х, Н 0г напряж енности 
магнитного поля. Кроме того, для общ ности анализа 
принята пространственная периодичность (сину­
соидальность) напряженности магнитного поля на 
поверхности экрана, что характерно для экраниро­
вания ряда электрических машин. При необходимости 
полученные результаты  очевидным образом  могут быть 
распространены на случай экранирования электром аг­
нитной волны с напряженностью  магнитного поля, 
не зависящ ей от координаты х  (рис. 1).

Расчет и оптимизация плоского двухслойного эк ­
рана, содерж ащ его ферромагнитный массив, связаны  с

Рис. 1. Расчетная модель комбинированного электромагнит­
ного экрана

отысканием компонент электром агнитного поля в его 
различных частях по заданной напряж енности м аг­
нитного поля на поверхности экрана. Т акая задача  
была реш ена для линейных асинхронных двигате­
лей с комбинированной вторичной цепью. Поэтому 
для дальнейш его ан али за воспользуемся вы раж ения­
ми, полученными нами для тормозных реж имов ли ­
нейных асинхронных двигателей [5, 6] и проверенны­
ми экспериментально.

Запиш ем  реш ения уравнений электромагнитного 
поля, вытекаю щ ие из [5, 6 ], для различны х об­
ластей экрана.

Д л я  области немагнитного токопроводящ его покры­
тия имеем:

Нох =  -  - ^ - (C ie^ -C ie -*2)-,СОЦо '

Й0г =  —  (С ^ + С * !-"1) ■шро '

Д л я  ферромагнитной подложки:

Ох С ок \  ( 1 —  — )(О \ ieZ k  ' Z k  ‘

Н о г  =  —  Со ( 1 — — У .со|хР V Z k  ‘

где Нох,  Н ог — комплексные амплитуды компонент

магнитного поля; р =  -i-ii ; д, — глубина скин-слояAi
в токопроводящ ем покрытии; k \  =  7 /4 - f /- \ /2 ; г к — 
глубина скин-слоя в ж елезе.

П остоянные интегрирования Со, С \ ,  С2 определятся 
из граничного условия на наруж ной поверхности токо­
проводящ его покрытия и из условия непрерывности к а­
сательной составляю щ ей напряж енности  магнитного 
поля, а так ж е  нормальной составляю щ ей индукции 
магнитного поля на поверхности раздела «ж елезо — 
покрытие»:

-  - iL - (C ,e -p6l- C 2efi'6') =  Й0еи 1
СОЦо

—̂— Со*|  ---- Ё_(С, — Сг)-
ч>щгк <ор0 v '

Со =  Ci Сг-
(3)
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Из последних двух уравнений системы (3) следует: Из (10) с учетом (11) получим

С2

Не** _|_ [
feipo___
PpoZt _  j  

*l(i0
Си (4)

Имеем очевидную оценку:

Pp«Z* I _  Zk_

шцо цо Ai 2,25 0,92 -у ! Уев \
*  М-ОО

> 1, (5)

где согласно [2] принято

а\1е(0
С использованием оценок (5) и (4) получим

C2« C i . (6)

С учетом (6) из системы (3) имеем

/> /2<оцо 1 , £j'-'О Q й с й с Г*0е1‘ (7)

Допустив приближение,, принятое в [1]

261
= Р «  1,
Ai (8)

и разложив в степенной ряд знаменатель (7 ) ,  по-
лучим:

|Col =  (OpoAl Дое-|- , (9)

где |  =  2 - безразмерный параметр.

Я 0е =  0 ,53Я0е1-  ± - .  (12)a, 6i '  '

Согласно [2] для  сильных полей между магнитной 
проницаемостью на поверхности ферромагнитной среды 

и напряженностью магнитного поля на ней имеет 
место соотношение:

И,е= (го.1О5'75- ° ' 91еЯ0е> (13)

где Ное  — модуль напряженности магнитного поля 
в системе «СИ».

Из (12) с учетом (13) имеем 
\

I пб.ЗЭ _ _
ст1'11 M - " z F 2 =  0,53H0e< -Z- 2L  ,

поэтому для  глубины проникновения электромагнитно­
го поля в ж елезо  справедливо:

Zk =  0,67 • 105//oei2 (^ - )° '09Д |’82бГ°’82. (14)

Д л я  массы электромагнитного комбинированного 
экрана

М  =  piSofii -(- pSoz*, (15)

где S o  — площ адь поверхности электромагнитного 
экрана; р i, р — плотности немагнитного покрытия и 
ферромагнитной подложки соответственно.

Диф ф еренцируя (15) по 6i и приравнивая первую 
производную нулю, для  Siotrr, даю щ ей минимум функции 
(15), получаем

«1ои= 1,294 0 - ( ^ Г ( ^ Г С А 1. (16)

Толщина ферромагнитной основы оптимального 
электромагнитного экрана находится из (14) с исполь­
зованием (16)

Д ля  продольной компоненты магнитного поля на 
поверхности раздела «ж елезо— покрытие» из (1) 
следует:

Ное = \НоЛ z =  0
I Col Ifeil

z*o„T= 1 ,5 4 -10-3 ( ? Г ( ? Г « «  A.. (17)

Д л я  массы оптимального экрана имеем из (15) 
с учетом (16) и (17):

Л40пт =  2,83- 1 0 - 3Sop^45p°’55 ( ~ ) ° ' 0 5 Н №  Д ,. (18)

что после соответствующих упрощении дает:

Д 0е = 2 ,2 5 Я 0е1 4 -  • (10)PeZ* I

Связь между магнитной проницаемостью на по­
верхности ж елеза и глубиной скин-слоя в нем может 
быть представлена в виде [5]:

Проведем сравнение масс экранов различного испол­
нения, воспользовавшись соотношением (18):

440пт А1 

44ОПт Си

=  5,4 • 10_3Яо'е4!5; Му Р  = 0 ,5 1 ;MFe

=  2,87 - 10_3Яо'е45; = 1 ,8 8 ,
^ОПТ AI

(19)

где Л40ПтА1 и М оптСц — массы оптимальных экранов
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с алюминиевым и медным покрытием соответственно; 
Мх \ ,  М Си, M Fe — массы алюминиевого, медного и 
железного экранов.

Как видно из (19), наиболее рациональным я в ­
ляется экран, состоящий из железной подложки с 
нанесенным на нее алюминиевым покрытием опти­
мальной толщины, определяемой соотношением (16), 
и массой, вычисляемой по (18).

Подставив в (16) соответствующие значения плот­
ностей и проводимостей для оптимальной толщины 
алюминиевого покрытия, получим следующее:

6 1опт= 2 , 46-10—Э Д 5 Д 1А1,

где Д 1А| — толщина скин-слоя в алюминии.
На рис. 2 приведены графические зависимости 

оптимальной толщины алюминиевого покрытия ф ер ­
ромагнитной основы от напряженности магнитно­
го поля на поверхности электромагнитного эк р а ­
на для различных толщин скин-слоя в алюминий. 
В круглых скобках на рисунке указаны соответ­
ствующие этим толщинам частоты электромагнитного 
поля. Как видно из рис. 2, толщина оптимального 
покрытия возрастает с увеличением толщин скин-слоя в 
материале немагнитного покрытия и возрастанием 
амплитуды напряженности магнитного поля на поверх­
ности экрана.

Представленные результаты получены при прене- 
брежимой малости отраженной от экрана электром аг­
нитной волны, что обычно выполняется на практике. 
В рассмотренном экране волна полностью затухает,  т. е. 
поле за экраном полностью отсутствует, поэтому ис­
пользовать часто применяемый при расчете эк ра­
нов коэффициент экранирования не имеет смысла.

Выводы. Установлено, что существует оптимальная 
толщина немагнитного электропроводящего покрытия 
комбинированного электромагнитного эк рана ,обеспечи­
вающего полное затухание электромагнитной волны,

Рис. 2. Зависимость оптимальной толщины алюминиевого 
покрытия от напряженности магнитного поля на поверхно­

сти экрана

при которой масса экрана минимальна. Эта толщина мо­
жет быть рассчитана по предложенным аналитическим 
соотношениям.
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УДК 621.372.6.017.001.24

К вопросу определения мощности потерь в активном 
многополюснике, обусловленной токами нагрузочных ветвей

ВЛАСОВ С. П., канд. техн. наук

Московский институт инженеров железнодорожного транспорта

Ранее1 3 был изложен способ определения допол­
нительных потерь мощности внутри активного много­
полюсника при подключении к нему произвольного 
количества нагрузочных ветвей. При этом в качестве

1 Власов С. П. Потери мощности в активном многополюсни­
ке, обусловленные токами ветвей его нагрузок.— Электриче­
ство, 1989, № 4.

источников энергии, находящ ихся внутри активного 
двухполюсника, рассм атривались  лишь источники 
э. д. с. Источники тока внутри активного двухпо­
люсника не предполагались; они могли быть лишь в на­
грузочных ветвях.

Рассмотрим способ определения дополнительных 
потерь мощности внутри активного двухполюсника с ис­
точниками тока (но без источников э. д. с .) ,  обуслов-

3 Электпичествп .No 1 I
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ленных изменением сопротивления в ветви нагрузки 
от нуля до какого-либо определенного значения г н.

Необходимо пояснить, что определяется разность 
мощностей потерь внутри активного двухполюсника в 
двух стационарных, установившихся реж имах — на­
грузочном режиме при сопротивлении ветви нагрузки 
гн и режиме короткого замы кания (к. з.) этой
ветви. Переходный процесс от одного реж има к дру­
гому не рассматривается. В дальнейшем, при распро­
странении полученных для двухполюсника результа­
тов на многополюсники такж е сравниваю тся мощно­
сти потерь для этих же станционарных режимов — 
режима нормальной нагрузки всех нагрузочных ветвей 
и режима к. з. этих же всех ветвей.

Следует отметить, что конечной целью подобных 
расчетов может быть определение изменения по­
терь энергии внутри активного многополюсника вслед­
ствие изменения его нагрузок. В практических 
условиях эти расчеты целесообразно производить для 
таких нагрузочных режимов, которые являю тся х а ­
рактерными, существуют длительно и существенно 
влияют на потери энергии внутри активного много­
полюсника (в электрической системе). С теоретической 
точки зрения предлагаемая методика исключает 
необходимость определения токов внутри активного 
многополюсника, который может быть сколь угодно 
сложным. Достаточно лишь определить режимы нагру­
зочных ветвей: напряжение и ток каж дой нагрузочной 
ветви в нормальном нагрузочном режиме и токи к. з. 
этих ветвей (или напряжение холостого хода — х. х.

Рассмотрим исходную .электрическую цепь (см. ри­
сунок, а )  с выделенной ветвью нагрузки с сопротив­
лением г н. Алгебраическая сумма мощностей источ­
ников энергии (источников тока) в этой цепи при нали­
чии токов нагрузки / н равна

( 1)

где J t — ток источника тока в t -й ветви активно­
го двухполюсника; U ,  — напряжение на источнике то ­
ка в ветви t \  s  — количество ветвей с источниками 
тока внутри активного двухполюсника.

Согласно условию баланса мощностей

Е Р ист. „ = А Р ан+ Р н, (2)
где Р н — мощность ветви нагрузки; А Ра „ — мощность 
потерь внутри активного двухполюсника при наличии 
тока / н в ветви нагрузки.

П араллельно ветви нагрузки включим два источника 
тока с одинаковыми по величине и противоположно 
направленными токами У ' = У " = / К 3 (см. рисунок, б ) ,  
где / к з — ток в нагрузочной ветви при гн= 0 .  При 
этом токораспределение в цепи не изменится; режимы 
работы активного двухполюсника и нагрузочной ветви 
не изменятся.

Применим далее  метод налож ения (см. рисунок, в  и 
г ) .  Определим алгебраическую сумму мощностей источ­
ников энергии в электрической цепи, изображенной 
на рисунке, в .  Мощность источника тока У ' = / к 3 равна 
нулю, так  как  / '  =  0 и U ab= r J ' H~ 0. Мощность осталь­
ных источников энергии в этой цепи (все они н а ­
ходятся внутри активного двухполюсника) изменилась и 
стала равна

2 р '„с т =  я и и , ,  ( 3 )

где U't — напряжение на за ж и м ах  t -го источника тока, 
изменившееся вследствие появления в цепи дополни­
тельного источника энергии — источника тока У'; на ­
пряжение стало

U' t— U t  —  R t J ' ,  (4)
где R lH — передаточное сопротивление, связы ваю щ ее 
ток в ветви нагрузки и напряжение на источнике тока 
в t -й ветви.

С учетом (4) выражение (3) примет вид

2 Р ' СТ= 2  (£/,
t= 1 (= | (— i ( 5 )

Так как

то

s s
2  RtnJ t  — 2  R hiJ f =  £Ун> 

t = 1

S S

(6)

2 Р 'и ст  == 2  u j t — u j ' =  2  u tJ t - u j K.3.
/= i  t = i

( 7 )

Так как в цепи, изображенной на рисунке, в  ОТ-
сутствует ток в нагрузочном резисторе и вследствие 
этого напряжение на этой ветви равно нулю, то по 
отношению к активному двухполюснику этот режим мо­
ж ет рассм атриваться как  режим к. з. Следовательно, 
с учетом баланса  мощностей для  рисунка, в  следует

2P 'HCT= A P aK3= £ i t / (y(_ y H/ K3, (8)

где А Ра к з — мощность потери внутри активного двух­
полюсника при к.з. нагрузочной ветви.

В цепи, изображенной на рисунке, г, напряжение на 
нагрузочной ветви в соответствии с методом наложения 
равно U H. Мощность источника тока У" при этом 
можно представить как

Р " =  U HJ " =  U HI K 3 =  и И ( / „ + / ,  3— /„) =

=  U J „ + U H (1 к з— / н) =  и н / „ +  ( / к з— /„) V BX=
=  ̂ в х + / вх''вх= Р н +  Ь Р „ .  и, (9)

где А РП „ — мощность потерь внутри пассивного двух­
полюсника от тока / вх= / к з—/„■

Сопоставляя £1), (2),  (8) и (9),  видим, что

н—■& Р а. к. з= U« I * .  з — Р « = Р н  V kJ L —  1 ) =
“  U  Н (^К. 3 ^н ) =  (^К. 3 ^н) ^ВХ= ^8Х^"вХ ^ Р п .  н

=  А(АЯ). (10)Активный двухполюсникВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Смысл полученного выражения (10) заклю чается  в 
том, что при изменении сопротивления в ветви на­
грузки от нуля до гн и изменении тока в этой ветви 
соответственно от / к э до / н мощность потерь внутри 
активного двухполюсника, содержащего источники тока 
(но не содержащего источника э.д .с .), изменяется на 
величину, равную мощности потерь внутри пассивного 
двухполюсника, полученного из рассматриваемого ак­
тивного, от тока, равного разности тока короткого 
замыкания нагрузочной ветви и тока нагрузки, т. е.

Д (ДР) =  ( / , . , - / „ )  V BX=  U H( I K з— /„) =

=  Л,(/к.з//н-1)- (И)

Если применить этот прием дваж ды  — при 
гн= г н1 и гн==гн2’ то можно будет определить изме­
нение мощности потерь внутри активного двухполюс­
ника при изменении сопротивления в ветви нагрузки от 
одного фиксированного значения гн1 до другого фикси­
рованного значения гн2. Совершенно очевидно, что это 
положение относится и к сопоставлению нагрузочных 
режимов с режимом х.х. ветви нагрузки (см. сноску). 
Особо следует обратить внимание на то обстоя­
тельство, что применительно к цепям синусоидаль­
ного тока формулы предполагают синхронную работу 
всех источников электрической энергии внутри активно­
го многополюсника: начальные ф азы  э. д. с. у всех 
источников э. д. с. или начальные ф азы  тока у всех 
источников тока должны быть нулевыми. Строго гово­
ря, такому условию удовлетворяют лишь автономные 
электрические цепи с одним источником. Вполне право­
мерно отнести сюда и однофазные системы большой 
мощности, в которых начальные фазы  источников 
энергии различаются весьма незначительно (не более 
чем на 1— 2°).

Однако предлагаемая методика расчета изменения 
мощности потерь внутри активного многополюсника

может быть применена и к наиболее распростра­
ненным системам — к трехфазным цепям. Условием 
применимости является синхронная работа трехфазных 
источников энергии и симметрия распределительной 
трехфазной цепи и всех Л Э П . Нагрузки этой 
трехфазной цепи могут быть несимметричными. 
Применение известного метода симметричных состав­
ляю щ их позволяет заменить расчет Д (Д 5)  в активном 
многополюснике при несимметричных нагрузках опреде­
лением 1 /ЗД  (AS) для  каж дой из симметричных 
составляю щ их в одной из ф аз  трехфазной цепи, 
где начальная  ф а за  источника энергии принята равной 
нулю, с последующим суммированием по симметричным 
составляющим и утроением полученной величины. 
Расчетные формулы очевидны, поэтому они не приво­
дятся. Выполненные автором примеры расчета Д (Д S)  в 
трехфазны х цепях с несимметричными нагрузками подт­
верждаю т вышеприведенные положения.

Одним из практических примеров применения пред­
лагаемого метода, изложенного рацее (см. сноску) и в 
настоящей статье, является расчет изменения мощно­
сти потерь в электрической системе, рассм атривае­

мой как активный многополюсник, при подключении 
или изменении нагрузки отдельной тяговой подстан­
ции переменного тока.

Выводы. Изложенный в настоящей статье и ранее 
(см. сноску) метод и полученные формулы могут быть 
полезными для  определения тех дополнительных потерь 
электрической энергии в сложных разветвленных 
электрических цепях и системах, которые обусловлены 
подключением нагрузочных ветвей или изменением их 
нагрузки. Это достигается путем расчета или экспери­
ментального измерения реж има лиш ь нагрузочных вет­
вей без непосредственных расчетов или измерений 
потерь энергии в самой системе. С использованием 
метода симметричных составляющ их изложенный ме­
тод применим для  трехфазных цепей.

УДК 621.311.23.012.6

Управление внешней характеристикой 
источника электропитания
ИСХАКОВ А. С. ОБУХОВ С. Г., УШАКОВ А. В.

Существует ряд потребителей электроэнергии и тех­
нологических процессов, источники питания (И П ) ко­
торых должны обладать  набором внешних характерис­
тик, описываемых неоднозначными нелинейными за в и ­
симостями. Например [1], падающие характеристики 
ИП требуются при зарядке  аккумуляторных батарей и 
для питания устройств дуговой сварки, вакуумных 
дуговых печей и плазмотронов, возрастающ ие харак те­
ристики используются для  стабилизации частоты в р а ­

щения электродвигателей постоянного тока с последо­
вательным' возбуждением и стабилизации плотности 
тока в гальванической ванне [2], для систем 
электродвижения внешняя характеристика И П  долж на 
содерж ать  гиперболический участок [3]. При проведе­
нии экспериментов в различных облестях  техники воз­
никает необходимость в применении И П , обладающ их 
возможностью формирования внешних характеристик 
по заданным законам в процессе экспериментов и

3*
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оперативного перехода с одной характеристики на 
другую вручную, автоматически или программно.

Традиционный способ управления источником на­
пряжения с целью получения набора внешних хар а к те ­
ристик заключается в регулировании коэффициента 
передачи цепи обратной связи по току. Он используется 
в различных промышленных источниках и эксперимен­
тальных установках [4, 5]. Данный подход ограничи­
вает возможность получения характеристик сложной 
формы и их количество, и затрудняет реализацию  
требуемых динамических показателей системы регули­
рования на каждой характеристике.

В статье рассматриваются различные способы управ­
ления ИП с целью изменения его внешних хар а к те ­
ристик, позволяющие снять ограничения по их количе­
ству и форме.

В качестве ИП рассматривается преобразователь 
переменного напряжения в постоянное на основе 
управляемого выпрямителя. Полагаем, что регулиро­
вание выпрямителя осуществляется системой импульс­
но-фазового управления (С И Ф У ),  обеспечивающей 
пропорциональную зависимость между сигналом управ­
ления и выходной координатой, в качестве которой 
служат координаты внешней характеристики — вы­
прямленные значения напряжения и тока. Этому 
требованию удовлетворяют синхронные СИ Ф У с сину­
соидальной разверткой (не во всех реж имах) или с 
интегральным регулятором, различные варианты асин­
хронных СИФУ [6], а такж е  синхронные СИФУ с 
дискретным усредняющим фильтром [7].

Рассматриваемые способы базируются на основе 
принципа подчиненного регулирования, конкретная р е а ­
лизация которого может быть выполнена различным 
образом. Одним из них является традиционный путь, 
связанный с управлением И П  на основе информации 
о непосредственных координатах внешней характерис­
тики — токе и напряжении. Этот подход в зависимости 
от типа ИП (напряжения или тока) может быть р е а ­
лизован в прямой или обратной форме. Под прямой 
формой будем подразумевать управление источником 
напряжения (тока) сигналом обратной связи по 
току (напряжению).

Рис. 1. Структурные схемы и внешние характеристики 
источников электропитания: а и б — при прямом управлении; 
в и г  — при обратном управлении ( С У  — система импульсно­

фазового управления)

Д л я  пояснения сути реализации управления в прямой 
форме на рис. 1, а  приведена структурная схема 

источника напряжения, внутренний контур системы р е­
гулирования которого обеспечивает пропорциональную 
зависимость между сигналом управления U y и выпрям ­
ленным напряжением Ua- Если сигнал U y формиро­
вать  с помощью специального преобразователя с 
заданной функцией преобразования тока /  в н ап р я ж е­
ние U ,  то внешняя характеристика источника Ud( ld)  
будет повторять форму характеристики функциональ­
ного преобразователя 11(1). Таким образом, предусмат­
ривая возможность задания  с помощью преобразо­
вателя необходимого набора характеристик с ж е л а е ­
мыми законами U,( I ) ,  где / е  f 1 ,fe], можно осуществить 
воспроизведение любой из k  внешних характеристик

Udi(Id)=Uj(I),

показанных на рис. 1, б, выбирая конкретную из них 
с помощью отдельной системы выбора характеристик 
(СВХ).

Управление этим ж е источником напряж ения в 
обратной форме организуется преобразованием его в 
источник тока за  счет использования внутреннего 
токового контура. Тогда характеристики (1) в виде об­
ратных функций

/ di(Ud) =  Ii(U)
могут быть получены при формировании тока управле­
ния / у с помощью преобразователя 1 ( U)  с заданными 
функциями преобразования U  в /  в соответствии со 
схемой, изображенной на рис. 1, в .  Т. е. вторая 
схема получается из первой при замене внутреннего 
контура на внешний и преобразователя U ( I )  на /(£/).

Д л я  формирования множества характеристик произ­
вольной формы процедуру нелинейного преобразования 
одной координаты в другую целесообразно строить на 
базе  средств цифровой вычислительной техники. Ее 
конкретное воплощение зависит от типа СИФУ, испол­
нения датчиков среднего значения (Д С З )  координат, 
технического решения функционального преобразовате­
ля  координат, способа задания  и выбора характеристики 
и от других особенностей, оказы ваю щ их существенное 
влияние на статические и динамические показатели 
всей системы в целом.

Наиболее эффективным с точки зрения универ­
сальности и быстродействия исполнением преобразо­
вателя координат в цифровой системе является т а б ­
личный метод [8], применение которого предполагает 
аппроксимацию желаемой характеристики ступенчатой 
функцией и запись последней в запоминаю щее устрой­
ство (ЗУ).

Показанный на рис. 2, а  пример формирования 
некоторой /-й характеристики иллюстрирует использо­
вание этого метода. З а д а н н а я  характеристика 
строится в координатных осях Ud  =  2 N U d / U d max и Гл =  
=  2 Nl d / I d max, где N  — разрядность  ЗУ (полагаем  равны ­
ми число линий адреса и д а н н ы х ) , U d max и I dmax — макси­
мальные значения выпрямленных напряжений и тока 
ИП. Затем  характеристика аппроксимируется отрезками 
прямых линий, параллельных координатным осям и в ви­
де таблицы заносится в ЗУ. При работе системы перио­
дически измеряется и преобразуется в цифровую форму 
одна из координат внешней характеристики ИП. Полу­
ченный код определяет адрес ячейки ЗУ, содержимоеВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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которой задает сигнал управления внутреннего контура 
системы регулирования.

Особенностью метода является влияние наклона з а ­
данной характеристики на точность ее воспроизведения. 
Поясним это на примере формирования источником 
напряжения (рис. 1, а )  характеристики, приведенной 
на рис. 2, а, состоящей из двух отрезков (а ,  Ь ) и ( Ь , с )  
с углами наклона р =  a rc tg  ( k U d / k l d ) , равными (3, и р2 
соответственно. Нетрудно видеть, что при р ^ 4 5 °  
абсолютная погрешность б, представляю щ ая собой р а з ­
ность между координатой произвольной точки ж е л а е ­
мой характеристики и аппроксимирующим ее отрезком, 
не превышает половины единицы младшего разряда  
(е.м.р.) преобразователя координат, а при р > 4 5 °  возра­
стает. Аналогичные рассуждения в отношении источни­
ка тока (рис. 1, в )  показывают, что первая схема с з а ­
данной степенью точности формирует пологие ( (З е  
^ [ 0 ° ,  4 5 ° ] ) ,  а вторая — крутопадающие ( Р е [ 4 5 ° ,  
90°] ) внешние характеристики.

Устранить указанный недостаток позволяет комби­
нированный источник, показанный на рис. 2, б, в кото­
ром посредством переключений в цепи обратной связи 
внутренний и внешний контуры меняются местами в з а ­
висимости от текущего положения рабочей точки на 
внешней характеристике. В схеме используется два пре­
образователя координат U ( I )  и /(£/), аппроксимирую­
щих каждую из k  характеристик. Выбор функции пре­
образования (1) или (2) осуществляется ключом ( К ) ,  
управляемым схемой выбора канала  обратной связи

5)

Рис. 2. Внешняя характеристика и структурная схема ком­
бинированного источника

Рис. 3. Характеристики и структурная схема источника с параметрической обратной связью (ЛУ — логарифмирующий уси­
литель)
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( С В К ) .  Д ля  пояснения работы предположим, что раб о­
чая точка лежит на отрезке (а ,  Ь )  внешней харак те­
ристики ИП (см. рис. 2, а ) ,  при этом ключ К  находится 
в верхнем по схеме положении «77» и характеристика 
формируется на основании зависимости (1). При увели­
чении тока больше h  СВК переводит ключ К  в полож е­
ние «I» и формирование участка (Ь,  с )  осуществляется 
в соответствии с зависимостью (2). Схема выбора 
канала обратной связи при этом начинает реагировать 
на величину выпрямленного напряжения и обратное 
переключение ключа К  может произойти только при 
превышении напряжением уровня

Недостатком рассмотренного способа управления 
ИП на основе информации о непосредственных коор­
динатах внешней характеристики является сложность 
обеспечения устойчивой работы на характеристике с не­
однозначными участками, например 3  и 4  на рис. 3, а.  
Устранить его позволяет способ управления источником 
на основе данных о параметрах нагрузки. При R L - на­
грузке в статическом режиме таким параметром я в л я ­
ется активное сопротивление R  (или проводимость G ) . 
Поэтому реализация способа в схемах источников, 
представленных на рис. 1, а  и в, сводится к введению 
измерителя параметра и замене функционального пре­
образователя U( I )  и I ( U )  на U ( R )  и 1(G)  соответственно. 
Под заменой функционального преобразователя п одра­
зумевается построение и аппроксимация заданной х а ­
рактеристики в новых координатах. Пример подобной 
замены показан на рис. 3, а — в.

Структурная схема ИП, управляемого на основе 
информации о параметрах нагрузки, приведена на 
рис. 3, г.  В схеме используется косвенное измерение 
усредненных параметров нагрузки посредством вычис­
ления отношений выпрямленных напряжения и тока. 
Отношение двух величин определяется через разность 
их логарифмов [9] — в связи с целесообразностью 
представления измеряемого параметра в логариф м и­
ческом масштабе для расширения динамического д и а ­
пазона. Переключатель в цепи обратной связи исполь­
зуется аналогично рассмотренному выше с целью исклю­
чения влияния наклона кривой функциональной з а в и ­

симости на точность воспроизведения отдельных участ­
ков внешней характеристики.

Выводы. 1. И зложены способы управления ИП, 
позволяющие формировать на его выходе набор внеш­
них характеристик произвольной формы.

2. Д а н  анализ возможностей работы ИП в стати­
ческом режиме.

3. Вопросы обеспечения заданных динамических по­
казателей, предполагающие анализ структуры ИП 
с конкретной системой импульсно-фазового управления 
выпрямителем, требуют отдельного рассмотрения.
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Методика измерения дифференциальных амплитудных 
спектров импульсов частичных разрядов

НАБОКА Б. Г., канд. техн. наук,
БЕСПРОЗВАННЫХ А. В., канд. техн. наук,

ГЛАДЧЕНКО В. Я., канд. техн. наук

В в е д е н и е .  Характеристики импульсов частичных р а з ­
рядов (ЧР) подвержены весьма большому разбросу. 
Поэтому трудно установить связь  между Ч Р  и п ок аза­
телями качества высоковольтной изоляции.

Появление многоканальных анализаторов  импуль­
сов, способных накапливать информацию и оперативно 
обрабатывать ее, коренным образом изменило подходы 
к проблеме диагностики высоковольтной изоляции по 
характеристикам импульсов ЧР. Стало возможным по­
лучать статистически достоверные результаты путем 
усреднения большого числа (сотен и тысяч) наблюде­
ний.

В настоящей статье описана методика использова­
ния многоканальных анализаторов импульсов (пред­
назначенных, как правило, для ядерной спектромет­
рии) применительно к регистрации дифференциальных 
амплитудных спектров (ДАС ) импульсов Ч Р  при испы­
таниях объектов переменным напряжением частотой 
50 Гц.

Рассмотрены вопросы согласования характеристик 
схем селекции Ч Р  и анализатора, режимы ограниче­
ния амплитуды анализируемых импульсов, режимы нор­
мировки длительности измерения; представлены резуль­
таты калибровки.

С о г л а с о в а н и е  х а р а к т е р и с т и к  с х е м  с е л е к ц и и  Ч Р  и  
а н а л и з а т о р а .  Любой анализатор  сигналов имеет ряд 
ограничений на параметры входных импульсов: по ф ор­
ме, амплитуде, полярности, частоте следования. Напри­
мер, для А И -1024-95 длительность фронта т ф долж на 
быть не менее 0,5 мкс, а длительность импульса 
ти — не более 5 мкс; амплитуда U m — от — 2 до 
+  15 В (т. е. импульсы должны быть почти униполяр­
ными); максимальная частота следования — не свыше 
50 кГц.

Д ля  обеспечения указанных требований по форме 
импульсов Ч Р  нами использована схема с включением 
измерительного элемента Z в ветвь заземления соеди­
нительного конденсатора Со. В качестве измеритель­
ного элемента использовалось безындуктивное сопро­
тивление Z = R — M  Ом, емкость соединительного кон­
денсатора — 0,01 мкФ. Переходная характеристика 
широкополосного усилителя УШ-10 наиболее оптималь­
на при установке переключателя «длительность» в 
положение 1,5 мкс, а «нарастание» — 1,3 мкс. При 
меньших значениях параметров переходных цепочек 
УШ-10 возрастает уровень собственных шумов, при 
больших — падает чувствительность. Тогда к аж ущ ем у­
ся заряду <7ЧР= 1 0 0 0  пКл на емкости Сх« 1  мкФ соот­
ветствует униполярный импульс на выходе УШ-10 ам п­
литудой 500 мВ при коэффициенте усиления Кус= Ю 0 Х  
X Ю и 5 В при К ус=  Ю0Х ЮО. Ограничение ампли­
туды сигнала U m на входе анализатора достигается 
загрублением К ус либо установкой пороговых эле­
ментов.

Для обеспечения униполярности импульсов на входе 
анализатора можно использовать фазовую селекцию 
и работу анализатора в так  называемом режиме совпа­
дения, либо диодный фиксатор и работу в режиме 
антисовпадений.

Д л я  фазовой селекции импульсов положительной по­
лярности на вход линейного ключа анализатора  пода­
ется стробирующий сигнал частотой 50 Гц, синфазный с 
испытательным напряжением. Стробирующий сигнал 
формируется с помощью калибратора осциллографа 
С8-12. Вход анализатора  запирается  в моменты пода­
чи сигнала амплитудой 4,5— 5 В.

Результаты сравнения двух режимов выделения уни­
полярных импульсов для конденсаторной секции ем­
костью 0,5 мкФ с толщиной диэлектрика 60 мкм пред­
ставлены в таблице. О ба реж има даю т близкие ре­
зультаты. Различия начальных участков Д А С  связаны 
с погрешностями работы диодного фиксатора: при по­
давлении отрицательных им-пульсов на выходе ф икса­
тора могут появляться небольшие положительные вы­
бросы амплитудой до 0,1 В.

Д л я  ограничения частоты анализируемых импуль­
сов Ч Р  приходится сниж ать  уровень испытательных 
напряжений, а частоту следования контролировать с 
помощью более быстродействующего прибора, чем а н а ­
лизатор, например, по частотомеру (Ф 5080, 43 -34  
и др.) .

Р е ж и м ы  о г р а н и ч е н и я  а м п л и т у д ы  а н а л и з и р у е м ы х  и м ­
п у л ь с о в .  К аж ды й анализатор  характеризуется так  назы­
ваемым «мертвым» временем (тм), т. е. временем, в те­
чение которого вход ан ализатора  закры т после приема 
очередного импульса. Д л я  А И -1024-95 т м= Т ф - |- т /2 0 +  
-(-3 мкс, где m  — номер уровня квантования. Так, 
при m =  1 (для первого канала)  т м= 3 ,2 5  мкс, а при 
/п = 1 2 8  (для последнего канала  первой зоны) т м=  
= 9 , 6  мкс. При ширине канала  ан ализатора  А(У=10 мВ 
первому уровню квантования соответствуют импульсы 
Ч Р  амплитудой 10 мВ, а 128-му — 1280 мВ. Среднее 
время регистрации импульсов с амплитудой от 0,01 до 
1,28 В (соответствующих первой зоне анализатора)  
равно 6,4 мкс. Если в составе анализируемых импуль­
сов имеются такие, амплитуда которых достигает 10 В, 
то «мертвое» время ан ализатора  увеличивается до 
54,35 мкс. Поэтому для снижения потерь информации 
целесообразно ограничивать амплитуду анализируемых 
импульсов как  сверху, так  и снизу. Ограничение снизу 
необходимо для отстройки от шумовых импульсов, 
которые ввиду их многочисленности могут приводить к 
увеличению «мертвого» времени ан ализатора .  Сравне­
ние строк 2 и 4, 3 и 5 в таблице показывает, 
что ограничение снизу весьма результативно: число 
импульсов существенно возрастает  уж е при подавлении 
первых 10 каналов (порог «3,8 % » ).

Р е ж и м ы  н о р м и р о в к и  д л и т е л ь н о с т и  и з м е р е н и я .  Уве­
личение длительности измерения т — один из путей 
повышения достоверности измерений параметров слу­
чайных процессов. Дисперсия наблюдений долж на 
уменьшаться пропорционально 1 /д/т. О днако  для  реаль ­
ных объектов та к а я  закономерность может наруш аться, 
например, из-за явлений дрейфа измеряемых характе­
ристик. Поэтому длительность измерений т приходится 
ограничивать. Как видно из рис. 1, для  исследован­
ного объекта нецелесообразно увеличивать т свыше 10 с.
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Рис. 1. Зависимость коэффициента вариации от длитель­
ности измерений частоты ЧР (U=  550 В, секция 17): 1 — 
теоретическая зависимость вида о /л ~ 1 /-\/т ; 2 — реальная 

зависимость

Рис. 2. Оценка предельной разрешающей способности уста- 
128

новки (S =  т=12,8 с): 1 — идеальная зависимость при1=1
0 % потери информации, S = / t; 2 — реальная зависимость 
при нормировке по «живому» времени; 3 — реальная зави­

симость при нормировке т по текущему времени

Анализаторы, как правило, могут эксплуатироваться 
в режимах нормировки по «живому» и текущему вре­
мени. Режим нормировки т по «живому» времени поз­
воляет скомпенсировать потери информации, когда вход 
анализатора закрыт, ее обработкой в дополнительные 
интервалы времени. Переход от одного реж има к дру­
гому может приводить к заметным изменениям нако­
пленной информации по каналам  (см. таблицу, стро­
ки 5 и 7).

Оценка доли теряемой информации выполняется пу­
тем сопоставления показаний частотомера и ан а л и за ­
тора (суммы показаний анализатора по всем задейство­
ванным каналам ).  Как видно из рис. 2, потеря инфор­
мации при частоте импульсов Ч Р  10 кГц составляет:

Рис. 3. Результаты калибровки установки при =100X 10 
(т =  12,8 с; /= 1  кГц)

при нормировке по текущему времени — 60 % , а по 
«живому» — только 30 %. При испытании объектов 
контроль доли теряемой информации осущ ествляется по 
стрелочному индикатору «мертвого» времени, показания 
которого не должны превышать 30 %.

Р е з у л ь т а т ы  к а л и б р о в к и  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  у с т а ­
н о в к и .  Калибровка проводится в соответствии с ГОСТ 
2074-83 путем подачи прямоугольных импульсов на 
объект С х через разделительную емкость Сг

К ак  видно из рис. 3, калибровочные импульсы по­
падают в ряд соседних каналов анализатора ,  причем 
с ростом напряж ения разброс амплитуды остается 
прежним — ± 1 3  каналов, т. е. ± 1 3 0  МВ. Подоб­
ная аддитивная нормально распределенная помеха 
уменьшает разреш аю щ ую  способность установки, но од ­
новременно приводит к сглаж иванию  диф ф еренциаль­
ных амплитудных спектров, облегчая их анализ.

Выводы. 1. Воспроизводимость результатов измере­
ний дифференциальных амплитудных спектров импуль­
сов частичных разрядов  достигается при максим аль­
ном использовании технических возможностей совре­
менных многоканальных анализаторов. Д л я  этого не­
обходимо:

обеспечить длительность импульсов Ч Р  на выходе 
схемы селекции не менее 0,5 мкс путем соответствую­
щего выбора параметров измерительных элементов 
( R  и С0) и формирования переходной характеристики 
широкополосного усилителя;

осуществить режим фазовой селекции импульсов 
положительной полярности;Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Влияние режимов работы анализатора на результаты измерений ДАС

Испытательное
напряжение,

в
Нижний порог 

дискриминации, 
%

Режимы селекции 
импульсов поло­
жительной по­

лярности

Режимы нор­
мировки дли­

тельности изме- 
рений

Число импульсов ЧР, попадающих в первые каналы анализатора за время наблюдения 
т =  12,8 с при Кус=  100Х Ю для следующих номеров каналов

1 3 5 7 9 1 1 13 15 17 19 21

0 АС 3652 2639 1804 1207 1015- 907 775 674 525 441 357
500 СС 1847 1740 1268 1076 819 755 671 570 462 390 362

АС 0 0 0 0 0 1272 913 856 612 512 47238 СС 0 0 0 0 0 1010 814 697 621 541 441

АС
т 0 0 0 0 0 4837 3705 2904 2359 1913 1721

700 3,8 ТР 0 0 0 0 0 6326 4653 3771 3037 2551 2033

СС т 0 0 0 0 0 3430 2919 2311 2044 1763 1472
П р и м е ч а н и я . 1 .  АС — с помощью диодного фиксатора; СС — фазовая селекция. 2. Т — по текущему времени; ТР — по «живому» вре­

мени.

с помощью регулятора нижнего уровня дискрими­
нации отсечь попадание шумовых импульсов на вход 
анализатора;

выбрать оптимальную длительность измерения т по 
кривым, аналогичным показанным на рис. 1;

использовать режим нормировки длительности изме­
рений по так  называемому «живому» времени.

2. Наличие аддитивной помехи можно контроли­
ровать по разбросу калибровочных импульсов при не­
скольких значениях их амплитуды.
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Дискуссии

УДК 621.318.1.013.001.24

О различных подходах к расчету объемной плотности 
электромагнитных сил в нелинейной магнитной системе

АБРАМКИН Ю. В., канд. техн. наук

Московский энергетический институт

В №  5 за текущий год «Электричество», в р а м ­
ках дискуссии по электромагнитным силам (ЭМС) 
опубликована статья проф. А. Николаиде (Рум ыния),  
где утверждается адекватность формулы Д ж . К. М акс­
велла для объемной плотности (ОП) ЭМС в стационар­
ном магнитном поле [1]:

f= [ 7 X B ] - ( l /2 ) / /2 g ra d p  (1)
и формулы

/ ,=  Р о [ /Х Я ] +  Po(AfV)//, (2)

рекомендованной в свое время А. Эйнштейном и И. Л ау- 
бом [2] и совпадающей после несложных преобразо­
ваний с формулой для ОП ЭМС

—  U  X B ] + p o g r a d  ( М Н )  I/я= const, (3)

впервые предложенной Д ж .  К. Максвеллом [3].
Приведенный ниже анализ показывает безоснова­

тельность утверждения об идентичности формул (1)
и (2). Действительно, если указанные формулы я в ­
ляются адекватными, то это означает, что лю бая  из 
этих формул может быть тождественно преобразована 
в другую.

Однако в действительности такого преобразования 
не существует. Убедимся в справедливости такого вы ­
вода, выбрав в качестве объекта последующих преоб­
разований, например, формулу (2). Предполагаемое ее 
преобразование осуществить несложно, если учесть сле­
дующие очевидные в условиях рассматриваемой з а ­
дачи соотношения, связывающие между собой физиче­
ские величины рассматриваемого стационарного м аг­
нитного поля В ,  Н ,  М  и магнитную проницаемость р:

Л =  р0(Я +  А?) =  рЯ; Af =  — —  Д  =  ( р г - \ ) Н ;  (4)Цо

div B =  d h ^ - | - d i v A f  =  p div Н - \ - Н  g r a d  р =  0; (5)

rot М =  ro t {(pr — 1)Я) = ( р ,  — 1) rot ^ + g r a d ( p r — 1)X Я;
(6 )

g ra d  ( М Н )  =  (Af V  )Я +  (Я  V  ) М  +  М  rot Я  +  Я  rot М ;
(7)

rot [Af X  Я ] = ( Я  V )M  — (М V  )Я +  Af div Я  — Я  div At =  0,
(8)

где учтено, что в изотропной среде векторы намагни­
ченности М  и напряженности Я  коллинеарны и в магнит­
ном поле отсутствуют истоки вектора магнитной ин­
дукции В .

Уравнению (5) можно придать иной более удобный 
для последующих преобразований вид

div Л? == — div/? =  ^  gr-at* **. (9)

Решим уравнение (8) относительно векторного вы­
раж ения ( H V ) M  с учетом (9):

( Н \ 7 ) М =  ( Л ^ V ) Я - (div Я )  ( Н  +  М )  =  (Af V  ) Я  —

— — div Я. (10)

О братимся теперь к уравнению (7)_и заменим в нем 
векторные вы раж ения (Н \ 7 ) М  и rot Af их вы раж ен и я­
ми в соответствии с (9) и (6),  а двойное векторное 
произведение

{/?X[grad ргХЯ1 (И)
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( Н Н )g ra d  р -Я (Я  g ra d  р). (12)

Получим в итоге
grad ( M H ) = 2 ( M \ 7 ) H  +  2 [ M x J } + H 2 g r a d  p r , (13)

откуда

po(M V  ) / ? = ■ £  g ra d  (Л1Я) +  [7 X  Щ  p0-

— (1 / 2 ) / / 2 g ra d  р. (14)

После замены в (2) векторного вы раж ения ро( M ' V ) H  
равным ему выражением в соответствии с (14) полу­
чим, учитывая (1),  следующее соотношение:

f W - f  g rad (A W ), (15)

которое в явной форме свидетельствует об ошибоч­
ности отождествления формул (1) и (2) для  ОП ЭМС 
в стационарном магнитном поле.

Нетрудно, однако, убедиться, что и «интегральный» 
способ преобразования, которого придерживается проф. 
А. Николаиде при корректной форме его проведения 
также приводит в конечном итоге к соотношению (15).

Действительно, электромагнитная сила F ,  действую­
щая на любой объем V,  выделенный в пределах рас ­
сматриваемой системы, определится путем суммирова-

= \ w -
Проф. А. Николаиде утверж дает (не приводя, к со­

жалению, доказательства) ,  что ЭМС, вычисленные по 
нижеприведенным формулам

f J \  f d V = \ (  [ 7 Х В ] -  Y H * g rad  i1)  d V ; (16)
v 1/

F = \ f d V =  \  ( [ р о / Х Я ]  +  p0( A ? V ) t f )  d V  (17)
* v * v

адекватны. Убедимся в отсутствии оснований для 
такого утверждения. Заменив в подинтегральном вы­
ражении (16) векторную функцию магнитной индук­
ции равным ему выражением р 0(Я +  /Й), приведем 
это уравнение (16) к виду

7 =  J f d V =  ${ [p o /x W ] + р о 7 х М — ( 1 / 2 ) Я 2 g ra d  р} d V .

ния элементарных ЭМС из уравнения F = V dV

В действительности же последнее уравнение не вы­
полняется. Нижеприведенный анализ подтверждает т а ­
кое заключение.

Используя очевидные соотношения [см. (4) и (7) ]

(2 0 )
М-о

( / / V )//  =  ( ! / 2 ) \ 7 ( Н Н )  — Я Х rot Я, (21)

получаем

\  ро( M V ) H d V =  J ( р - р о ) ( H V ) H d V =  $ (р — p0) ( l / 2 ) V
V  V  V

V { H H ) d V -  ̂ ( p - p 0) [ / / X r o t  H ] d V .  (23) 
v

Подинтегральное выражение в первом из интерва­
лов в правой части последнего уравнения удается 
подвергнуть дальнейшим преобразованиям, применив 
следующее очевидное (проверяемое непосредственным 
вычислением) соотношение:

(р — Ро)( 1 /2 )  g ra d  ( Н Н )  =

=  g ra d  {(1 /2 ) (р  — ро)(ЯЯ))— (1 /2 )Я 2 g ra d  р. (24)
И з совместного рассмотрения уравнений (24) и (23) 

следует искомое соотношение:

J H o ( M \ 7 ) H d V =  ^([7^Хр0Л1]— (1 /2 )Я 2 g ra d  р +
V  V

+  (1/2) grad (MH))dV, (25)
которое отличается от (19) присутствием третьего 
члена (1/2) grad ( М Н )  в подинтегральном выра­
жении.

Принимая во внимание уравнения (17), (25), 
приходим к заключению об адекватности следую­
щих двух интегральных выражений:

l f d V =  J ( [ 7 Х ро(М +  Я ) ] - ( 1 / 2 ) Я 2 g ra d  р +  
v  *

+  (1 /2 )  g ra d  ( M H ) ) d V ,  (26)
откуда путем приравнивания подинтегральных вы ра­
жений вновь приходим к установленному ранее не­
сколько иным путем соотношению, связы ваю щ ем у 
расчетные выражения для ОП ЭМ С f  (1) и /  (2 ),*
исключающему их адекватность.

Из сопоставления уравнений (17) и (18) следует, 
что в случае предполагаемой адекватности ЭМС 
F  по (16), (18) и F  по (17) долж но выполняться 
соотношение

\  P o (M V )/?dV =  $ ([р07 х А + - ( 1 / 2 ) Я 2 g ra d  р ) d V .  (19)
v v
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Ответ автора
Начало дискуссии положила статья автора [1], в ко­

торой предлагались концепции определения электромаг­
нитных сил в магнетиках, основанные на представле­
ниях Ампера об эквивалентности намагниченной среды 
системе молекулярных токов. В статье [4] А. В. И в а ­
нов-Смоленский оспаривал модель магнетика Ампера 
и основанные на ней работы, усматривая в ней неэкви­
валентность в отношении напряженности поля и магнит­
ной энергии. Там ж е и в последующих публикациях 
А. В. Иванова-Смоленского и его многочисленных 
сторонников предлагались «единственно правильные» 
формулы для расчета электромагнитных сил, которые, 
по мнению авторов, вытекали из работы М аксвелла 
[23]. Попутно отвергались выражения объемных сил 
и тензоров поля, выведенные в Трактате М аксвелла 
[19] и в работе Эйнштейна и Л а у б а  [20]. Р езуль ­

таты измерений на экспериментальной установке [3], 
осуществленных автором совместно с М. А. Молодцовой 
с целью проверки концепций [1], построенных на мо­
дели Ампера, оспаривались критиками. Проводились ре­
зультаты собственных экспериментов, опровергавших, 
по мнению их авторов, концепции, построенные на мо­
дели Ампера.

В процессе дискуссии обсуждались формулы для 
плотности объемных сил, действующих на магнетик 
с протекающими через него токами проводимости:

%  =  7п X  в  +  ро [(М  V  )Н -  rot Н  х  М ] =

=  /nXB +  po[grad (M/7)]M=const; (1)
%  =  Ро[/п X H  +  ( M V ) H ] ;  (2)

c- ^ = _L_rot6XB; (3)

[ /nX # + ( A i v )  ( t f + у М ) ] ;  (4)

И̂  =  /пХВ— у  Я2 grad |Х, (5)

соответствующие этим формулам тензоры поля

*Тр = эТр =НрВд- ^ Н % я-, (6)

С~ЛТ р я = ^ (в рВя- \ в Ч Р)-  (7)

Л Тря =  Н рВд  -  -В- ( Н Ч рд -  М РМ Ч)-, (8)

и Т ря =  » ( н рН я - ± - Н % я)  (9)

и деформации, вызываемые электромагнитными си­
лами в ферромагнитных телах.

Формула (1) выведена в Трактате М аксвелла [19], 
а формула [2] — в работе Эйнштейна и Л а у б а  [20]. 
Этим формулам соответствует один и тот ж е тензор 
(6). Формула (3) в случае неполяризованной среды 
(М =  0) совпадает с (1) и использовалась Д. Стрет- 
тоном [21] для определения тензора поля [7] при 
отсутствии магнетиков. Эти формулы были распростра­
нены автором и на поляризованную среды, где магне­
тик замещ ался макроскопической моделью [1]. Ф ор­
мулы (5) и (6) применительно к диа- и парамагнитным 
средам доказаны в монографии И. Е. Тамма [22] 
и приводятся в работах других авторов. А. В. Иванов-

Смоленский применил их и к ферромагнитным средам. 
Он и все его единомышленники [4] — [18] считают эти 
формулы «единственно правильными», а все осталь­
ные — «ошибочными». В дискуссионных статьях и зл ага ­
лись доводы, приведшие их авторов к такому суж де­
нию.

П реж де чем разбирать  доводы критиков, рассмотрим 
физические законы, на которых базируются формулы 
(1) — (4) и (6) — (8) и условия задач, для  которых эти 
формулы выведены.

Вывод формул (1) и (5) дан  Максвеллом в § 639 
Трактата  [19]. Плотность силы f„, действующей на ток 
проводимости, распределенный в элементе объема d V  

с плотностью j „, определялась по формуле Ампера, 
обобщенной М аксвеллом на случай поляризованной 
среды

/ П =  / ПХ В ,  (10)
где В  — результирую щ ая индукция в элементе объема.

Плотность силы взаимодействия заключенного в эл е ­
менте объема магнетика с внешним полем р0Я  опре­
делялась  как взятый с обратным знаком градиент потен­
циальной функции U :

{ / = - р 0(АШ); (11)

/ м=  — g r a d  U ,  (12)
где М  и Я  — намагниченность и напряженность поля 
в магнетике.

Потенциальная функция определялась как  работа, 
которую необходимо совершить при удалении элемента 
с намагниченностью М  в бесконечность, где н апряж ен­
ность полагалась  равной нулю. При этом оговарива­
лось, что в процессе перемещения намагниченность 
элемента долж на сохраняться на постоянном уровне.

Согласно (11) и (12)

L =Ро [g rad  (М Я ) ] M=const=poAf g ra d  ( Н ё „ ) ,  (13) 
где ё м — орт АЕ

Плотность /п соответствует первому члену (1),  а 
плотность f„ — второму.

Потенциальная функция U  существует только в без­
вихревом поле, где соверш аем ая при перемещении 
магнетика работа не зависит от траектории, соединяю­
щей начальную и конечную точки. В безвихревом 
поле

r o i  Н  =  0;  Я  = — g ra d  ф, (14)
где ф — скалярный потенциал.

Вы раж ение потенциальной функции (11) можно по­
лучить непосредственным вычислением работы при у д а ­
лении элемента магнетика в бесконечность.

Сила, действую щ ая на монополь т ,  находящийся 
во внешнем поле роЯ

Ё = р 0т Я .  (15)

Согласно (14) и (15) работа, соверш аем ая  при 
удалении монополя в бесконечность при условии пг =  
=  const,

оо

F d r  —  — pom j  g ra d  фd r  =  р0отф.
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двух сдвинутых на / монополей противоположного 
знака,

£/</ =  p0m(i|>i —ф2),
где г|л и ф2 — скалярные потенциалы в точках распо­
ложения монополей.

При малом /

■vfi,— г|)2 =  / | у  = / е ( g ra d  ф =  — (/Я), 

где ei — орт I.
Учитывая, что т /  =  р„ — магнитный момент диполя, 

находим
U i =  — ЦоРмЯ. (16)

Плотность магнитного момента есть намагничен­
ность М  и работа, отнесенная к единице объема 
магнетика, будет вы раж аться  формулой (11). Элемент 
магнетика должен выделяться из трубки поля М  с тем, 
чтобы охватываю щ ая его поверхность не пересекала 
диполей. Внешним полем для элемента магнетика 
будет индукция в полости тела, из которой удален магне­
тик. Максвелл отмечал [19, § 605], что если полость 
имеет форму узкой щели, вырезанной параллельно л и ­
ниям поля М ,  то индукция в полости будет 
j iof f- Если же щель перпендикулярна линиям поля 
М ,  то индукция в полости будет такой же, как  и в теле. 
Так как в потенциальную функцию (11) входит внешнее 
поле цоН ,  то тем самым предполагается, что элемент по­
мещен в полость, вырезанную из трубки поля М .  
На это обстоятельство обратил внимание Д ж .  Д ж .  Том­
сон, редактировавший третье английское издание Т рак ­
тата Максвелла.

В работе [2] указывалось, что при таком подходе 
в формуле (1) не учитывается сила взаимодействия 
элемента с полем устраненных элементов той ж е  труб­
ки. Д алее отмечалось, что указанное обстоятельство 
несущественно при определении результирующей силы, 
действующей на намагниченное тело, так  как  неучтен­
ные силы взаимодействия взаимно компенсируются по 
длине каждой трубки.

При определении силы, действующей на магнетик, по 
формуле (12) достаточно, чтобы потенциальная функ­
ция (11) существовала внутри элемента и в малой 
окрестности от его поверхности. Вихревая составляю ­
щая напряженности внутри элемента от заключенных 
в ием токов проводимости с конечной плотностью 
/„ будет малой величиной по сравнению с напряж ен­
ностью от всех остальных источников поля [22, § 44], 
и ее можно опустить. Тогда поле внутри упомянутой 
обмотки станет потенциальным.

Потенциальная функция (11) отличается от взятой 
с обратным знаком плотности магнитной энергии

перемещения; d W „ — электрическая энергия источни­
ков, поступившая в систему при перемещении:

2̂
d W H= \ l d \[з (19)

4>i
(индексы 1 и 2 относятся к начальному и конеч­
ному положениям тела) .

Уравнение (18) не связано  с требованиями по­
тенциальности поля, консервативности системы и 
постоянства М  при перемещении. В нем фигурируют 
действительные физические величины.

Рассмотрим в качестве примера применение у р ав ­
нения энергетического баланса  для  электромагнита 
при p,r =  const.  Располож енная  на ярме катушка пита­
ется от источника напряжения. М агнитная энергия 
электромагнита при фиксированном положении якоря

U 7 = i - 4 r / ,  (20)

где /  и Чг — ток и потокосцепление катушки.
Пусть якорь соверш ает малое перемещение в сто­

рону уменьшения зазора .  Рассмотрим случай, когда при 
перемещении якоря /  =  const и изменяется только по­
токосцепление. От источника при перемещении якоря 
согласно (19) поступает энергия

dWH = (^-W i)I. (21)
Согласно (18),  (20) и (21)

di4=i-CF2-V,). (22)

В случае,- когда меняется только ток, а потоко­
сцепление остается постоянным, d W „  =  0  и согласно (18) 
и (20)

< M = i - 4 ' ( / , - / 2) = r 1- r 2. (23)

В ы раж ения (22) и (23) отличаются знаком. Это 
объясняется тем, что в случае (23) система консерва­
тивна и W 2 <  W \ ,  а в случае (22) за  счет энергии, 
поступившей от источника, W 2 > W ь В случае нелиней­
ной зависимости ?  от /  з а д а ч а  расчета d A  из энерге­
тического баланса  усложняется.

Силу взаимодействия магнетика с внешним полем 
роН  Эйнштейн и Л а у б  находили, пользуясь представ­
лениями магнетостатики [20]. Вырезанный из трубки 
поля М  элемент магнетика заменялся диполем с магнит­
ными зарядам и  ± т ,  сдвинутыми на длину элемента. 
Сила, действую щ ая на диполь определялась как вектор­
ная сумма сил, действующих на монополи противо­
положного знака ,  сдвинутые на элементарный отрезок 
/. Согласно (15)

в

H d B . (17)

Механическую работу d A ,  совершаемую ф ерромаг­
нитным телом при перемещении в магнитном поле на 
отрезок d r ,  можно связать  с изменением магнитной 
энергии при перемещении, исходя из уравнения энерге­
тического баланса

d A  =  d W „ + W i - W 2, (18)
где W 1 и Ц72 — магнитная энергия системы до и после

F  =  y 0m ( H ,  —  Н 2), (24)
где H i  и Я 2 — напряженности в точках располо­
жения диполей._

При малом /

Я ,- Я 2 =  / - ^ -  =/(e',V)tf =  (/V)//;

F u =  \ i0m ( T v ) H .  (25)
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m l  равен намагниченности М , и тогда (25) принимает 
вид

%  =  (26) 
соответствующий второму члену (2).

Первый член (2) вы раж ает  взаимодействие тока 
проводимости с полем \l0H .  В формуле (2) отсутствуют 
взаимно компенсирующиеся плотности сил взаимодейст­
вия тока проводимости с полем д 0Л4 и магнетика 
с полем тока проводимости f Mi

f i » = (27)
После подстановки в (2) равной нулю суммы 

f/м +  f»j,  перегруппировки членов и замены /'„ на rot Я  
формула (2) приводится к формуле М аксвелла (1):

Э! =  Ро[/п X  Я  +  /„  X  М  — / п X  М  +  (М  V  ) Я ] =

=  /„ X B  +  p . o [ ( M V ) / ? - r o t  П Х Щ

Непосредственное определение силы, действующей 
на магнитный диполь, было произведено еще до появ­
ления работы [20] (1908 г.) Д ж .  Д ж .  Томсоном
в редакторских примечаниях к третьему английскому из­
данию Трактата М аксвелла (1891 г.) (эти примечания 
приведены и в русском переводе [ 19]).  Там ж е с о д ер ж а­
лось выполненное в скалярной форме преобразование 
формулы (2) в формулу (1). Видимо, примечания 
Д ж . Д ж . Томсона остались незамеченными Эйнштейном 
и Лаубом, и они пришли к  формуле (2) независимо. 
Справедливости ради следовало бы выражение объем ­
ных сил (2) называть формулой Д ж .  Д ж .  Томсона — 
Эйнштейна — Лауба .

Формулы (3) и (4) основаны на представлениях 
Ампера относительно эквивалентности магнитно-поля­
ризованной среды совокупности замкнутых м олекуляр­
ных токов. По Амперу элемент магнетика, имеющий 
магнитный момент M d V  замещ ается молекулярным то­
ком, протекающим по поверхности элемента и имеющим 
тот же магнитный момент. Максвелл усматривал в кон­
цепции Ампера идеально последовательную систему 
[19, § 637].

Истолкование векторов поля в модели магнетика 
Ампера дано в § 62 монографии И. Е. Тамма [22]. 
Ввиду того, что участники дискуссии высказывали р а з ­
личные мнения относительно смысла векторов поля в мо­
дели Ампера, приведем полностью обоснования 
И. Е. Тамма, сохранив гауссову систему единиц ориги­
нала и несколько видоизменив обозначения.

«В этом параграфе мы поставим задачу  путем усред­
нения уравнений истинного микроскопического поля 
вывести уравнения для средних макроскопических з н а ­
чений, характеризующих поле величин Я  и /'. При этом 
мы будем исходить из предположения, что для  истин­
ного микроскопического поля строго справедливы у р а в ­
нения магнитного поля постоянных токов

dlV //микро==0 И rot //микро^ /мнкро,

если под /микро понимать точное «микроскопическое» 
значение плотности тока в данной точке поля. З а д а ч а  
же наша будет состоять в установлении уравнений, 
определяющих среднее макроскопическое значение век­
тора Я  микро в физически бесконечно малом объеме, ко­
торое мы обозначим через Я МИкро. Так как согласно

уравнению 22 (25.2) среднее значение производных по 
координатам равно производным от среднего значения 
дифференцируемой величины, то из микроскопических 
уравнений поля следует:

div Я МИКРо =  0; 22(62.1)

rot //микро^ /микро. 22(62.2)

Плотность токов в произвольной среде слагается 
согласно [22 (60.1)] из токов проводимости и токов 
молекулярных. Среднее значение /пр представляет собой 
согласно [22(61.3)] обычную плотность /  макроско­
пического тока в проводниках, тогда как среднее 

£
значение /„м вы раж ается  согласно [22(61.9)]  через 
ротор намагничения. Таким образом,

А  _  А  _  _

/микро/пр “Ь/мол == / Ч-  с  rot А4. 22(62.3)
Внося это в [22 (62 .2 )] ,  получаем

4тт ~ —
rot / / МИКро= у  / +  4л  rot М .  22(62.4)

Уравнения 22(62 .1) ,  (62.4) являю тся основными 
дифференциальными уравнениями магнитного поля 
в произвольной магнитной среде.

Н апряж енность макроскопического электрического 
поля по определению равна средней напряженности 
Е микро микроскопического поля. Было бы совершенно 
естественно аналогичным образом определить напря­
женность макроскопического магнитного поля. Однако 
исторически укоренилось иное определение, являвш ееся 
совершенно естественным с точки зрения представления 
о существовании магнитных зарядов  в молекулах, а 
именно, напряженность  макроскопического поля в м аг­
нетиках, которую мы в дальнейшем будем просто 
обозначать  буквой Я ,  определяется следующим соотно­
шением:

Я  =  / / Микро — 4 к М .  22(62.5)
Среднее ж е значение напряженности микроскопи­

ческого поля носит название вектора магнитной ин­
дукции и обозначается буквой В :

fi =  / / M„Kpo. 22(62.6)
Уравнение 22(62.4) может быть записано  следую­

щим образом:

rot (Ям„кро — 4 п Л 4 ) = ^  /,
так  что в новых обозначениях оно принимает вид

rot Я  =  у / ,  22(62.7)

а уравнение 22(62 .1) ,  (62.5) и (62.9) принимают вид 
d iv B  =  0; В  =  Я - \ - 4 л М . »

Аналогичная трактовка векторов содерж ится и у 
Л . Д. Л а н д а у  и Е. М. Л иф ш ица [24, § 29]:

«Вектор Я  связан  с магнитной индукцией В  
соотношением

В  =  Я  +  4 л М ,

аналогичным соотношению между_ электрической д е ­
дукцией D  и напряженностью Е .  Хотя вектор Я  
по аналогии с Е  называют обычно напряженностью
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магнитного поля, следует помнить, что в действитель­
ности истинное среднее значение напряженности есть 
В, а не Н».

Четкое'определение векторов поля и рассмотрение 
альтернативных возможностей приведено в книге 
К. А4. Поливанова [25]:

«При рассмотрении поля в поляризуемых вещест­
венных средах в уравнения Максвелла вводятся но­
вые векторы

D =  e0£ +  Р и Я =  — В — М. 25(3.1)
М-о

При этом векторы D  и Я часто определяются так 
невнятно, как, пожалуй, ни одна другая физическая 
величина... Вместе с тем ... попарно аналогичными 
следует считать векторы поля В  и Ё ,  векторы М  и Р ,  
характеризующие поляризованность вещества, и векто­
ры D  и Я. Такая аналогия совершенно очевидна 
с точки зрения современной электродинамики. Поэто­
му... Я- И. Френкель предлагал поменять наимено­
вания и обозначения для индукции и напряженности 
магнитного поля. Я. И. Френкель писал В  = Н  — 4лА4 
вместо обычного выражения в системе Гаусса 
Н =  В  — 4яМ, которое отличается от второго из урав­
нений 25(31) только коэффициентами. Однако такое 
переименование не привилось, а в некоторых случаях 
увеличило существующую невнятицу... Векторы Е  

и Б — это собственно векторы поля, векторы Р  и 
М  — это векторы, характеризующие состояние поляри­
зованного вещества, векторы D  и Я представляют собой 
лишь линейную комбинацию соответствующих пар век­
торов поля и поляризации. ...Сказанное нуждается в 
оговорке: в макроскопической теории при рассмотре­
нии поля в поляризованной среде векторы В  и Е  — 
это усредненные значения векторов поля. Сами урав­
нения 25(3.1) следует считать определениями векто­
ров D  и Я.»

Заметим, что в случае переименования векторов В  и 
Я первое уравнение Максвелла изменится:

rot Я =  /„ +  /«.
В общепринятой транскрипции уравнения плотность 

молекулярных токов /„ отсутствует, и, следовательно,
полагается, что Я= — В  — М  и векторы поля имеют од­

но
но и то же значение как в магнетике, так и в модели 
Ампера.

В [1] и [2] рассматривались две модели магне­
тика с молекулярными токами. Плотности объемных 
и поверхностных молекулярных токов выражались из­
вестными соотношениями:

yt) =  rotAi; j s =  M X n .  (28)
Плотности объемных и поверхностных сил, действую­

щих на магнетик, определялись по формуле Ампе­
ра — Максвелла:

fv = JvXB; (29)

f. = JsXt- t =  -1 (В. +  В). (30)
В (30) учтено, что в общем случае индукция в слое 

поверхностного тока претерпевает разрыв.
В «макроскопической» модели принималось, что на­

правленные встречно поверхностные токи соприкасаю­
щихся элементов частично компенсируются и основная

роль принадлежит токам, протекающим по поверх­
ности тела. В «микроскопической» модели каждый эле­
ментарный объем поляризованной среды зам ещ ался  
замкнутым поверхностным током и нескомпенсирован- 
ным объемным током. Обе модели приводят к одним 
и тем ж е  значениям в отношении действующей на 
тело результирующей силы. «Микроскопическая» мо­
дель позволяет судить об истинном распределении 
объемных и поверхностных сил, что важ но знать  при 
расчете деформаций в теле, вызываемых электро­
магнитными силами.

Ф ормула (5) объявлена А. В. Ивановым-Смолен­
ским и его единомышленниками «единственно правиль­
ной» и упорно приписывается ими Максвеллу. Но 
у М аксвелла в [23] этой формулы нет, а есть формула

/вн ~  p(rot Я X Я -Г у  g ra d  Я 2) — g rad  Рь  (31)

записанная  по аналогии с уравнением гидродинамики 
при эвристическом толковании соответствия между 
гидродинамическими и электромагнитными парам етра­
ми и величинами. Д ал е е  делалась  ссылка на коммента­
рий Больцм ана к [23], который будто бы приводит 
(31) к форме (5) в общем случае.

Процитируем примечание Больцм ана №  14 [23, 
стр. 205] к работе М аксвелла «О физических силовых 
линиях» [23] для того, чтобы уяснить, какая  задача  
реш алась  в рассмотренном там примере. Сохраним в ци­
тате гауссову систему единиц оригинала, но заменим 
обозначения на современные и скалярную форму з а ­
писи на векторную.

«Пусть однородная магнитная или диамагнитная 
жидкость находится в неоднородном магнитном поле 
и пусть она со всех сторон окружена неподвижными 
стенками. Повсюду в жидкости

div В  =  0; rot Я =  0.
Пусть, следовательно, внутри жидкости нет ни истин­

ного магнетизма (т. е. монополей.— Е. Л . ) ,  ни электри­
ческих токов. Тогда

g ra d  р \  =  ^  g rad  Я 2 — /,„■

Если, кроме того, внутри жидкости не действуют 
никакие внешние силы, т. е. если, например, отвлечься 
от силы тяготения, тогда / вн =  0, откуда

Р . =  £ / / 2 +  С.» (32)

Отметим, что Больцман рассматривал силу, дейст­
вующую на реальную магнитную жидкость, а не на 
воображ аемый всепроникающий эфир, иначе зачем же 
для  эфира стенки? Отождествление левой части (31) 
с внешними силами неэлектромагнитного происхожде­
ния, как  видно из приведенной цитаты, является не 
«заблуждением Львова» , как  утверж дает А. В. Иванов- 
Смоленский [6], а его собственным непониманием смыс­
ла  формулы (31) и разобранного Больцманом при­
мера. ОбЬбщение (32) на случай твердого ф ерромаг­
нитного тела нельзя отнести ни к Максвеллу, ни к Больц­
ману.

Ф ормула (5) выводилась различными методами 
в монографии И. Е. Тамма с оговорками относи­
тельно ее справедливости только для  диа- или п а р а ­
магнитной среды. Ограничение в § 66 [22] возникло из- 
за  замены в формуле для силы, действующей на токи, 
истинной напряженности магнитного поля Я  на соеднюю
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напряженность микроскопического поля //микро =  В  
(в гауссовой системе единиц), что допустимо только при 
пренебрежимо малой намагниченности М .  При выводе 
формулы в § 83 из энергетических соображений, 
как отмечалось в [2], не накладывалось условие М  =  
=  const при виртуальном перемещении, что вполне 
уместно при малом М .

Каждое из выражений объемных сил (1) — (5) м ож ­
но представить в виде дивергенции тензора второго 
ранга Т:

/ ц=  Div Т,  (33)

компоненты которого представлены формулами (6) — (9). 
Тензорная модификация теоремы Гаусса — Остроград­
ского позволяет заменить при нахождении результи­
рующей силы объемное интегрирование поверхностным 
интегрированием нормальной составляющей тензора
(Тп):

f vd V = ^ D i v T d V = ^ ( T n ) d S ,  (34)

где S — поверхность, охваты ваю щ ая объем К; п  — 
внешняя нормаль к поверхности.

Поверхностные интегралы (34), соответствующие 
различным выражениям тензоров, приведены в [2] 
(формулы 27— 30). Если поверхность, охваты ваю щ ая 
тело, целиком проходит в неполяризованной среде, то 
все формулы для результирующей силы приводят к од­
ному результату:

Ё =  j [ ( B „ n )  В „----- l- B l n \ d S , (35)

где Ъ н — индукция с внешней стороны поверхности.
Разность интегралов по внешней поверхности тела 

(35) и примыкающей к границе тела внутренней 
поверхности [2, (27— 30)] определяет отнесенную к по­
верхностному слою составляющую результирующей си­
лы. Выражения сил, отнесенных к поверхностному 
слою для различных моделей магнетика приведены в 
[3] (формулы 28— 31). Замена объемного интегриро­
вания поверхностным является формальной математи­
ческой операцией и составляющие поверхностного ин­
теграла (34) не имеют физического смысла. Интеграл 
по всей поверхности имеет смысл результирующей силы. 
Сказанное иллюстрируется простым примером.

Рассмотрим призму из материала с цг= 1 ,  поме­
щенную в равномерное магнитное поле, направленное 
по оси призмы. Согласно (35) поверхностный интеграл 
на торцах призмы будет иметь растягивающие состав­

ляющие с плотностью В 2п ,  а на боковых поверх- 2 цо
ностях — сжимающие составляющие с плотностью

-— — В 2п.  Очевидно, что составляющие противополож-
2 Цо

ных поверхностей взаимно компенсируются и результи­
рующая сила равна нулю. Этого и следовало ожидать, 
так как объемные силы отсутствуют. Если бы состав­
ляющие поверхностного интеграла имели физический 
смысл, то призма была бы подвержена растяжению 
в направлении оси и сжатию в перпендикулярных 
направлениях,, что привело бы к деформациям, ко­
торых на самом деле не наблюдается. М аксвелл, при­
держиваясь идеи близкодействия, придавал Т  смысл

тензора натяжений в воображ аемом эфире. Очевидно, 
что следует р а з л и ч а т ь ‘тензор поля Т и тензор упругих 
натяжений в физической среде.

Формулы М аксвелла  (1) и Эйнштейна — Л а у б а  (2) 
определяют взаимодействие элемента магнетика с полем 
цо#  внешних по отношению к трубке источников поля, 
но не учитывают взаимодействия с полем магнетика 
трубки. Это обстоятельство комментировалось в работе 
автора [2]. Там же отмечалось, что неучтенные состав­
ляю щ ие взаимодействия компенсируются по длине к а ж ­
дой трубки и, следовательно, не влияют на результи­
рующую силу. В этом можно убедиться, рассмотрев 
добавочные составляю щ ие тензора (8) и поверхност­
ного интеграла [2, (30) ], учитывающие взаимодейст­
вие между элементами магнетика, принадлеж ащ ими од­
ной и той ж е  трубке:

Д Тм =Щ-МрМя- (36)

AF =  \{Mn)MdS. (37)

Охватим поверхность S трубку поля М, упираю ­
щуюся торцами в ограничивающие тело поверхности.
Тензор (36) на торцах трубки претерпевает разрыв.
Д л я  того чтобы были учтены силы поверхностных торц е­
вых слоев, поверхность интегрирования S у торцов 
следует проводить с внешней стороны поверхности тела, 
где Л4=0. Р езультирую щ ая сила взаимодействия эл е ­
ментов трубки определяется интегралом (37). Так  как на 
боковых поверхностях (Л 4 я )= 0 ,  а на торцевых участках 
М—0, добавочная сила взаимодействия Д Е = 0 .

Формулы М аксвелла  и Эйнштейна — Л а у б а  даю т 
правильный результат в отношении результирующей 
силы при условии, что учитываются т а к ж е  силы, отне­
сенные к поверхностному слою. Необходимость знать  
истинное распределение объемных и поверхностных сил 
возникает при решении задач  теории упругости по 
определению натяж ений и деформаций, а т а к ж е  при 
определении вращ аю щ их моментов. В этих случаях 
требуемую информацию дает «микроскопическая» мо­
дель  [1].

Рассмотрим теперь возраж ения А. В. И ван ов а-С м о­
ленского и его единомышленников против концепций 
М аксвелла , Эйнштейна — Л а у б а  и Ампера. А. В. И в а ­
нов-Смоленский [6] считает, что «при выводе формулы 
д ля  объемной плотности сил в Т рактате М аксвеллом 
были допущены некоторые неточности при использова­
нии уравнения электромеханического преобразования 
энергии д ля  вы раж ения силы через изменение энергии 
при малом перемещении. Максвелл...  определяет плот­
ность электромагнитной силы, действующей на элемен­
ты магнетика, в виде производной некоей плотности 
потенциальной энергии намагниченного тела Ц7П =  
=  — (М Н ), которая не равна плотности его полной

магнитной энергии W = ( В Н ) .  Кроме того, перемеще­

ние элемента магнетика производится при постоянстве 
намагниченности M = c o n s t ,  а не при постоянстве токов 
контуров i = const.»

Но М аксвелл  при выводе (1) исходил не из закона  
электромеханического преобразования энергии (энерге­
тического б а л а н с а ) ,  а из положений аналитической 
механики. Поэтому применительно к (1) уместно об с у ж ­
д а ть  не энергетический баланс, а данное М аксвелломВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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определение потенциальной функции. Сопоставим д а н ­
ное Максвеллом определение потенциальной функции
[11] с потенциальной функцией хорошо изученного в 
механике гравитационного взаимодействия двух масс 
т 1 и т 2.

Будем рассматривать  массу т \  как источник грави ­
тационного поля, внешнего по отношению к т 2. Потен-' 
циальная функция определяется как работа, которую 
нужно совершить при удалении т 2 из исходного полож е­
ния в бесконечность при фиксированном распределении 
в пространстве гравитационного поля, что будет иметь 
место только при п и  =  const в процессе перемещения т 2 . 
Требование т 2 =  const в том ж е  процессе вытекает из 
условия независимости совершаемой работы от вида 
траектории. Представим массу т 2 в виде сосуда с отвер­
стием, заполненного сыпучим материалом. Тогда в про­
цессе движения сосуда наполнитель будет высыпаться 
через отверстие, масса т 2 будет переменной и соверш ае­
мая работа уже не будет инвариантна к траектории 
и времени движения.

Максвелл определял потенциальную функцию м аг ­
нитного поля аналогичным образом. В рассмотренной 
им задаче в роли внешнего поля выступало \lqH ,  а в роли 
воспринимающего силу элемента — магнитный момент 
М .  Требования в отноше_нии фиксированного распреде­
ления внешнего поля и M = c o n s t  в процессе движ ения 
аналогичны условиям m i = c o n s t  и m 2= c o n s t  в г р ав и т а ­
ционной задаче. Из сказанного следует, что упрекать 
М аксвелла в «некоторых неточностях» и отвергать 
формулу (1) нет оснований.

Формула Эйнштейна — Л а у б а  (2) отвергается 
А. В. Ивановым-Смоленским [6], Ю. В. Абрамкиным
[12] и другими критиками только на том основании, 
что она преобразуется в формулу М аксвелла (1).  
Положения магнетостатики, на которых основана ф о р ­
мула (2),  в статьях не комментировались. В озраж ения 
А. В. Иванова-Смоленского [6] и ряда других участ­
ников дисскуссии [12], [13], [15], [17] против модели 
магнетика Ампера основаны на неправильном истолко­
вании напряженности в поляризованной среде и пол­
ностью снимаются цитированными выше разъяснениями 
И. Е. Тамма, Л. Д. Л а н д а у  — Е. М. Л ивш ица и 
К. М. Поливанова.

В дискуссионной заметке [10] С. И. Фролов выдви­
нул требование взаимной независимости тока и индук­
ции в качестве условия применимости формулы Ампера. 
Это требование совершенно произвольно и не имеет 
ни теоретического, ни экспериментального обоснования. 
Его некорректность можно показать  на простом приме­
ре. Пусть проводник с током находится в поле катушки. 
В цепях катушки и проводника имеются реостаты с ме­
ханически связанными движками. При перемещении 
движков будут изменяться как ток проводника, так  и 
индукция катушки в месте расположения проводника 
и постулированное С. И. Фроловым условие не будет 
соблюдаться. Если ж е механическая связь  между д в и ж ­
ками отсутствует, условие соблюдается и «препятствие» 
к применению формулы Ампера устраняется. Соверш ен­
но очевидно, что при фиксированных положениях д в и ж ­
ков сила будет одной и той же, независимо от того, св я ­
заны движки друг с другом или нет, и формула Ампера 
будет давать  один и тот ж е результат в обоих случаях.

В качестве примера, который, по мнению авторов, 
опровергает модель Ампера, в статьях Б. Л. Алиевского
[13] и Д. Г. Ашмарина и Н. А. Серихина [8], рассм атри ­

валась  униполярная машина. Предметом обсуждения 
был момент скручивания магнитопровода индуктора. 
В приложении 1 показано, что амперовы токи элемента, 
вырезанного из трубки поля индуктора со сплошным 
магнитопроводом, не создают вращ аю щ его  момента.

Авторы [8] и [13] приписывают модели Ампера 
момент, якобы создаваемы й молекулярными токами на 
внутренних цилиндрических поверхностях левого и 
правого дисков. В этом они ошибаются, ибо трубку 
поля В И в статоре индуктора, упирающуюся торцами 
в цилиндрические поверхности дисков, можно разбить 
на малые по длине элементы, для  каж дого  из которых 
вращ аю щ ий момент равен нулю. А сумма сколь угодно 
большого, но конечного числа нулей, есть нуль. Зам ена 
объемных сил поверхностными эквивалентна лишь в 
отношении результирующей силы, которая в данном 
случае равна нулю. При такой замене теряется информа­
ция о месте приложения сил, которой необходимо 
располагать  д ля  вычисления момента.

Непонимание этих обстоятельств привело В. Л . Али­
евского к ошибочным суждениям, проявившимся как в 
названии статьи [13] «О недопустимости применения 
модели магнетика по Амперу для  электромагнитных 
сил», так  и ее тексте: «Удачным объектом д ля  экспери­
ментального подтверждения формул ... в общем случае 
может служ ить  униполярный генератор постоянного 
тока». Не менее категоричны и Д. Г. Ашмарин с 
Н. А. Серихиным [8]: «Результаты эксперимента под­
тв ер ж д аю т ... недопустимости применения формул Л ь в о ­
ва..., выведенных с помощью модели Ампера, д ля  расче­
та  электромагнитных сил, действующих на магнетики 
в экспериментальной установке».

По данным [8] в экспериментальной установке 
наблю дался  некоторый скручивающий момент. Его появ­
ление м ож но объяснить тем, что в экспериментальной 
установке диски статора соединялись не трубой, а 
стерж нями, разъединенными воздушными зазорам и. 
Б л а го д а р я  за зо р ам  индукция в стержнях, порож даем ая  
токовым слоем, получила аксиальную составляющ ую, 
з а  счет которой и возник скручивающий момент.

Другой пример, якобы опровергающий макроскопи­
ческую модель магнетика [1, 2 ] ,  основанную на пред­
ставлениях  Ампера, приведен в статье А. В. И ванова- 
Смоленского, В. И. Ц уканова и А. В. Д ав ы д ов а  [7]. 
Авторы поместили замкнутый зубчатый магнитопровод 
внутрь тороидальной катушки [7, рис. 2] и измеряли 
микрометром деформ ацию  его врешнего диам етра  под 
действием магнитного поля. Там ж е произведен расчет 
деформ ации под действием сил, определяемых р азли ч ­
ными вы раж ениям и тензоров. Выполненные авторами 
расчеты ' вызывают возражения. Зубчатый магнито­
провод представляет собой тонкую оболочку с цилиндри­
ческой симметрией, и д ля  расчета деформаций необходи­
мо было располагать  распределением сил по ее пери­
метру и правильно определять реакцию опор секции.

Вместо того чтобы искать распределение сил по 
длине магнитопровода, авторы [7] определяли компо­
ненты тецзора на поверхности, охватывающ ей квадрант 
магнитопровода (см. [7], рис. 6).  Но по этим компонен­
там можно найти лиш ь результирующую силу, дейст­
вующую на квадрант. Сила, действую щ ая на элем ентар­
ный участок магнитопровода, может быть найдена по 
компонентам тензора на поверхности, охватывающей 
участок. Такой расчет по тензору макроскопической 
модели магнетика (7) для  участка, выделенного на 
впадине зубца, произведен в приложении 2. Результи-Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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рующая сила элемента плоской впадины (П-21) н а п р а в ­
лена по_норм_али к плоскости, так  как компоненты 
тензора /г и (П-20) на торцах элемента взаимно 
компенсируются. Авторы же [7] рассм атривали  f t  на 
граничном торце секции магнитопровода как  плотность 
реально действующих сил. Способ заделки концов сек ­
ции магнитопровода ( [7 ] ,  рис. 7),  принятый авторами 
при расчете деформации, не согласуется с граничными 
условиями. Б лагодаря симметрии магнитопровода в 
реакции соседней секции не может присутствовать в р а ­
щающий момент. Правильная заделк а  концов указана  
на рис. ПЗ.

Н еизбеж ная по технологическим причинам асим ­
метрия секций магнитопровода может проявляться в 
различии внутреннего и наружного радиусов, кривизны 
поверхностей вершин и впадин зубцов, отклонении но­
жек зубцов от радиального направления и нарушении 
центровки магнитопровода внутри катушки. Эти ф а к то ­
ры будут влиять на результаты измерения в экспери­
ментальном макете. Различие радиусов секций приведет 
к отклонению средней линии сечения от окружности. 
Кривизна поверхностей впадин и вершин зубцов приве­
дет согласно (П-20) к дополнительной радиальной с о ­
ставляющей силы на участках этих поверхностей, так  
как удельные силы / 2  и / 4, отнесенные к торцам элем ен­
тарных участков, не будут коллинеарными. З н а к  этих 
сил определяется знаком кривизны поверхностей. 
Все участки магнитопровода подвержены продольному 
изгибу за  счет сил, действующих в осевом направлении. 
На деформации продольного изгиба будет влиять кри­
визна поверхностей впадин и вершин зубцов и н ач ал ь ­
ное отклонение ножек зубцов от радиального н ап р а вл е ­
ния. Смещение центра магнитопровода относительно 
центра катушки приведет к несимметрии поля в н ап р а в ­
лении смещения и неравномерности деформаций.

Итак, для того чтобы измеренная на макете д е ф о р ­
мация могла служить подтверждением или оп роверж е­
нием той или иной концепции электромагнитных сил, 
необходимо располагать детальным распределением 
поля по длине и сечению магнитопровода, не противо­
речащим условиям div Н—0 и rot Н—0, найти расп ре­
деление электромагнитных сил подлине магнитопровода 
и корректно решить задачу  определения деформаций. 
Следует такж е оценить влияние перечисленных выше 
факторов на результаты измерений, что возможно вы ­
полнить, только если отклонения магнитопровода от 
принятой в расчете конфигурации известны. П риведен­
ные в [7] данные далеки от этих требований, а в отно­
шении силы, действующей на граничный торец секции, 
явно ошибочны. Опытный макет, обладая  достоинством 
в простоте измерения деформации, весьма сложен 
в отношении расчета поля и деформаций. Кроме того, 
макет подвержен влиянию трудно контролируемых 
факторов и потому вряд ли может быть признан удачным 
объектом для экспериментальной проверки той или иной 
теории.

В дискуссионной заметке [9] В. С. Могильников и 
А. М. Олейников оспаривают справедливость модели 
Ампера при расчете сил в магнитной системе в виде 
рамы с находящимся в ее просвете сердечником ( [9], 
рис. 1). Поле в магнитной системе возбуж далось  
расположенными на раме и сердечнике обмотками. 
Силу, действующую на раму, авторы определяли по 
формуле Ампера как результат взаимодействия молеку­
лярного тока, возбуждаемого обмоткой рамы под полю­
сом сердечника, с индукцией в воздушном зазоре.  Р а с ­

четное значение сил оказалось  существенно большим, 
чем в эксперименте.

Проведенный авторами расчет вы раж ает  не резуль­
тирующую силу в направлении оси рамы, а лиш ь одну 
из ее составляющ их. На той ж е примыкающей к полюсу 
поверхности будут индуцироваться направленные пер­
пендикулярно к плоскости чертеж а молекулярные токи 
за  счет нормальной составляющей индукции, которые 
дадут  другие составляю щ ие осевой силы. Осевые состав­
ляю щ ие силы будут иметь место т а к ж е  на внутренних 
и наруж ных поверхностях поперечных стержней рамы. 
Р езультирую щ ая сила определится суммированием всех 
осевых составляю щ их с учетом их знака .  Для- проведе­
ния такого  расчета необходимо располагать  картиной 
поля, удовлетворяю щ ей закону полного тока и условию 
непрерывности тока.

Р ассматриваем ы й пример вообще не может быть 
использован д ля  оценки адекватности различных кон­
цепций электромагнитных сил, так  как в отношении 
результирующей силы, действующей на окруженное 
немагнитной средой тело, они все эквивалентны и при­
водят к одной и той ж е  формуле (35).

В статье [16] В. А. Кузнецов предпринял попытку 
отвергнуть все иные, кроме (5) и (9),  вы раж ения объем ­
ных сил и тензоров поля из-за их якобы несоответствия 
теории подобия. Он ввел для  геометрически подобных 
магнитных систем м асш табные коэффициенты по плот­
ности тока n i j ,  напряженности т н , индукции т в , прони­
цаемости т ц, линейным размерам  m i  и плотности сил m f  
и установил три соотношения подобия:

mi _  j .  m;m; _  тв
m ^ m s m H ' т н  ’ т цт я (38)

Лю бые три из перечисленных шести масштабных 
коэффициентов считались независимыми. Р ассм атри вая  
м асш табны е коэффициенты составляю щ их объемных 
сил, автор установил, что все они идентичны только 
в формуле (5). Аналогичный анализ был проведен и для  
тензоров поля.

Автор [16] совершил ошибку, априорно приняв 
число независимых масштабных коэффициентов, вместо 
того чтобы определять его из структур уравнений. Число 
критериальных соотношений между м асш табными коэф ­
фициентами как раз  и выбирается из условия идентич­
ности м асш табов  всех слагаемых. В рассматриваемом 
случае применительно ко всем отвергаемым автором 
[16] формулам к соотношениям (38) добавится  условие 
m (i=  1 и число независимых масш табных коэффициентов 
со к р ащ ается  до двух.

Условие т ^ =  1 непосредственно из (7) не вытекает. 
Но возм ож ность  произвольного выбора т ц является 
каж ущ ейся ,  так  как магнитное поле сосредоточено не 
только в магнетике, но и в воздухе, проницаемость 
которого постоянна. М асш табный коэффициент т  
долж ен  быть одним и тем ж е  во всем пространстве^ 
занимаемым полем, и по необходимости приходится 
принимать т ц= 1  д а ж е  применительно к (7).

Таким образом, сама по себе теория подобия не по­
зволяет отдать предпочтение тем или иным в ы р а ж е­
ниям для  объемных сил и тензоров поля, ибо ни одно 
из них не противоречит теории подобия.

В работе [3] автором совместно с М. А. Молодцовой 
было осуществлено сравнение расчетных и экспери­
ментальных деформаций стального тороидального сер­
дечника под действием магнитного поля. Расчет объем ­
ных сил проводился по формуле (4),  учитывающейВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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взаимодействие элемента магнетика с другими элемен­
тами той же самой трубки. Расчетные деформации 
достаточно хорошо согласовались с данными экспери­
мента. Расчетные деформации по объемным и поверх­
ностным силам, в которых это взаимодействие не учи­
тывалось, были на несколько порядков меньше. Экспери­
мент подтвердил, что опускать силы взаимодействия 
элементов, принадлежащих одной и той ж е трубке, нель­
зя, если требуется знать истинное распределение 
объемных и поверхностных сил, что необходимо, на­
пример, для расчета деформаций.

Измеренная относительная аксиальная деформация 
сердечника составляла е = 1 , 5 6 - 1 0 - 7 . Авторы [7], 
[11] и [18] отмечали, что при столь малых деформациях 
на результаты измерений будут влиять побочные яв л е ­
ния: разность температур тензодатчика и компенси­
рующего резистора, температурная деформация сер­
дечника и магниторезистивный эффект.

При проведении эксперимента наблюдался дрейф 
выходного напряжения измерительного моста, вы зван­
ный температурными факторами. Поэтому показания 
микровольтметра фиксировались через короткий интер­
вал (t  =  3 с) после включения катушки, достаточный 
для успокоения стрелки прибора. Д рейф за время изме­
рения оценивался величиной 0,1 мкВ и составлял при­
мерно 3 %  измеряемой величины.

Д ля  оценки разности температур между тензодат­
чиком и компенсирующим резистором, которая приводит 
к тому же небалансу на выходе измерительного моста, 
что и предполагаемая деформация е, авторы [7], [11] 
и [8] использовали соотношение

Дт =  е р / а ,
где (5 =  80 — коэффициент тензочувствительности д а т ­
чика; а  — его температурный коэффициент.

Авторы [7] приняли е = 1 ,4 -1 0 ~ ®  (отличное от д е ­
формации на экспериментальной установке) , а  =  0,0045, 
Р =  80 и получили Ат =  2 ,5 -1 0 ~ 4 К. Оценки [11] при 
е = 1 , 5 6 - 1 0 ~ 7, (3 =  80, а = 0 , 0 0 2 5  и [18] при тех же е и (3 
и а  =  0,0045 составляли соответственно 5 , 0 - 10~3 К и 
2 ,8 - 1 0 - 3 К.

В приложении 3 произведен расчет процесса нагрева 
сердечника и определено, что за  ̂=  3 с его температура 
изменится на 7 ,7 - 10~5 К, что составляет 1,5 % крити­
ческой разности температур, определенной в [11] при 
значении а ,  соответствующем типу тензодатчика. Т акая  
погрешность будет иметь место в случае, если компен­
сирующий резистор будет оставаться холодным, а нагре­
ваться будет только тензодатчик. И з-за  малости погреш­
ности нет необходимости учитывать различие в усло­
виях нагрева тензодатчика и компенсирующего резисто­
ра. Компенсирующий резистор помещался рядом с тен­
зодатчиком не столько для того, чтобы реагировать 
на изменение температуры за  время измерения, а для 
облегчения балансировки моста после длительного про­
текания тока через катушку.

Тепловой расчет, проведенный в [18], вызывает воз­
ражения. Тензодатчик приклеивался к сердечнику под 
давлением и тепловое сопротивление между прилегаю­
щими поверхностями датчика и сердечника можно счи­
тать пренебрежимо малым. Температура тензодатчика 
практически не отличалась от температуры сердечника, 
которую автор [18] считал равной нулю. Кроме того, 
принятое в расчете допущение об адиабатическом н а ­
греве обмотки противоречит передаче тепла от обмотки 
к сердечнику в том же процессе.

Относительная температурная деформация сердеч­
ника за время измерения ет =  а стс =  7 ,7 -Ю -10 (где 
а с= 1 0 ~ 6 — температурный коэффициент расширения 
стали) ,  что составляет 0,5 % измеряемой деформации.

Магниторезистивный эффект проявляется в изме­
нении сопротивления датчика под действием магнитного 
поля. Согласно [27] в поперечном по отношению к оси 
датчика магнитном поле В

AR/R = (U„Bf [l +  ( ^ - ) 2] -

где С7П =  0,12 м2/ В - с  [28] — подвижность электронов 
в кремние.

Индукция поля в месте нахождения датчика 

В =  ро =  1,21 -10 4 Тл./ЛП2

Относительное изменение сопротивления датчика 

Д /? /К  =  2 , 9 1 - 1 0 - |0 =  0,17 % от е.
Приведенные оценки показывают, что температурные 

эффекты за  время измерения приводят к погрешностям 
не более нескольких процентов, а магниторезистивный 
эффект пренебрежимо мал. Поэтому нет оснований сом­
неваться в достоверности проведенного в [3] экспери­
мента.

Выводы. 1. В озраж ения против фундаментальных по­
нятий классической электродинамики в отношении 
концепции Ампера об эквивалентности поляризован­
ной среды системе молекулярных токов и введенного 
Максвеллом выражения объемных сил через градиент 
потенциальной функции, выдвинутые в ходе дискуссии, 
оказались  несостоятельными.

2. М аксвелл в Трактате и Эйнштейн и Л ау б  р ас­
сматривали взаимодействие элемента магнетика с полем 
ро#, которое имеет место в полости трубки поля М  
после удаления из нее магнетика. Опущенные при т а ­
ком рассмотрении силы взаимодействия элемента м аг­
нетика с другими элементами той ж е самой трубки не 
оказываю т влияния на результирующую силу, так  как 
они взаимно компенсируются по длине каждой трубки, 
упирающейся торцами в поверхность, ограничивающую 
тело.

3. При нахождении результирующей силы, дейст­
вующей на намагниченное тело, окруженное немагнит­
ной средой, необходимо учитывать не только объемные, 
но и поверхностные силы, отнесенные к участкам поверх­
ности тела, на которых тензор поля претерпевает разрыв.

4. Зам ена интегрирования распределенных по объе­
му сил интегрированием нормальной составляющей 
тензора поля по наружной поверхности тела является 
формальной математической операцией, справедливой 
лишь в отношении результирующей силы и не несущей 
информации об истинном распределении сил.

5. В ы раж ения компонент тензоров поля, объемных 
и поверхностных сил, построенные на базе микроско­
пической модели замещ ения магнетика молекулярными 
токами, учитывают взаимодействие элемента магнетика 
не только с полем ро#, но и с полем остальных принад­
леж ащ и х  той ж е трубке элементов. Учет этих дополни­
тельных составляющ их дает  представление об истинном 
распределении объемных и поверхностных сил, которое 
необходимо знать  при расчете деформаций и моментов.
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Рис. П1. Магнитная система униполярной машины

На результирующую силу, действующую на окруж ен­
ное немагнитной средой тело, дополнительные состав­
ляющие влияния не оказывают.

6. Экспериментальные значения деформаций, вы зы ­
ваемых магнитным полем в тороидальном стальном сер­
дечнике, согласуются с расчетными данными, базирую ­
щимися на микроскопической модели магнетика. В хо­
де дискуссии отмечалось, что на результаты измерений 
оказывают влияние температурные и магниторезистив­
ный эффекты. Приведенные в настоящей статье оценки 
показывают, что в условиях эксперимента указанные 
эффекты приводят лишь к погрешностям порядка не­
скольких процентов от измеряемой деформации, что 
согласуется с наблюдавшимся при проведении экспери­
мента дрейфом.

7. Приведенные в дискуссионных статьях контр­
примеры, опровергающие по мнению авторов модель 
Ампера, сопровождались некорректными расчетами и не 
могут служить подтверждением высказанного авторами 
мнения.

8. Рекламируемые А. В. Ивановым-Смоленским и 
другими участниками дискуссии «единственно правиль­
ные формулы» для электромагнитных сил и тензора по­
ля не дают представления об истинном распределении 
сил по объему, выделенному внутри тела магнетика, 
и приводят к правильному результату лишь в отноше­
нии результирующей силы.

Приложение 1. Крутящий момент на статоре унипо­
лярной машины. Магнитная система униполярной м аш и­
ны представлена на рис. П1, где приняты обозначе­
ния: 1, 2,  3  — статор индуктора, 4  — ротор, 5 — токо­
вый слой, 6  — обмотка индуктора. На рисунке не у к а з а ­
ны щетки, соединяющие неподвижную и подвижную 
части токового слоя, так как предполагается, что по­
следняя заторможена.

В статоре индуктора, представляющем собой единое 
тело, можно выделить диски / ,  трубу 2  и кольца 3  с р а з ­
личной конфигурацией поля. Вырежем из трубки поля 
В н индуктора элементарный объем d V  (рис. П2, а )  
и заменим содержащийся в нем магнетик молекуляр­
ными токами, распределенными по поверхности элемен­
та с плотностями j a и (рис. П2, б ) :

ja — {y-r—\)Ha', /и  =  ( | V —] ) / / и ,  ( П - 1 )

где Я ,  и Я ,  — напряженности полей токового слоя 
и индуктора.

Молекулярный ток с плотностью j a замыкается через 
поверхности 1, 4,  2,  3 ,  а ток с плотностью — через 
поверхности 5,  3,  6 ,  4 .  П олагая  p r =  const,  убедимся 
в том, что поверхностные токи будут замкнутыми.

Замкнутость тока At'„ очевидна из симметрии на 
противоположных поверхностях элемента. Проверим 
равны ли токи на поверхностях 1 и 2 .  По закону пол-

Рис. П2. Элемент магнитопровода индуктора 

ного тока

Д  aiC i — lwa
2л =  1,2, (П-2)

где I w a — нам агничиваю щ ая сила токового слоя;

Лш =  /шГ,<Ар =  (рг-  l ) - ^ d < p .  (П-3)

Следовательно, d i a \ = d i a2 и поверхностный ток 
замкнут. В случае, когда const,  токи d i a \ и d i a2 
будут различны и замыкание токов будет осущ ествлять­
ся не только по поверхности, но и по объему. В д а л ь ­
нейших рассуж дениях мы будем оставаться в рамках 
допущения относительно цг =  const.

В соответствии с (30) на поверхностные м олекуляр­
ные токи действуют силы, распределенные с плотностя­
ми [ац, / иа, f aa и (рис. П2, в ) .  Первый индекс отме­
чает ток, на который действует сила, а второй — поле, 
с которым взаимодействует ток. Силы с плотностями 
faa и создают в элементе деформации растяж ения 
и крутящего момента не создают. Крутящий момент 
Ат аи относительно оси машины способны создавать 
лишь силы с плотностью fan на поверхностях 1 и 2.  Эти 
ж е силы создают крутящий момент относительно центра 
элемента Ат * н, которому противодействует пара сил 
с плотностью f„a на поверхностях 5 и 6:

[та —— jaiff*;, /=  1,2;
fttai == j a i , J =  5, 6,

где В ш  и Bai  — средние индукции в слоях поверхностных 
молекулярных токов.

Так как  B Hi и Вш направлены нормально к поверх­
ностям 1, 2  к  5 ,  6  соответственно и, следовательно, 
не претерпевают разрыва, то

< B a i =  B ai\ B Hi =  B Hi. (П-5)
Согласно (П -1) ,  (П-4) и (П-5)

faHi =  ( \lr  \ ) H aiB „ i, i =  1, 2;
/иш^(р-г 1)77иiBai, г =  5, 6.

Силы, действующие на поверхности элемента:

(П-6)

(П-4)

d  F а,и — /аи/Гidtpdcii — (ц г 1 fî dcpcfa,; (П-7)Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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dFnai =  f w u A l d a  =  ( \ i r —  l ) H KB aA l d a ,  (П-8)
причем Н И, В а и d a  в (П-8) относятся к среднему 
радиусу:

т = у ( г , + т 2). (П-9)

Поток элементарной трубки поля индуктора

й(Фи =  B Hir i d f f d a i  =  \ i H n r d ( f d a .  ( П - 10)

где B ni и В и  — нормальная и тангенциальная состав­
ляю щ ие индукции в центре t-й площадки.

На площ адках 1 и 3  элемента впадины тангенциаль­
ные составляю щ ие индукции претерпевают разрыв. Д ля  
того чтобы был учтен и тензор поверхностного слоя, 
необходимо подставлять в (П-19) В х\ и В т3 с внешней 
стороны поверхностей.

Будем полагать, что в элементе впадины существует 
индукция только в направлении орта еф (рис. ПЗ). Д ля  
площадок 1— 4  элемента впадины

Индукция токового слоя

B a =  \ i H a. (П-11)
Согласно (П-7),  (П-8),  (П-10) и (П-11)

d F a„i =  ( \ ir — 1)ЯШДФ„; (П-12)

« 1  =  — е г; Т 1 —  бф) В п\ =  0; Вт 1 — цо//ф1,
п 3 —  е г \ ^з — £<р» B n i =  0; В  тз =  — |ХоЯф3:
ft 2 — бф, Т2 =  е,; _ В П2 =  В Ф; Вт2 =  0;
ft 4 — бф, т 4— —  е , \ ВпА =  ВФ; В ,4 =  0.

d F n ai =  ( V r - \ ) Н а4 Ф 1 . (П-13)

Момент относительно оси машины с учетом (П-2) 

d m m i =  r id F a n i =  ( Ц г - 1 )  - § ^ Ф „ .  (П-14)

Согласно (П-19)

I _ " Ц0 1_г2 ./1 — е' ~2

f2=e<p_2 ^ B*;

фЗ»

f 4 — е V п ~  В <(■4 Ц 0
■ (П-20)

Результирую щ ая сила элемента

Моменты относительно оси машины, создаваемые си­
лами площадок /  и 2 ,  равны по величине и противо­
положно направлены. Результирующий момент d m a„ =  
=  d m ani — d m m 2 равен нулю. Скручивающий момент от­
носительно центра элемента за  счет пары сил d F m \ 
и d F m2:

d t n m  =  k l \ d F a H \ + k h d F aK2, (П-15)
где Д/i и Д/2 — расстояния между центром элемен­
та и поверхностями (рис. П2, а ) ,  определяемые усло­
вием

Д Л , „ | Д / , = ^ ай2Д/2. (П-16)
Так как Д/ i + Д / 2 =  Д/, то согласно (П-12),  (П-15) 

и (П-16)

d r n m = ^ — z— -— /да<ДФ„, (П-17)znr
где г  выражается формулой (П-9).

Скручивающий момент за  счет пары сил d F a«5 и d F m e 
с учетом (П-13) и (П-2)

d m l a  = r d < p d F Ha =  (>1,Г 1)А/ l w adG>H. (П-18)2лг
Моменты d m * n  и d m * a взаимно компенсируются, 

и результирующий скручивающий момент элемента 
равен нулю.

П р и л о ж е н и е  2.  Силы, действующие на элемент в п а ­
дины зубчатого сердечника. Зубчатый ферромагнитный 
сердечник расположен внутри тороидальной обмотки [7]. 
Секция сердечника представлена на рис. ПЗ. Будем по­
лагать, что поверхности впадины и вершины зубца я в ­
ляются плоскими. Выделим элемент на впадине зубца 
и по тензору макроскопической модели магнетика (7) 
определим результирующую силу, действующую на 
элемент.

Введем орты и т, по нормали и касательной 
к плоскостям элементов ( t = l 4 - 4  — номер плоскости). 
Укажем такж е орты е г и еф общие для всех плоскостей 
(рис. П4). Согласно (7) вектор плотности силы для к а ж ­
дой из площадок элемента принимает вид

Ф<=  ~  [  ~2 ( В 2/ Bxi) tii - | - B„iBriTi J , ( П - 1 9 )

d F  =  Ь [ ( f , +  h )  A x  +  (f2+  U )  a]  =  -  H 2v3) b A x ,
(П-21)

где b — размер сердечника в направлении, перпенди­
кулярном плоскости рисунка.

Аналогичной формулой определяется и результи­
рую щ ая сила, действую щ ая на элемент, выделенный 
на вершине зубца. Д л я  элементов ножки зубца и для 
граничных элементов, в которых ось магнитопровода 
претерпевает излом, можно совершить аналогичные вы­
кладки и найти распределение сил по перименту сек­
ции магнитопровода. Д л я  доведения расчета до числен­
ного результата необходимо располагать  картиной поля, 
определяющей В„ и Вт на поверхностях элементов.

П р и л о ж е н и е  3.  Процесс нагрева тороидального сер­
дечника. К внешней цилиндрической поверхности сер­
дечника 1 (рис. П5) в направлении ее образующей при­
клеен тензодатчик 2.  Рядом располагается свободно 
прилегающий к поверхности сердечника компенсацион­
ный резистор 3 ,  положение которого фиксировано нало­
женным сверху тонким слоем незасыхающей замазки. 
Резисторы защ ищ ены  от обмотки 4  картонной проклад­
кой 5, покоящейся на распорках 6.

Геометрические и электрические параметры макета:

Рис. ПЗ. Секция зубчатого Рис. П4. Элемент впадины зубца 
сердечникаВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Схеме замещ ения соответствует дифференциальное 
уравнение

[ (Г ,р +  \ ) ( Т 2р +  1 ) +  Т 3р]сс =  R T„PK, (П-22)
где p  =  d / d t  — оператор дифференцирования; Т\  —  
=  С „ £ ТН =  47,3 с, 7’2 =  С с^ т „ =  626 с , T3 =  C cR t » =  
=  1,34 • 103 с.

Решение (П-22) при скачкообразном изменении 
Р„ и нулевых начальных условиях

Рис. П5. Развертка внешней поверхности сердечника

Рис. П6. Тепловая схема замещения

внутренний, наружный радиусы и высота стального сер­
дечника Pi =  l ,3 6 X lO -2  м, Р 2 =  2 ,4 -1 0 ~ 2 м , /i =  2,41 X  
Х Ю ~ 2 м; изоляционные зазоры (см. рис. П5) 8i =  
=  10~3 м (воздух), 62 =  0 ,5 -10_3 м  (картон), 63 =  
=  0 ,2 -1 0 ~ 3 м (полиэтиленовая изоляция) ; сечение про­
вода, его длина, сопротивление и ток обмотки q K =  
=  0 ,1 2 -10~6 м2, /м =  8,7 м, Р  =  1,35 Ом, /  =  0,12 А; 
коэффициенты теплопроводности воздуха, картона и 
изоляции ХВозд =  2,57-10- 2  В т /м - К ,  Хкарт =  0,2 В т /м - К ,  
А,из =  0,3 В т /м -К .  Удельные массовые теплоемкости меди 
и стали срм =  0 ,39-103 Д ж / к г - К ,  срс =  0 ,46-103 Д ж / к г Х  
Х К .  По геометрическим параметрам вычисляются объе­

мы стали и меди и поверхность тороида КС =  28 ,5Х  
Х К Г 6 м3, К„ =  1 ,04-10_6 м3, S =  6 ,9 2 -1 0 ~ 3 м2.

На тепловой схеме замещения (рис. П6) обозна­
чены: Рм — мощность, выделяемая в обмотке;
Рт„ — тепловое сопротивление теплоотдачи в окружаю­
щее пространство; Р™ — тепловое сопротивление тепло­
отдачи от обмотки к сердечнику; С, и Сс — теплоем­
кости обмотки и сердечника; тм и тс — превышения тем­
пературы меди обмотки и сердечника.

При составлении схемы приняты упрощающие допу­
щения: равномерное распределение температуры по 
объемам меди и стали и представление катушки в ви­
де сплошного токового слоя. Кроме того, в схеме не учи­
тывалась малая по величине теплоемкость изоляцион­
ного промежутка между обмоткой и сердечником.

Численные значения параметров схемы:

Р М =  / 2Р =  1 ,94-10~2 Вт; Р тн=  1 . ( б з А из+ 1 //гт )  =

=  13 К /В т; Рти— (б1/Хвозд“Ь бгАкарт бзАиз) —

=  6,08 К /Вт,

где /гт= 1 1 ,2  В т / ( м 2-К) — коэффициент теплоотдачи 
с наружной поверхности обмотки в окружаю щее прост­
ранство (см. [26] ) ;

См =  СрМКмум =  3,64 Д ж / К ;  Сс=С рСКсУс =  ЮЗ Д ж / К ;
где у„ =  8,93-103 к г /м 3 и ус =  7,88-103 к г /м 3 — плот­
ности меди и стали.

Тс =
р  lP%CмРт\

(П-23)4 Р\—Р2 '
где р \  =  — 6,75-10  2 1 /с  и р 2 =  — 5,0 - 1 0  4 1/с — кор­
ни характеристического уравнения

( 7 > + 1 ) ( 7 > + 1 ) + 7 >  =  0. (П-24)

В конце интервала измерения / =  3 с показатели 
экспонент (П-23) \ p \ t \  = 0 ,2 0 2  и |р 2/ |  =  1 ,5 -10-3  по 
абсолютному значению существенно меньше единицы, 
что позволяет применить разлож ение экспонент в ряды, 
где удерж иваю тся члены не выше квадратичных. 
Тогда (П-23) примет вид

и превышение температуры сердечника вместе с распо­
ложенными на нем резисторами будет составлять 
в момент / =  3 с тс =  7,66-10~~3 К.
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ЛЬВОВ Е. Л.

УДК 621.318.1.013.001.24.001.8

Сопоставление формул Максвелла с другими формулами для 
расчета электромагнитных сил в магнитном поле

ИВАНОВ-СМОЛЕНСКИЙ А. В., доктор техн. наук

Применяемые в настоящее время способы расчета 
электромагнитных сил (ЭМС) в магнитном поле пред­
ложены в 1861 г. великим английским ученым 
Дж. К. Максвеллом в его малоизвестной работе «О фи­
зически . силовых линиях» [1, 2].

Опираясь на представления Лагранжа, Максвелл 
установил два вытекающих из закона сохранения 
энергии способа расчета ЭМС, действующих на вы­
деленный объем V магнитного поля (рис. 1).

Способ 1. Определение ЭМС F  по объемной J и по­
верхностной, fs плотностям ЭМС в магнитном поле:

F =  \  fd V + \ JsdS, (1)
v  s,

где Sp— поверхности разрыва магнитной проницаемо­
сти внутри выделенного объема.

Способ 2. Определение ЭМС F  по натяжению Тп 
в магнитном поле:

F =  \  TndS, (2)
s

где 5 — поверхность, охватывающая объем V и все по­
верхности разрыва магнитной проницаемости Sp, имею­
щиеся в этом объеме.

П е р в ы е  ф о р м у л ы  М а к с в е л л а  д л я  у д е л ь н ы х  э л е к т р о ­
м а г н и т н ы х  с и л  в  м а г н и т н о м  п о л е  р " ,  р " ,  Г#11, п р е д ­
л о ж е н н ы е  в  [ 2 ] .  В упомянутой работе «О физических 
силовых линиях» [1, 2] Максвеллом были не только 
установлены два возможных способа расчета ЭМС,

но и предложены формулы для объемной плотности 
ЭМС —

Р" — 7 х В — 0 , 5 Н 2 grad р, (3)
для поверхностной плотности ЭМС на границе, отде­
ляющей среду а  с магнитной проницаемостью р0 от 
среды b  с магнитной проницаемостью ja* —

Р "  =0,5Я(,[/Р(]Ха— [Хб)Ч-В^(1/Цб— 1/р.а)], ( 4)
где пь — нормаль к границе, направленная в сторону

g r a d  у

Ш

Рис. 1. Определение электромагнитной силы, действующей на 
выделенный объем V, через объемную [  и поверхностную /, 
плотности ЭМС или через натяжения Г„ в магнитном полеВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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среды Ь; В п и Н т — нормальная составляю щ ая ин­
дукции и тангенциальная составляю щ ая напряж ен­
ности на границе, и для натяжения, действующего 
в магнитном поле на элемент поверхности с нор­
малью п ,

7™1 = ^ М Н Н п - 0 , 5 п Н * ) = Т й }  +  7%', (5)
где f jy  = п Т У №  = 0 ,5 р ,0Рг(Я^ — Н ^ ) п  —  нормальная сос­
тавляю щ ая натяжения, = т 7 'й 1 =  р0р г/ / пЯ хт — т а н ­
генциальная составляющ ая натяжения.

Формулы (3) — (5) пригодны для  магнитного поля 
в нелинейной изотропной среде, описываемого уравне­
ниями rot H  —  J,  div fi =  0, В =  р / / ,  К которым доб авле­
ны соответствующие граничные условия. После реш е­
ния этих уравнений при заданных распределениях 
плотности токов J  —  J ( x ,  у ,  г )  и магнитных проницае­
мостей р = р ( В ,  х , у ,  г )  и нахождения распределе­
ний Б = В ( х ,  у ,  z), Н  = Н ( х ,  у ,  г) и статических м аг ­
нитных проницаемостей p =  B / #  =  p(x, у ,  г )  могут быть 
однозначным образом определены по (3) — (5) распре­
деления f  =  f ( x L у,_ г )  по выделенному объему V ,  
распределения f s =  f s(x ,  у ,  г )  по поверхностям разры ва 
магнитной проницаем^)сти_(границам между средами) 
S p и распределения Т п =  Т п{х,  у ,  г )  по поверхности S, 
охватывающей объем V.

Физический смысл отдельных членов первых формул 
Максвелла (3) — (5) предельно ясен. К ак  видно 
из рис. 2, а, объемная плотность ЭМС р "  по (3),  
действующая на элемент объема dV_, складывается из 
объемной плотности ЭМС pUconst — 7 Х В ,  которая дей­
ствует на ток в этом элементе с плотностью 7, и из

Рис. 2. Сопоставление объемных плотностей ЭМС, определен­
ных по первой формуле Максвелла (а), второй формуле 
Максвелла (б)  и формуле Львова (в) при Н —  1, р, =  2 , /  =  0,75, 

grad цг =  0,5

объемной плотности ЭМС p ' i var =  — 0,5B 2g ra d  р, кото­
рая действует на магнетик в этом элементе, если 
его магнитная проницаемость изменяется (g ra d  р # 0 ) .  
Из формулы (3) следует, что плотность ЭМС 
p \L vаг всегда направлена в сторону уменьшения магнит­
ной проницаемости (т. е. в противоположную сторо­
ну по сравнению с вектором g ra d  р) .

Как видно из рис. 3, а ,  поверхностная плотность 
ЭМС р 41 [по ( 4 ) ] ,  действую щ ая на элемент границы 
между средой а  с магнитной проницаемостью р„ и сре­
дой Ь с магнитной проницаемостью р», складывается 
из двух поверхностных плотностей: поверхностной плот­
ности р ^  =  0,5пьЯ?(ро— рб), которая зависит от т а н ­
генциальной составляю щ ей поля на границе, и поверх­
ностной плотности p'g = 0 ,5п ; ,В 2( 1 /р б — 1/ро),  которая 
зависит от нормальной составляющей индукции на гр а ­
нице. Поскольку формула (4) может быть получена 
путем предельного перехода из второго члена формулы
(3),  и поверхностная плотность РУ, и поверхностная 
плотность РУ всегда направлены в сторону среды с 
меньшей магнитной проницаемостью, подобно тому как 
вектор p H var=  — 0 ,5 # 2g ra d  р направлен в сторону наи­
более интенсивного уменьшения магнитной проницаемо­
сти. Причем оба вектора (РУ и РУ) всегда нормальны 
к границе (независимо от направления вектора В  =
=  р°рг/ / ) .

К ак  видно из рис. 4, а, вектор_ натяж ения Тп на 
элементе поверхности с нормалью п  по (5) склад ы вает­
ся из формальной ТЧй1=пТЧ№  и тангенциальной 
Т^г  = т 7 ' й 1 составляющих, пропорциональных магнит­
ной проницаемости.

К ак  показано в [8, 14], замечательная  особен­
ность вектора ГЙ", определенного по первой формуле 
М аксвелла , состоит в том, что модуль этого вектора 
| 1 = б 2/(2рорг)^П ричем  вектор Т„ 1 лежит_в плоско­
сти векторов п  и В .  Угол между векторами Т J11 и л в 
2 р аза  превосходит угол между векторами В  и ц .

Самим М аксвеллом [1, 2],  а т а к ж е  многими други­
ми учеными (Гельмгольцем [4], Больцманом [5], 
Коном [6], Абрагамом [7] и др.) эти формулы были 
выведены с помощью математической модели магнит­
ного поля М аксвелла  для  изотропных линейных в м аг­
нитном отношении сред, в которых р ,=  ц(х, у ,  г ) .

В последние годы в связи с необходимостью 
совершенствования методов численного расчета ЭМС в 
нелинейных магнитных системах и организации дискус­
сии по этой проблеме появился ряд работ (Иванов- 
Смоленский [8, 9 ] ,  Аванесов [10], Абрамкин [11] ), в ко­
торых даны новые доказательства  формул М аксвелла 
(3) — (5) для  р 11, р " ,  Гй11. С помощью понятия 
линейной модели нелинейной среды эти формулы у д а ­
лось распространить на нелинейные в магнитном отно­
шении среды, в которых р .=  р,(В, х ,  у ,  г ) .  З н а м е н а­
тельно, что< в таком виде формулы для р "  и Т Й41 
выведены исходя из математической модели магнитного 
поля М аксвелла как  неэнергетическими методами (пу­
тем анализа  сил, возникающих в магнитном поле), 
так  и энергетическими методами (по изменению энер­
гии магнитного поля при малом перемещении выде­
ленного объема в магнитном поле). Неэнергетический 
метод использован Гельмгольцем [4], а т а к ж е  в наши 
дни Аванесовым [10], применившим к выводу формулВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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понятие магнитно-токовой оболочки. Энергетические ме­
тоды использованы Коном [6], Абрагамом [7] и впос­
ледствии для нелинейных сред автором [8, 9] и 
Абрамкиным [11].

В результате проведенной дискуссии выявилось, что 
формулы М аксвелла (3) — (5) являются единствен­
ными формулами, с помощью которых может быть п р а ­
вильно определена ЭМС, которая действует на часть 
магнитно-нелинейного тела, а та кж е  механические н а ­
пряжения и деформации в таком теле.

Формулы М аксвелла (3) — (5) получили многочис­
ленные экспериментальные подтверждения [12, 13, 14]. 
Критические замечания в адрес этих формул имеются 
только в статьях Е. Л . Львова . Однако они не пред­
ставляются убедительными, касаются только вывода 
формул Максвелла, сделанного Больцманом [5], и не 
затрагивают другие многочисленные доказательства 
этих формул.

Экспериментальные исследования Л ьвова  и М олод­
цовой («Электричество», 1988, №  9),  в которых «опро­
вергаются» формулы М аксвелла, выполнены некоррект­
но. Как показано в дискуссии Л. А. Бибером 
(«Электричество», 1988, №  9) и В. Р. Гаспаряном 
(«Электричество», 1990, №  3), авторы этих экспери­
ментальных исследований, измеряя весьма малые отно­
сительные деформации ферромагнитного тороида под 
действием магнитного поля (порядка 10 11, по-видимо­
му, приняли погрешность измерения (порядка 10~7) 
за саму измеряемому величину.

Вторые формулы Максвелла для удельных электро-
7М2 ?М2 -тгМ2магнитных сил в магнитном поле f , j , i n , 

предложенные в [3]. В основном труде М аксвелла 
«Трактате об электричестве и магнетизме» [1, 3 ] ,  вы ­
шедшем в свет в 1873 г., предложены другие
формулы для объемной плотности ЭМС* —

Р*2 =  7 х б - | - р о  grad(Af/7)|M=const, (6)
для поверхностной плотности ЭМС на границе между 
средами а и Ь с магнитными проницаемостями ра =
— ЦО Ц га И |Д,£ =  р,оЦг&

?М2_ ПьВп^(2\1,ь 1) (2p.ro 1)1
I s ----- 9Т- L----- 2-------------------- 2------2цо L (1% Р га J

и для натяжения, действующего в магнитном поле на 
элемент поверхности с нормалью п,

Т * 2 =  р„ргЯЯ„ -  0,5ро«Я2 =  Т №  +  f « 2, (8)
где Тпп =  пТ™2 =  [р0(рг — 0,5)Я(1 — 0,5р0Я?]гг — нормаль­
ная составляющая натяжения; Т'п'2 — тТ1̂ 2 =  у 0у гН п 'Х. 
Х Я тт — тангенциальная составляю щ ая натяжения.

Вторые формулы М аксвелла (6) — (8) существенно 
отличаются от его первых формул (3) — (5) и совпа­
дают с последними т о л ь к о в  применении к немагнит­
ным средам, когда p r= l ,  М =  0, g ra d  р =  0. В течение 
более 100 лет и первые и вторые формулы М аксвел­
ла применялись главным образом для определения 
ЭМС в немагнитных средах ( р г= 1 )  для таких задач, 
где поле можно определить аналитически. Результаты 
расчетов по первым и вторым формулам при р г= 1

* Поскольку вторая формула Максвелла (6) для объемной плотности 
ЭМС f"2 совпадает с формулой Эйнштейна и Лауба для этой вели­
чины f =  \ioJXH +  iio(M grad)W =  /M2, далее анализируется только 
вторая формула Максвелла f"2 и вытекающие из нее формулы для 
I?2 и 7*12.

в  В

Рис. 3. Сопоставление поверхностных плотностей ЭМС, опре­
деленных по первой формуле Максвелла (а ) , второй форму­
ле Максвелла (б) и формуле Львова (в) при Н х=  1,

Я„=1, Раг= 4. Нг= 2
Н НП н Нл

Рис. 4. Сопоставление натяжений в магнитном поле, определен­
ных по первой формуле Максвелла (а), второй формуле Мак­
свелла (б) и формуле Львова (в) при H n =  ̂ /2, Нт =  1, цг — 2

получались одинаковыми, и можно было не задумы­
ваться о том, какие из формул Максвелла правиль­
ны в общем случае применительно к магнитным 
средам, когда уг¥=1-

Только в 70—80 годы нашего века, когда появилась 
реальная возможность численно рассчитывать с по­
мощью ЭВМ электромагнитные поля и силы в сложных 
нелинейных магнитных системах (например, в электри­
ческих машинах), потребовалось дать ответ на вопрос, 
какими из формул Максвелла нужно пользоваться 
при определении электромагнитных сил в таких магнит­
но-нелинейных средах при рг =  |хг(В, х, у, г)Ф 1.
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Ответ на этот вопрос был получен в [8, 9] и в ходе 
дискуссии в статьях Абрамкина [11], Бута [15], 
Данилевича [16] и др.

Оказалось, что в общем случае (при р г=/=1) 
ЭМС в магнитном поле могут быть правильно опре­
делены только с помощью первых формул М аксвелла
(3) — (5). Как показано Бутом в [15], второй член

^ = v a r  =  M-ograd(MW)|A}=,const

в формуле М аксвелла (6) для объемной плотности 
ЭМС оказался ошибочным.

В [15, 17] удалось выявить неточность, допущен­
ную Максвеллом при выводе формулы для  второго 
члена (6). Она состоит в том, что вместо действитель­
ной объемной плотности энергии магнитного поля 
( w = B H / 2) он использует понятие некой «плотности 
потенциальной энергии магнитного поля» ( w n =  \ i o M H ) . 
В связи с этим второй член в формуле (6),  
представляющий собой объемную плотность ЭМС в эл е ­
менте среды с изменяющейся магнитной проницае­
мостью,

fj'ivar =  grad Шп1л?=сопз1 =  Но grad(Af/7) | Й=const =

=  - р о Я 2 grad pr =  2 ^ I var,

где Н  =  М / ( \ 1 , —  1), в 2 раза  превосходит второй член 
в правильной формуле М аксвелла для f 41 (3).

Из графических построений на рис. 2, б видно к какой 
ошибке в определении полной объемной плотности 

это МОжет привести. Вследствие указанной 
неточности появляются неточности в записи вторых ф ор­
мул Максвелла для натяжения Т ^ 2 (8) и поверхностной 
плотности ЭМС f5й  (7). Как видно из сопоставления 
формул (5) для Т„ и (8) для  T f 2 , а такж е 
рис. 4,  а  и 4,6, тангенциальная составляю щ ая н а ­
тяжения определяется по формулам (8) правильно, 
т. е. Т ^ 2 =  Тпх1- Ошибочной оказывается лишь нормаль­
ная составляю щ ая^атяж ен и я ,  определенная по форму­
ле (8), поскольку Т ^ 2 ф  Т м  ■ Поскольку поверхностная 
плотность ЭМС fj '2 на границе между средами а  и Ь 
может быть выражена через натяж ения Т^-2 и ГЙ,2 
в этих средах, определенные ошибочным образом по 
(8), формула (7) для f f 2  не совпадает с формулой
(4) для f p l [14]. Сравнивая (7) с (4),  замечаем, что 
в (7) вообще не отражено влияние Я 2 .

Вектор плотности f” 2 по (7),  как и второй член векто­
ра f f '  по (4), направлен по п ь . Однако по величине они 
раЗЛИЧНЫ. При р,агЗ>1 И р,бгЗ>1 плотность f ^ 2  

превышает второй член в (4) в 2 раза. К какой ошибке 
в определении /Й2 по сравнению с /Й1 этот приводит, 
видно из рис. 3, б .

Д р у г и е  ф о р м у л ы  д л я  у д е л ь н ы х  э л е к т р о м а г н и т н ы х  
с и л  в  м а г н и т н о м  п о л е .  В 70— 80 годы в связи с появле­
нием реальной возможности численно рассчитывать 
с помощью ЭВМ электромагнитные поля и силы в 
сложных нелинейных магнитных системах был опубли­
кован ряд работ, посвященных определению ЭМС в м аг ­
нитном поле. В статье Е. М. Синельникова и Д. Е. С и ­
нельникова («Изв. вузов, Электромеханика», 1982, 
№ 5), В. И. Астахова («Изв. вузов, Электромеха­
ника», 1984, № 10), Е. Л. Л ьвова  и М. А. М олод­

цовой («Электричество», 1984, №  6; 1987, №  10; 1988, 
№  9) взамен формул М аксвелла предложены новые 
формулы для удельных электромагнитных сил в маг­
нитном поле.

Поскольку ошибочность формул Синельниковых, и 
Астахова была выявлена в [8, 9, 14, 17], а в состояв­
шейся дискуссии обсуж дались  формулы Л ьвова , про­
анализируем здесь только эти формулы.

Д л я  вывода своих формул Е. Л .  Львов восполь­
зовался  математической моделью магнитного поля, 
предложенной И. Е. Таммом. Модель магнитного поля 
Тамма, так  ж е как  модель магнитного поля М аксвелла, 
построена на основе гипотезы Ампера'.

В отличие от математической модели магнитного 
поля М аксвелла  математическую модель магнитного 
поля Там ма называют неполной моделью, поскольку 
в ней правильно воспроизводится только индукция 
магнитного поля В ,  а напряженность Н  не воспро­
изводится. О бъясняется  это тем, что в модели Тамма 
реальная  магнитная среда с магнитной проницаемостью 
р. =  р,оЦг (рис. 5, а )  заменена немагнитной средой с м аг­
нитной проницаемостью ро (рис. 5 , 6 ) .  А намагни­
чивающ ее действие молекулярных токов, имевшее 
место в магнетике, воспроизведено с помощью допол­
нительных токов проводимости, распределительных с 
плотностью JM =  rot М, где М = ( р г —  \ ) Н  — намагничен­
ность, сущ ествовавш ая в магнетике в соответствии 
с гипотезой Ампера.

П олная  плотность токов проводимости в модели 
Там ма склады вается  из токов проводимости J, которые 
были в магнетике, и дополнительных токов прово­
димости JM:

/*  =  / + JA) =  rot Я  +  rot M =  rot ( Н  +  М) =

TOt (р-гЯ) ^*^ = const *̂ *n = var’ (-0
где 7*11=COnst=  M" r ° t  H  —  — составляю щ ая тока про­
водимости, создаю щ ая  в модели при уменьшенной 
в рг раз_ магнитной проницаемости такую_ ж е ин­
дукцию В, как  в магнетике (рис. 5 , 6 ) ;  7*ц=уаг =  
=  (g rad  ц , ) Х Я  — составляю щ ая  тока проводимости, 
воспроизводящ ая в модели влияние изменения магнит­
ной проницаемости рг на индукцию магнитного поля 
(рис. 5, 6 ) .

В отличие от молекулярных токов в магнетике, 
которые в соответствии с гипотезой Ампера не ок а ­
зывают влияния на напряженность^ магнитного поля, 
дополнительные токи проводимости 7M =  rot М в равной 
мере с токами проводимости 7, которые были в магне­
тике, принимают участие в образовании н апряж ен­
ности Я* и индукции поля В # в модели. Под действием 
токов J я Тм в модели образуется напряженность 
поля Я .  =  р лЯ, увеличенная в \ i r раз  по сравнению 
с оригиналом. При такой напряженности Я* в немаг­
нитной среде модели с магнитной проницаемостью 
|х0 воспроизводится та ка я  ж е  индукция, как  в магнетике: 
В* =  р.0Я* =  цоЦгЯ =  В .

В силу обмеченной неполноты модели Тамма в от­
ношении воспроизведения напряженности поля с ее 
помощью Е. Л . Львовым получены формулы для

1 Сам Е. Л. Львов, а вслед за ним и его оппоненты, иногда назы­
вают математическую модель магнитного поля Тамма, построенную 
на основе гипотезы Ампера, «моделью Ампера». Такое название нель­
зя считать удачным, поскольку на основе той же гипотезы построена 
и математическая модель магнитного поля Максвелла.Вологодская областная универсальная  научная библиотека 
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удельных ЭМС, существенно отличающиеся от формул 
Максвелла.

Объемная плотность ЭМС (л  определяется 
Е. Л. Львовым как объемная плотность ЭМС, дей- 
ствующая на полную плотность тока проводимости 
в модели —

P = 7 * X B  =  rot(W +  M)Xfl. (Ю)
С целью облегчения сравнения с формулой М а к ­

свелла формулу для f'1 с помощью (9) можно 
представить в следующем виде (рис. 2, в):

Р1 = 7* X В =  74.(l=;_const ХВ +  7 *n=Var X В —
—  f ^ =  const + /?=var-  (10а)

где /J=con5t =  Jtll=const Xfi =  M XB — объемная плот­
ность ЭМС, действующая на плотность тока прово­
димости;
^ = v a r = ^ * n = v a rX B  =  poM T #„/ /T|g r a d  р, | —  H 2g v a d  р г) 
— объемная плотность ЭМС, действующая на элемент 
объема _с изменяющейся магнитной проницаемостью 
(здесь п\ | g rad  p r; x_Lgrad  р) .

Поверхностная плотность ЭМС f f  на границе м еж ­
ду средами а и Ь с магнитными проницаемостями 
Ра =  РоРаг и Цб =  роЦаг определяется Е. Л . Львовым по 
формуле

/?=П(,/7?р0Рг(Раг — Р(,г) +  тВбп/7,(рбг — рог), (И )
ГДе Рг -— (раг ""(“ Рбг)/2. _

Натяжения в магнитном поле Т% Е. Л . Л ьвов пред­
лагает определять по формуле, вытекающей из (10):

Т j? =  (1 /р„)(ВВ„ -  0 , 5 i i B 2) =  pop\ Н Н п  -  0,5 п Н 2) =

=  +  ( 12)
где fnn =  «7\m =  0,5poPr(Wn — 7/?)п; Т л = т Т п, =  р0р^Я„Ятт.

Сравнивая формулу Л ьвова (10а) для объемной 
плотности ЭМС с первой формулой М аксвелла (3),  ви­
дим, что первый член формулы (Ю а) / J L const 
в рл раз превосходит первый член формулы (3) —
/ ? i c o n s t = ' X B .

Второй член формулы (10а) f £ = v a r , представляю ­
щий собой объемную плотность ЭМС, действующую 
на элемент объема с изменяющейся магнитной про­
ницаемостью, и качественно, и количественно отлича­
ется от соответствующего'" члена в (3) —

^ i Va r =  — 0,5р0я 2 g rad  рл.

Во-первых, составляю щ ая плотности ЭМС f ^ = v a n  

направленная по g rad  рл, превосходит в 2 р ГН 2/ Н 2 раз  
плотность f ^ i var (при H Z =  H  в 2 р г _раз). Во-вторых, 
/JL var содержит составляющую \1 0р гт Х Н пН т\ g ra d  рх| , 
направленную нормально к g ra d  рг (по единичному 
вектору т ) , которая вообще отсутствует в первой форму­
ле Максвелла (3).

При H z =  0 и Н  =  Н п второй член формулы (10а) 
/ц=уаг вообще исчезает, в то время как второй член (3) 
в этом случае равен ^ \ l var =  — 0,5Я2ро g rad  р,.

В конечном счете, как видно из сопоставления 
рис. 2, в и а, объемная плотность ЭМС /л 
по (10), (Юа) существенно отличается и по величине 
и по направлению от объемной плотности ЭМС 
f" 1 по формуле М аксвелла (3).

Сравнивая формулу Л ьвова  (11) для поверхностной 
плотности ЭМС fi1 с формулой М аксвелла (4) для

Рис. 5. Сопоставление плотностей тока, индукции и напряжен­
ности магнитного поля в элементе объема магнетика (а) и в 

его модели по Тамму (б)

f j '1, замечаем , что первый член в (11), пропорциональ­
ный Н 2 и определяющий нормальную составляющую 
/ f ,  превышает в рг раз  первый член в (4). Второй член 
в (11), определяющий тангенциальную составляющую 
силы, в (4) вообще не содержится. И наоборот, второй 
член в (4),  связанный с б ,  и определяющий еще 
одну нормальную составляющую поверхностной плотно­
сти ЭМС, вообще не содержится в (11). В конечном 
счете, как видно из сопоставления рис. 3, в и а, по­
верхностная плотность ЭМС по (11) существенно 
отличается и по величине и по направлению от по­
верхностной плотности ЭМС по формуле М аксвелла (4).

Сравнивая  формулу Л ьвова  (12) для натяжения в 
магнитном поле Р ,? с формулой_ М аксвелла (5) для 
ТЙ11, замечаем, что натяжение Т% по (12) в р, раз 
превосходит натяжение ГЙ11 по (5),  т. е.

тл =»,тг.
К ак видно из сопоставления рис. 4, в и а  векторы 

Тл и ГЙ11 отличаются только по модулю, а по н аправ­
лению совпадают.

Сравнение электромагнитных сил, рассчитанных с 
помощью формул Максвелла и Львова. Д ействую щ ая 
на выделенный объем V в магнитном поле ЭМС F оп­
ределяется по (1) через f и fs или по (2) через Тп 
на поверхности S, выделяющей этот объем. В одном 
важном частном с л у ч ае ,  когда определяется резуль­
тирую щ ая сила F, действую щ ая на магнитное тело, 
расположенное в немагнитной среде с магнитной про­
ницаемостью ро, эта сила может быть правильно опре­
делена как  с помощью первых формул М аксвелла, 
так  и с помощью ошибочных формул для  определения 
удельных ЭМ С (вторых формул М аксвелла и формул 
Л ь в о в а ) .

О бъясняется  это тем, что поверхность S, охваты ваю ­
щ ая  объем данного тела V и его границу S p, распо­
лагается  целиком в немагнитной среде, в которой и 
пёрвая формула М аксвелла (5),  и вторая формула 
М аксвелла (8),  и формула Л ьвова  (12) полностью 
совпадают:'

Тп =  Я?1 =  ТЙ*2 =  Я? =  ро (ЙНП -  0,5 Н2Л).
Поэтому, в ы р а ж а я  силу F через натяж ения по (2),  

получаем один и тот ж е результат:

=$ T™d.sJ\ T f2dS=\ TndS 
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Поскольку формулы для р11, р11 и 7Г (а такж е 
для Р 2, f f 2 и f ^ 2 и для  [л , f ?  и  Т п )  согласованы 
между собой в том смысле, что результаты расчетов 
по ( 1 ) и {2)  будут одинаковыми, то ж е значение 
для силы F  получим, вы раж ая  ее через объемные и 
поверхностные плотности ЭМС:

F = \  W 'dS= \ fN"dV+\ f^'dS f*2dV +
S V Sp V

+S J"2dS=\ fW + S  f$dS.
Sp V  Sp

В общем случае, когда определяется сила F ,  дейст­
вующая на часть магнитного тела, или требуется найти 
механические напряжения и деформации, возникающие 
в магнитном теле под действием объемных f  и поверх­
ностных f s плотностей ЭМС, необходимо обращ аться  
к первым формулам М а к с в е л л а — (3) — (5). При ис­
пользовании вторых формул М а к с в е л л а — (6 ) — (8 ), 
формул Львова (10) — (12) или любых других формул, 
не совпадающих с первыми формулами М аксвелла, 
сила F , напряжения и деформации будут определены 
неправильно.

Проиллюстрируем этот вывод на двух примерах из 
области электромеханики.

В  п е р в о м  п р и м е р е  (рис. 6 , а )  определим силу р а ­
диального тяжения F  на зубец сердечника электриче­
ской машины, возникающую под действием радиально­
направленного поля с индукцией В .  Примем магнитную 
проницаемость в зубце равной р =  рор-г, сечение зубца S. 
Выделим поверхностью S1234 объем зубца V, на который 
действует сила F.  Найдем эту силу.

1. По первой формуле М аксвелла (4),  имея в виду, 
что В  =  В п,

F m . =  | \  f ^ ' d S  | =

2. По второй формуле М аксвелла (7)

3. По формуле Львова (11)

F n = \  j j ? d s \  = 0

Рис. 6. К определению силу радиального магнитного тяже­
ния F, действующей на зубец сердечника электрической маши­
ны: для радиально-направленного магнитного поля (а) и для 

тангенциально-направленного магнитного поля (б)

Зависимости сил F ,  рассчитанных по различным фор­
мулам, от относительной магнитной проницаемости по­
казаны  на рис. 7, а .  С экспериментальными данными 
сойпадают только расчетная сила F ,  определенная по 
первой формуле М аксвелла [14, гл. 7].

В о  в т о р о м  п р и м е р е  (рис. 6 , б ) определим силу 
радиального тяж ения  F  на зубец сердечника электриче­
ской машины, возникающую под действием тангеш  
циально-направленного поля с напряженностью Н  
на поверхности S 14. Найдем силу F ,  действующую на 
объем V , охваченный поверхностью S m 4-

1. По первой формуле М аксвелла (4),  имея в виду, 
что Я  =  / / х, Я п =  0,

FMI= |  1 ).
Sw

2. По второй формуле М аксвелла (7)

F M 2 =  | $ f ? 2d S  I = 0  
si,

(при Я  =  Я Х, Я„ =  0 и В п =  0 плотность р *2 =  0).
3. По формуле Л ьвова  (11)

/*=1 jj/?ds|

Зависимости сил F ,  рассчитанных по различным 
формулам, от относительной магнитной проницаемости 
показаны на рис. 7, б. С экспериментальными д а н ­
ными совпадает только сила, рассчитанная по первой 
формуле М аксвелла.

F/(B2/2^b)

Рис. 7. Влияние относительной магнитной проницаемости 
сердечника на силу радиального магнитного тяжения F, рас­
считанную по первым формулам Максвелла (M l), по его вто­
рым формулам (М2) и по формулам Львова (Л): а  — для ра­
диально-направленного поля по рис. 6 , а; б  — для танген­

циально-направленного поля на рис. 6, бВологодская областная универсальная  научная библиотека 
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Recski A. Matroid theory and its applications in electric network 
theory and in statics.— Budapest: Akademiai Kiado; Berlin, 

Heidelberg, New york...: Springer-Verlag, 1989 
(А. Речки. Теория матроидов и ее приложения в теории 

электрических цепей и в статике — на англ, языке)
Теория матроидов, позволяю щ ая синтезировать как 

геометрические, так  и функциональные особенности 
электрических цепей и обоб щ аю щ ая  тем самым многие 
положения теорий графов и линейных систем, 
привлекает в последние годы пристальное внима­
ние специалистов по теории электрических цепей. 
Вопросам применения теории матроидов в теории 
электрических цепей посвящены многочисленные статьи, 
международные симпозиумы, диссертации, монографии.

К сожалению, на русском языке издано мало 
литературы по этой тематике, а имеющиеся работы 
(например, перевод вышеупомянутой книги М. Айгнера) 
зачастую малодоступны широкому кругу читателей 
из-за чрезмерно абстрактного языка изложения.

Рецензируемая книга, написанная известным спе­
циалистом по теории матроидов, является по сути 
первой монографией, даю щ ей элементарное введение 
в эту теорию и отраж аю щ ей  большинство известных 
направлений её использования в теории электриче­
ских цепей, и поэтому может представить большой 
интерес для специалистов отечественной школы теоре­
тической электротехники.

Книга публикуется издательством S p ringe r-V er lag  
как шестой том в серии «Алгоритмы и комбинатори­
ка» и основана на курсах по теории матроидов и их 
приложениям, читаемых автором в университетах 
Канады, США, ФРГ.

Книга состоит из двух частей (18 глав) и четырех

Выводы. 1._ Первые формулы М аксвелла [(3) —
(5)] для {, f s и Т п являются единственными из 
известных формул для удельных ЭДС, вывод которых 
осуществлен многими различными способами самым 
строгим образом исходя из математической модели 
магнитного поля Максвелла.

3. Это единственные из формул для  удельных ЭМС, 
в обоснованиях которых не обнаружены те или иные 
ошибки.

3. Это единственные из формул для удельных ЭМС, 
которые распространяются на магнитно-нелинейные те­
ла и дают возможность определить электромагнитные 
силы, механические напряжения и деформации в этих 
телах, совпадающие с экспериментальными данными.
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приложений. Часть первая (главы 1— 6) посвящена 
графам, часть вторая (главы 7— 18) — матроидам. 
Глава содержит от 2 до 6 параграфов. В главах 
с нечетными номерами представлены математические 
результаты, в главах с четными номерами — при­
ложения соответствующего математического аппарата  
в теории цепей и статике. Каждый параграф  вклю­
чает основное описание и следующие за  ним упражнения 
и проблемы. В основном описании новые определе­
ния и теоремы вводятся как примеры, включаю­
щие в себя по возможности немногочисленные тех­
нические детали. Более глубокие результаты, длин­
ные вычисления, доказательства и т. п. вынесены 
в упражнения и проблемы. Книга содержит около 
800 упражнений и проблем, решению которых посвя­
щено приложение 4 (с. 321— 510, или около 40 %  
представленного материала).  Около 800 рисунков и 
свыше 30 таблиц, представленных в книге, существен­
но помогают в усвоении материала.

Глава 1 знакомит с основными концепциями теории 
графов (пути, циклы, связность, деревья, леса, р а з д е ­
ляющие множества, ориентированные графы, матрич­
ные и списочные представления графов, алгоритм 
проверки связности графов, жадный алгоритм построе­
ния леса минимального веса).

Приложения (глава 2) охватывают уравнения 
Кирхгофа, единственность решения резистивной цепи, 
уравнения состояния, топологические формулы Кирхго­
фа и Максвелла, жесткое скрепление квадратной сетки 
посредством диагональных элементов.

Глава 3 посвящена планарным графам  и двойствен­
ности (2-изоморфизм, двухсвязность, техника, поиска 
в глубину и ширину, алгоритм выделения ф унд а­
ментальной системы циклов и построения дерева 
кратчайших путей).

Приложения (глава 4) касаю тся классических 
результатов двойственности в теории электрических 
цепей и диаграмм М аксвелла — Кремона.

В главе 5 изучаются теоремы Кёнига и Менгера 
(двудольные графы, потоки в сетях, алгоритм построе­
ния максимального потока, ранг и алгебраическая 
зависимость, элементы теории А Р -слож н ости ) .

В качестве приложения (глава 6) рассматриваются 
единственность решения цепей, содерж ащ их отрица­
тельные сопротивления, идеальные трансформаторы и 
гираторы; определение жесткости в графовой моде­
ли.

В первой части монографии рассматривается в 
основном достаточно традиционный материал (см., 
например, Свами Н. Тхуласираман К- Графы, сети и 
алгоритмы.— М.: Мир, 1984), но изложение его отлича­
ется большим методическим совершенством.

Глава 7 знакомит с основными концепциями теории 
матроидов (независимость, база ,  ранг, циклы, двойст­
венность, минор, прямая сумма, связность, жадный

алгоритм построения базы матроида максимального 
в е с а ) .

В приложении (глава 8) проводится описание мно­
гополюсников и жесткости скрепления системы в тер­
минах теории матроидов.

В главе 9 излагаю тся  алгебраические и геометри­
ческие представления матроидов (представление цад 
различными полями, геометрические представления, 
замкнутые м нож ества) .

В приложениях (глава  10) концепция двойствен­
ности обобщ ается на многополюсники и рассм атривает­
ся скрепление одноэтажных зданий.

В главах  11, 13 изучается сумма матроидов
(алгебраическая и геометрическая интерпретации, 
приложения в теории графов, пересечение и р а з ­
биение матроидов, алгоритм взвешенного пересечения 
матроидов, минимаксные теоремы, субмодулярные 
ф ункции).

Приложения (главы 12, 14) посвящены сущ ество­
ванию гибридного описания многополюсника, единст­
венности решения линейных активных цепей, связи 
многополюсников, теореме Л емана.

В главе 15 рассм атриваю тся матроиды, порожден­
ные графами (трансверсальные матроиды, матроиды, 
индуцированные двудельными и направленными гр а ­
фами) .

Прилож ения (глава  16) посвящены структурам 
данных и реализуемости многополюсников.

В главе 17 изложены некоторые новые резуль­
таты теории матроидов (оракулы, характеризация  
регулярных матроидов, ориентированные матроиды).

Приложения (глава 18) касаю тся вопросов единст­
венности решения линейных активных цепей и исследо­
ванию жесткости скреплений.

Предствленный материал в нечетных главах  книги, 
за  небольшим исключением, аналогичен материалу 
книг: Айгнер М. Комбинаторная теория.— М.: 1982, 
Пападимитриу X., Стайглиц К. Комбинаторная опти­
мизация. Алгоритмы и слож ность.— М.: Мир, 1985, 
однако изложен более просто. М атериал  четных глав 
второй части оригинален и весьма интересен.

Библиография к монографии насчитывает свыше 
400 источников.

Рецензент считает своим долгом привлечь внимание 
к этой монографии научных работников, инженеров, 
преподавателей, студентов, интересующихся современ­
ными проблемами теории электрических цепей.

М онография А. Речки весьма совершенна в методи­
ческом отношении и содержит большое число чисто 
справочных сведений (из значимых научных резуль­
татов в рассматриваемой области в книге отсутствуют 
лишь сведения о результатах  Бруно и Вайнберга по 
матроидному обобщению теории электрических цепей 
и результатах  группы При по «главным разбиениям» 
матроидов). Был бы весьма целесообразным перевод 
книги на русский язык.

БУ Т Ы РИ Н  П. А.
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Хроника

Памяти Степана Ивановича Тельного (1890—1962)
(К WO-летию со дня рождения)

В этом году научная общ ест­
венность страны отметила зн ам ена­
тельную д а т у — 100-летие со дня 
рождения заслуженного деятеля 
науки и техники РСФ С Р, доктора 
технических наук, профессора Сте­
пана Ивановича Тельного, выдаю­
щегося советского ученого в обла­
сти электрометаллургии и электро­
термии.

С. И. Тельный, несомненно, 
внес неоценимый вклад в р а з р а ­
ботку научных основ электрометал­
лургии стали и ферросплавов и печ­
ной электротехники. Являясь  одним 
из первых исследователей дуговых 
установок, он создал научные осно­
вы анализа электрических режимов 
дуговых сталеплавильных и ферро­
сплавных электропечей. С. И. Тель­
ным в 20— 30 годы выполнены 
фундаментальные исследования по 
теории дуги в электрических про­
мышленных печах. Выдвинутая им 
гипотеза о прямоугольном х ар а к ­
тере изменения напряжения дуги,

блестяще подтвердившаяся на 
практике, позволила создать мето­
ды расчета электрических цепей 
трехфазных дуговых установок с 
непроводящей подиной, ставшие 
научной основой для анализа 
электрических режимов печей и их 
синтеза с оптимизацией условий 
устойчивости горения дуги. Осо­

бенно продуктивными были работы 
С. И. Тельного по теории шунти­
рованной дуги, которые создали 
надежную научную и практиче­
скую базу  для развития ф ерро­
сплавных печей.

Созданная теоретическая база  
позволила С. И. Тельному в д а л ь ­
нейшем разработать  универсаль­
ные круговые диаграммы электро­
металлургических печей, ставшие 
основным инструментом для  ан али ­
за  электрических характеристик 
установок. Неоценим вклад
С. И. Тельного и в разработку  
основ автоматического управления 
дуговыми печами.

Выдающийся ученый, С. И. Тель­
ный свою исследовательскую р а ­
боту сочетал с практической д е я ­
тельностью по развитию электро­
металлургии страны. Он принимал 
непосредственное участие в обосно­
вании необходимости строительст­
ва и проектировании ф ерросплав­
ных заводов в Запорож ье  и Зеста- 
фони, завода  «Запорожсталь», я в ­
лялся одним из авторов техноло­
гии переработки марганцевых руд 
Никопольского месторождения и 
т. д.

Особенно большую роль сыграл 
С. И. Тельный в подготовке к а д ­
ров инженеров-электрометдллур- 
гов и электротермистов. Он з а в е ­
довал кафедрами электром еталлур­
гии в Екатеринославском горном

институте (1928— 1930), Д непро­
петровском металлургическом ин­
ституте (1930— 1941), М агнитогор­
ском горнометаллургическом ин­
ституте (1941 — 1943), Уральском 
политехническом институте (1943— 
1947), кафедрой общей и теоре­
тической электротехники Куйбы­
шевского индустриального инсти­
тута. З а  эти годы под его руко­
водством подготовлены сотни высо­
коквалифицированных специали­
стов. Велики заслуги С. И. Тель­
ного и как организатора высшей 
школы. Многие годы он сочетал 
научную и преподавательскую д е я ­
тельность с работой декана ф а ­
культета, зам. директора по учеб- 
нй и научной работе, ректора 
Куйбышевского индустриального 
института.

Одним из главных итогов д е я ­
тельности проф. Тельного С. И. я в ­
ляется создание научной школы 
электрометаллургов и электротер­
мистов. Научные идеи Тельно­
го С. И. творчески развили и 
приумножили его многочисленные 
ученики и последователи.

Высокий научный уровень р а з ­
работок С. И. Тельного, неоспо­
римый авторитет, прекрасные чело­
веческие качества остаются при­
мером для  новых поколений науч­
ных работников и преподавателей.
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