
ÑÀÍÊÒ�ÏÅÒÅÐÁÓÐÃÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
�����������������
ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÉ ÔÀÊÓËÜÒÅÒ

ÊÀÔÅÄÐÀ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÔÈÇÈÊÈ
��������������������������

Â.À.ÁÓÑËÎÂ , Ñ.Ë.ßÊÎÂËÅÂ

×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ II.
ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

ÊÓÐÑ ËÅÊÖÈÉ

ÑÀÍÊÒ�ÏÅÒÅÐÁÓÐÃ
2001



Óòâåðæäåíî íà çàñåäàíèè êàôåäðû
âû÷èñëèòåëüíîé ôèçèêè

ïå÷àòàåòñÿ ïî ðåøåíèþ ìåòîäè÷åñêîé êîìèññèè
ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ

À Â Ò Î Ð Û : Â.À.ÁÓÑËÎÂ, Ñ.Ë.ßÊÎÂËÅÂ
Ð Å Ö Å Í Ç Å Í Ò : äîêò. ôèç.-ìàò. íàóê Ñ.Þ.ÑËÀÂßÍÎÂ
Íàñòîÿùåå èçäàíèå ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ÷àñòüþ êóðñà ëåêöèé ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì, ÷èòàâøèõñÿ íà ïðî-
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Ãëàâà 1

Ñèñòåìû óðàâíåíèé

1.1 Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìîæíî ôîðìóëèðîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, êàê
çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå êîðíåé: f(x) = 0, èëè êàê çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè: F (x) = x. Ïðè
ýòîì, â çàâèñèìîñòè îò ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è, óäîáíî ïðèìåíÿòü òå èëè èíûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà îäíîìåðíóþ ñèòóàöèþ.

1.1.1 Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì

Ïðîñòåéøèì ìåòîäîì íàõîæäåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì èëè
äèõîòîìèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ìû íàøëè äâå òî÷êè x0 è x1, òàêèå ÷òî f(x0) è f(x1) èìåþò ðàçíûå
çíàêè, òîãäà ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, åñëè f ∈ C0 , íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí êîðåíü ôóíêöèè f . Ïîäåëèì
îòðåçîê [x0, x1] ïîïîëàì è ââåäåì òî÷êó x2 = x0+x1

2 . Ëèáî f(x2)f(x0) ≤ 0, ëèáî f(x2)f(1) ≤ 0. Îñòàâèì
òó ïîëîâèíó îòðåçêà, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òåïåðü ýòîò îòðåçîê äåëèì
ïîïîëàì è îñòàâëÿåì òó åãî ÷àñòü, íà ãðàíèöàõ êîòîðîé ôóíêöèÿ èìååò ðàçíûå çíàêè, è òàê äàëåå, äî
äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

Ê äîñòîèíñòâàì ìåòîäà äåëåíèÿ ïîïîëàì ñëåäóåò îòíåñòè åãî âûñîêóþ íàäåæíîñòü è ïðîñòîòó, ïðè
ýòîì îò ôóíêöèè òðåáóåòñÿ òîëüêî íåïðåðûâíîñòü. Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ëèíåéíûé, íà êàæäîì øàãå
òî÷íîñòü âîçðàñòàåò âäâîå.

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðåæäå ÷åì íà÷àòü åãî ïðèìåíåíèå, íåîáõîäèìî ïðåäâàðè-
òåëüíî íàéòè äâå òî÷êè, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â êîòîðûõ èìåþò ðàçíûå çíàêè. Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä íåïðèìå-
íèì äëÿ êîðíåé ÷åòíîé êðàòíîñòè. Îí òàêæå íå ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ êîðíåé è íà
ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé

Ïóñòü F : [a, b] → [a, b] è F � ñæàòèå: |F (x) − F (y)| ≤ q|x − y| , q < 1 (â ÷àñòíîñòè, òîò ôàêò, ÷òî
F � ñæàòèå, êàê ëåãêî âèäåòü, îçíà÷àåò, ÷òî F ∈ C[a,b]). Ïî òåîðåìå Áàíàõà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà
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íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x∗. Îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ïðåäåë ïðîñòîé èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû

x∗ = lim
n→∞

xn , xn+1 = F (xn) ,

ãäå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîìåæóòêà [a, b]. Åñëè ôóíêöèÿ F äèôôåðåíöèðóåìà,
òî óäîáíûì êðèòåðèåì ñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî q = sup

x∈[a,b]

|F ′(x)| = ||F ′||C < 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå

Ëàãðàíæà
|F (x)− F (y)| = |F ′(ξ)||x− y| ≤ ||F ′||C |x− y| = q|x− y| .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîèçâîäíàÿ ìåíüøå åäèíèöû, òî F ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì.
Óñëîâèå F ([a, b]) ⊆ [a, b] ñóùåñòâåííî, èáî åñëè, íàïðèìåð, F (x) ≡ 2 íà [0,1] , òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà

îòñóòñòâóåò, õîòÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò âåëè÷èíû q. ×åì ìåíüøå q,
òåì áûñòðåå ñõîäèìîñòü.

Ïpèìåp. Ðåøèòü óðàâíåíèå: x2 = a. Çäåñü, åñëè â êà÷åñòâå F âçÿòü ôóíêöèþ F (x) = a
x , òî ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà áóäåò èìåòü âèä: xn+1 = a
xn

. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ìåòîä
èòåðàöèé â äàííîì ñëó÷àå ðàñõîäèòñÿ ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êå x0, íå ñîâïàäàþùåé ñ ñîáñòâåííî íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé x∗ =

√
a. Îäíàêî ìîæíî â êà÷åñòâå F ïðåäëîæèòü è áîëåå õèòðóþ ôóíêöèþ ñ òîé æå

íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Ïóñòü F (x) = 1
2 [x + a

x ]. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà çäåñü èìååò âèä:
xn+1 = 1

2 [xn + a
xn

]. Ýòè èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
x0 ∈ (0,∞):





F (x) = a
x , xn+1 = a

xn
,

F (x) = 1
2 [x + a

x ] , xn+1 = 1
2 [xn + a

xn
] , xn → x∗ .

Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå F ′(xn) = − a
x2

n
, ò.å. äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ F ′(xn) < 1 íåîáõîäèìî

÷òîáû x2
n > a, íî òîãäà |F ′(xn+1)| = | a

x2
n+1

| = a
a2

x2
n

= x2
n

a > 1. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå F (x) = a
x ñæàòèåì

íå ÿâëÿåòñÿ.
Äëÿ F (x) = 1

2 [x + a
x ], ãäå íåïîäâèæíàÿ òî÷êà òà æå ñàìàÿ, ñèòóàöèÿ äðóãàÿ. Çäåñü, õîòÿ ôîðìàëüíî

ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëüøîé (ïðè ìàëûõ x), îäíàêî óæå íà ñëåäóþùåì øàãå îíà áóäåò
ìåíüøå 1. Óáåäèìñÿ â ýòîì:

F ′(xn+1) =
1
2

[
1− a

x2
n+1

]
=

1
2

[
1− a

1
2 (xn + a

xn
)2

]
=

=
1
2

[
1−

a
x2

n

1
2 (1 + a

x2
n
)2

]
=

1
2

(1 + a
x2

n
)2 − 2a

x2
n

(1 + a
x2

n
)2

=
1
2

1 +
(

a
x2

n

)2

(1 + a
x2

n
)2

<
1
2

,

ò.å. òàêîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âñåãäà ñõîäèòñÿ.

1.1.2 Ìåòîä Íüþòîíà

Ìåòîä Íüþòîíà èëè êàñàòåëüíûõ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè xj � íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê êîðíþ x∗

óðàâíåíèÿ f(x) = 0 , f ∈ C1, òî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîðåíü êàñàòåëüíîé ê ôóíêöèè
f(x), ïðîâåäåííîé â òî÷êå xj . Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè êàñàòåëüíîé f ′(xj) = y−f(xj)

x−xj
íåîáõîäèìî

ïîëîæèòü y = 0 è x = xj+1 , òî åñòü
xj+1 = xj − f(xj)

f ′(xj)
.
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Ïîñêîëüêó ìåòîä Íüþòîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé ïðè F (x) = x − f(x)
f ′(x) , òî

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè f ∈ C2 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü êîðíÿ, â êîòîðîé |F ′| < 1 . Äåéñòâèòåëüíî,

F ′ = 1− (f ′)2 − ff ′′

(f ′)2
=

ff ′′

(f ′)2
,

òî åñëè x∗ êîðåíü êðàòíîñòè α , òî â åãî îêðåñòíîñòè f(x) ≈ a(x−x∗)α è, ñëåäîâàòåëüíî, F ′(x∗) = α−1
α .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x∗ � ïðîñòîé êîðåíü, òî ñõîäèìîñòü ìåòîäà êàñàòåëüíûõ êâàäðàòè÷íàÿ (òî åñòü ïîðÿäîê
ñõîäèìîñòè ðàâåí 2). Óáåäèìñÿ â ýòîì. Ïîñêîëüêó xj+1 − x∗ = xj − x∗ − f(xj)

f ′(xj)
, òî

xj+1 − x∗
(xj − x∗)2

=
1

xj − x∗
− f(xj)

f ′(xj)(xj − x∗)2
=

1
xj − x∗

−

−f ′(x∗)(xj − x∗) + 1
2f ′′(x∗)(xj − x∗)2 + o

(
(xj − x∗)2

)

(xj − x∗)2 [f ′(x∗) + f ′′(x∗)(xj − x∗) + o(xj − x∗)]
,

îòêóäà
lim

j→∞
xj+1 − x∗
(xj − x∗)2

=
f ′′(x∗)
2f ′(x∗)

.

Òàêèì îáðàçîì, ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà î÷åíü áûñòðàÿ. Ïðè ýòîì áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé ìåòîä îáîáùà-
åòñÿ íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé. Åñëè êîðåíü x∗ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âòîðîé êðàòíîñòè è âûøå, òî, êàê íåòðóäíî
óáåäèòüñÿ, ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ñðàçó ïàäàåò è ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì.

Ê íåäîñòàòêàì ìåòîäà Íüþòîíà ñëåäóåò îòíåñòè åãî ëîêàëüíîñòü, ïîñêîëüêó îí ãàðàíòèðîâàííî ñõîäèòñÿ
ïðè ïðîèçâîëüíîì ñòàðòîâîì ïðèáëèæåíèè òîëüêî, åñëè âåçäå âûïîëíåíî |ff ′′|/(f ′2) < 1, â ïðîòèâíîé
ñèòóàöèè ñõîäèìîñòü åñòü ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîðíÿ. Äðóãèì íåäîñòàòêîì ìåòîäà Íüþòîíà
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî íà êàæäîì øàãå íåîáõîäèìî çàíîâî âû÷èñëÿòü ïðîèçâîäíóþ.

1.1.3 Ìåòîä ñåêóùèõ

×òîáû èçáåæàòü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé, ìåòîä Íüþòîíà ìîæíî óïðîñòèòü, çàìåíèâ ïðîèçâîäíóþ íà
ðàçíîñòíóþ, âû÷èñëåííóþ ïî äâóì ïðåäûäóùèì èòåðàöèÿì, ÷òî ýêâèâàëåíòíî çàìåíå ôóíêöèè f(x) íà
èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êè xj è xj−1 . Ïðè ýòîì, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
ïðèíèìàåò âèä

xj+1 = xj − fj(xj − xj−1)
fj − fj−1

,

ãäå fj = f(xj) . Ýòî äâóõøàãîâûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåò äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëå-
äóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ äâà ïðåäûäóùèõ. Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ, åñòåñòâåííî, íèæå, ÷åì ó
ìåòîäà êàñàòåëüíûõ è ðàâåí â ñëó÷àå îäíîêðàòíîãî êîðíÿ d =

√
5+1
2 . Óáåäèìñÿ â ýòîì, ñ÷èòàÿ äëÿ óäîáñòâà,

÷òî x∗ = 0 .
fj(xj − xj−1)

fj − fj−1
=

[f ′∗xj + 1
2f ′′∗ x2

j + O(x3
j )](xj − xj−1)

f ′∗(xj − xj−1) + 1
2f ′′∗ (x2

j − x2
j−1) + O(x3

j − x3
j−1)

=

= xj


 1 + f ′′∗

2f ′∗
xj + O(x2

j )

1 + f ′′∗
2f ′∗

(xj + xj−1) + O(x2
j )


 = xj

[
1− f ′′∗

2f ′∗
xj−1 + O(x2

j )
]

.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

xj+1 = xj − fj(xj − xj−1)
fj − fj−1

=
f ′′∗
2f ′∗

xjxj−1 + O(x3
j ) .

Îòáðàñûâàÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå xj+1 = αxjxj−1 , α = f ′′∗
2f ′∗

, ðåøåíèå
êîòîðîãî åñòåñòâåííî èñêàòü â âèäå xj+1 = αcxd

j . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èìååì: cd = 1 è d2−d−1 = 0 , îòêóäà
â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû d áûëî ïîëîæèòåëüíûì, çàêëþ÷àåì, ÷òî d =

√
5+1
2 .
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Ïîñêîëüêó çíàíèå ïðîèçâîäíîé íå òðåáóåòñÿ, òî ïðè òîì æå îáú¼ìå âû÷èñëåíèé â ìåòîäå ñåêóùèõ
(íåñìîòðÿ íà ìåíüøèé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè) ìîæíî äîáèòüñÿ áîëüøåé òî÷íîñòè, ÷åì â ìåòîäå êàñàòåëü-
íûõ. Îòìåòèì, ÷òî âáëèçè êîðíÿ ïðèõîäèòñÿ äåëèòü íà ìàëîå ÷èñëî, è ýòî ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè
(îñîáåííî â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé), ïîýòîìó, âûáðàâ îòíîñèòåëüíî ìàëîå δ, âûïîëíÿþò âû÷èñëåíèÿ äî
âûïîëíåíèÿ |xj+1 − xj | < δ è ïðîäîëæàþò èõ ïîêà ìîäóëü ðàçíîñòè ñîñåäíèõ ïðèáëèæåíèé óáûâàåò. Êàê
òîëüêî íà÷íåòñÿ ðîñò, âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàþò è ïîñëåäíþþ èòåðàöèþ íå èñïîëüçóþò. Ìåòîä ñåêóùèõ ñòà-
íîâèòñÿ íåïðèìåíèìûì. Òàêàÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé íàçûâàåòñÿ ïðèåìîì
Ãàðâèêà.

Ìåòîä ïàðàáîë

Ðàññìîòðèì òðåõøàãîâûé ìåòîä, â êîòîðîì ïðèáëèæåíèå xj+1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî òðåì ïðåäûäóùèì òî÷êàì
xj , xj−1 è xj−2 . Äëÿ ýòîãî çàìåíèì, àíàëîãè÷íî ìåòîäó ñåêóùèõ, ôóíêöèþ f(x) èíòåðïîëÿöèîííîé
ïàðàáîëîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè xj , xj−1 è xj−2 . Â ôîðìå Íüþòîíà îíà èìååò âèä

p2(x) = fj + fj−1,j(x− xj) + fj−2,j−1,j(x− xj)(x− xj−1) .

Òî÷êà xj+1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê òîò èç êîðíåé ýòîãî ïîëèíîìà, êîòîðûé áëèæå ïî ìîäóëþ ê òî÷êå xj .
Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïàðàáîë âûøå, ÷åì ó ìåòîäà ñåêóùèõ, íî íèæå, ÷åì ó ìåòîäà Íüþòîíà. Âàæíûì
îòëè÷èåì îò ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ, ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äàæå åñëè f(x) âåùåñòâåííà
ïðè âåùåñòâåííûõ x è ñòàðòîâûå ïðèáëèæåíèÿ âûáðàíû âåùåñòâåííûìè, ìåòîä ïàðàáîë ìîæåò ïðèâåñòè
ê êîìïëåêñíîìó êîðíþ èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòîò ìåòîä î÷åíü óäîáåí äëÿ ïîèñêà êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ âûñîêîé
ñòåïåíè.

Ïîèñê âñåõ êîðíåé

Îáùèì íåäîñòàòêîì ïî÷òè âñåõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïðè îä-
íîêðàòíîì ïðèìåíåíèè ïîçâîëÿþò íàéòè ëèøü îäèí êîðåíü ôóíêöèè, ïðè òîì � íåèçâåñòíî êàêîé. ×òîáû
íàéòè äðóãèå êîðíè, ìîæíî áûëî áû áðàòü íîâûå ñòàðòîâûå òî÷êè è ïðèìåíÿòü ìåòîä çàíîâî, íî íåò íè-
êàêîé ãàðàíòèè, ÷òî ïðè ýòîì èòåðàöèè ñîéäóòñÿ ê íîâîìó êîðíþ, à íå ê óæå íàéäåííîìó (åñëè âîîáùå
ñîéäóòñÿ, êàê, ñêàæåì, âîçìîæíî â ìåòîäå Íüþòîíà).

Äëÿ ïîèñêà äðóãèõ êîðíåé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä óäàëåíèÿ êîðíåé. Ïóñòü x1 � êîðåíü ôóíêöèè f(x),
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f1(x) = f(x)

x−x1
. Òî÷êà x1 áóäåò ÿâëÿòüñÿ êîðíåì ôóíêöèè f1(x) íà åäèíèöó ìåíüøåé

êðàòíîñòè, ÷åì f(x), ïðè ýòîì âñå îñòàëüíûå êîðíè ó ôóíêöèé f(x) è f1(x) ñîâïàäàþò ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè. Ïðèìåíÿÿ òîò èëè èíîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ êîðíåé ê ôóíêöèè f1(x), ìû íàéäåì íîâûé êîðåíü
x2 (êîòîðûé ìîæåò â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé è ñîâïàäàòü ñ x1). Äàëåå ìîæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ
f2(x) = f1(x)

x−x2
= f(x)

(x−x1)(x−x2)
è èñêàòü êîðíè ó íå¼. Ïîâòîðÿÿ óêàçàííóþ ïðîöåäóðó, ìîæíî íàéòè âñå êîðíè

f(x) ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ìû ïðîèçâîäèì äåëåíèå íà òîò èëè èíîé êîðåíü x∗ , òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû äåëèì

ëèøü íà íàéäåííîå ïðèáëèæåíèå x′∗ , è, òåì ñàìûì, íåñêîëüêî ñäâèãàåì êîðíè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè
îòíîñèòåëüíî èñòèííûõ êîðíåé ôóíêöèè f(x) . Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì, åñëè
ïðîöåäóðà îòäåëåíèÿ ïðèìåíÿëàñü óæå äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, ñ ïîìîùüþ âñïîìîãà-
òåëüíûõ ôóíêöèé âû÷èñëÿþòñÿ ëèøü ïåðâûå èòåðàöèè, à îêîí÷àòåëüíûå ïðîâîäÿòñÿ ïî èñõîäíîé ôóíêöèè

6



f(x) , èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîñëåäíþþ èòåðàöèþ, ïîëó÷åííóþ ïî âñïîìîãàòåëü-
íîé ôóíêöèè.

1.1.4 Ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé

Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé (ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé) ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåìû íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé

fk(x1, x2, . . . , xN ) = 0 , k = 1, 2, . . . , N ,

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå
f(x) = 0 .

Ýòó ñèñòåìó óäîáíî, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, çàïèñàòü â âèäå çàäà÷è íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó

F(x) = x .

Çàìå÷àíèå. Íàõîæäåíèå òàêîé ôîðìû çàïèñè ìîæåò îêàçàòüñÿ ñàìî ïî ñåáå ñåðüåçíîé çàäà÷åé. Íåîáõîäèìî
äîáèòüñÿ è òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå F ÿâëÿëîñü ñæàòèåì (äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé) è, ïðè ýòîì, áûëî
ýêâèâàëåíòíî èñõîäíîé ïîñòàíîâêå.

Âûáðàâ ñòàðòîâîå ïðèáëèæåíèå, îðãàíèçóåì èòåðàöèè

x(j+1) = F(x(j)) .

Åñëè èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ, òî îíè ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó èç ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè
ïðîñòûõ èòåðàöèé ëèíåéíûé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x∗ ðåøåíèå, ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ èòåðàöèè, òîãäà äëÿ
êàæäîé k-îé åãî êîìïîíåíòû

x
(j+1)
k − x∗k = Fk(x(j))− Fk(x∗) =

N∑

l=1

[
∂Fk(zj)

∂xl

]
(x(j)

l − x∗l ) ,

ãäå zj � íåêîòîðûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè x(j)−x∗, ëåæàùèé ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Îòîáðàæåíèå F áóäåò
ÿâëÿòüñÿ ñæàòèåì, åñëè íîðìà ìàòðèöû ïðîèçâîäíûõ (ñîãëàñîâàííàÿ ñ íîðìîé âåêòîðà â äàííîì ïðîñòðàí-
ñòâå)

{
∂Fk(ξk)

∂xl

}
ìåíüøå åäèíèöû. Ïîñêîëüêó â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû (à

çíà÷èò è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùàÿñÿ ïî îäíîé íîðìå, áóäåò ñõîäèòüñÿ è ïî ëþáîé äðóãîé), òî äîñòà-
òî÷íî ýòî óñëîâèå ïðîâåðèòü äëÿ ëþáîé èç íîðì ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè Mkl = max |∂Fk

∂xl
| , ìàæîðèðóþùåé

ñîîòâåòñòâóþùèå íîðìû
{

∂Fk(ξk)
∂xl

}
.

Óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ìîæíî (õîòÿ îíà ïî ïðåæíåìó îñòàíåòñÿ
ëèíåéíîé), åñëè óæå íàéäåííûå êîìïîíåíòû x

(j+1)
k èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò ýòîãî æå

ïðèáëèæåíèÿ x(j+1) ñ íîìåðàìè áîëüøèìè k , òî åñòü îðãàíèçîâàòü èòåðàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì

x
(j+1)
k+1 = Fk(x(j+1)

1 , x
(j+1)
2 , . . . , x

(j+1)
k , x

(j)
k+1, x

(j)
k+2, . . . , x

(j)
N ) .

Ìåòîä Íüþòîíà

Ìåòîä Íüþòîíà, ÿâëÿÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé ñ âåêòîð-ôóíêöèåé F, ðàâíîé

F(x) = x−
[
∂f(x)
∂x

]−1

f(x) ,
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åñòåñòâåííî îáîáùàåòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Èòåðàöèè ïî ìåòîäó Íüþòîíà èìåþò âèä

x(j+1) = x(j) −
[
∂f(x)
∂x

]−1

x=x(j)

f(x(j)) .

Ïðîâåðêà óñëîâèé ñõîäèìîñòè (òî åñòü òîãî, ÷òî íîðìà ìàòðèöû ïðîèçâîäíûõ ∂F/∂x ìåíüøå åäèíèöû)
ïî÷òè íèêîãäà íå ïðîèçâîäèòñÿ, ïîñêîëüêó òðåáóåò áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé. Ñàì æå ìåòîä Íüþòîíà
îáû÷íî èñïîëüçóþò â íåñêîëüêî äðóãîé çàïèñè. Èìåííî:

[
∂f(x)
∂x

]

x=x(j)

∆x(j) = −f(x(j)) , ∆x(j) = x(j+1) − x(j) .

Îïðåäåëÿÿ èç ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (ñêàæåì ìåòîäîì Ãàóññà) âåêòîð ∆x(j) è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè-
áëèæåíèå x(j+1), çàíîâî ðàññ÷èòûâàþò ìàòðèöó ïðîèçâîäíûõ è ïðîäîëæàþò èòåðàöèè. Åñëè íà÷àëüíîå
ïðèáëèæåíèå âûáðàíî óäà÷íî, òî îáû÷íî äîñòàòî÷íî âñåãî íåñêîëüêèõ èòåðàöèé, ïîñêîëüêó ñõîäèìîñòü
êâàäðàòè÷íàÿ.

Ìåòîäû ñïóñêà

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Φ =
N∑

j=1

|fj(x)|2. Îíà îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì è äîñòèãàåò ñâîåãî ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà

(íóëÿ) òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, ãäå f(x) = 0. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íà ïîèñê êîðíåé âåêòîð-ôóíêöèè ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å íà ïîèñê ìèíèìóìà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ìåòîäû ðåøåíèÿ êîòîðîé ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàâå. Çäåñü ëèøü îòìåòèì, ÷òî ýòè ìåòîäû íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè ñïóñêà è
ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé, îäíàêî òî÷íîñòü èõ íåâåëèêà, ïîýòîìó èõ åñòåñòâåííî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà.
Âàæíî òàêæå èìåòü â âèäó, ÷òî ìåòîäû ñïóñêà ìîãóò ñõîäèòñÿ íå ê ãëîáàëüíîìó ìèíèìóìó, à ê îäíîìó
èç ëîêàëüíûõ (â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ñòàðòîâîé òî÷êè), íå îòâå÷àþùèõ, ðàçóìååòñÿ, êîðíÿì èñõîäíîé
çàäà÷è.

1.2 Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì

1.2.1 Îáóñëîâëåííîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì, ïîãðåøíîñòü

Ïðè ðåøåíèè àáñòðàêòíîé çàäà÷è Ax = b, ãäå A � îïåðàòîð ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, âàæíûì ìîìåíòîì ÿâ-
ëÿåòñÿ êîððåêòíîñòü åå ïîñòàíîâêè. Çàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî
è, êðîìå òîãî, ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ (òî åñòü, ïðè ∆b → 0 , ∆x òàêæå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ).

Îäíàêî è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò âõîäíûõ äàííûõ ìîæåò èìåòü ñâîè íþàíñû. ×åì ìåíüøåå (áîëü-
øåå) èçìåíåíèå ðåøåíèÿ âûçûâàåò âàðèàöèÿ âõîäíûõ äàííûõ, òåì áîëåå õîðîøî (ïëîõî) îáóñëîâëåííîé
ñ÷èòàåòñÿ çàäà÷à. Ïîíÿòèå îáóñëîâëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ òåì áîëåå ñóùåñòâåííûì äëÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,
ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå âõîäíûå äàííûå èçâåñòíû, êàê ïðàâèëî, ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ. Êðîìå òîãî,
ñóùåñòâóþò îøèáêè îêðóãëåíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè âû÷èñëåíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî êîððåêòíàÿ
çàäà÷à, ÿâëÿÿñü ïëîõî îáóñëîâëåííîé, ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàçðåøèìîé ñòîëü íåòî÷íî, ÷òî â ýòîì áóäåò îòñóò-
ñòâîâàòü ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë.
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×åì ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êîëè÷åñòâåííî îáóñëîâëåííîñòü äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì? Ïóñòü A � êâàä-
ðàòíàÿ N ×N -ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Ax = b .

Ïóñòü òàêæå || ∗ || � êàêàÿ-íèáóäü íîðìà â RN (íàïðèìåð ||x||=max
i
|xi| , =

∑ |xi| , =
√∑

x2
i ). Íîðìà

îïåðàòîðà A îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî

M = ||A|| = max
x 6=0

||Ax||
||x|| .

Îáîçíà÷èì y = Ax è ââåäåì ÷èñëî m ïî ïðàâèëó

m = min
x 6=0

||Ax||
||x|| = min

y 6=0

||y||
||A−1y|| =

(
max
y 6=0

||A−1y||
||y||

)−1

= ||A−1||−1 .

Âåëè÷èíà C(A) = M
m = ||A|| · ||A−1|| íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè. Î÷åâèäíî

1) C(A) ≥ 1;
2) C(αA) = C(A);
3) åñëè A � äèàãîíàëüíàÿ, òî C(A) =

max
i
|aii|

min
i
|aii| (Äëÿ êàêîé íîðìû, èëè äëÿ âñåõ âûøåïðèâåäåííûõ?).

×åì ìåíüøå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè C(A), òåì ëó÷øå îáóñëîâëåíà ñèñòåìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ∆b �
âàðèàöèÿ ïðàâîé ÷àñòè, à ∆x � ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðà-
âåíñòâî

||∆x||
||x|| ≤ C(A)

||∆b||
||b|| .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì: Ax = b, A(x + ∆x) = b + ∆b, A∆x = ∆b. Òàê êàê

m ≤ ||A∆x||
||∆x|| =

||∆b||
||∆x|| ,

òî ||∆x|| ≤ 1
m ||∆b||. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó Ax = b , òî ||b|| ≤ M ||x||. Îáúåäèíÿÿ äâà íåðàâåíñòâà, îêîí÷à-

òåëüíî ïîëó÷àåì
||∆x||
||x|| ≤ M

m

||∆b||
||b|| .

1.2.2 Ìåòîä Ãàóññà

Îäíèì èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b :



a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · a2N

· · · · · · · · · · · ·
aN1 aN2 · · · aNN







x1

x2

· · ·
xN




=




b1

b2

· · ·
bN




ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ãàóññà. Âíà÷àëå èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó. Ýòî äîñòèãàåòñÿ
ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèé (ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà). Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ óäîáñòâà,
÷òî ýëåìåíòû aij èñõîäíîé ìàòðèöû è êîìïîíåíòû âåêòîðà bi åñòü, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû a

(1)
ij ïåðâîãî

øàãà ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû A1 è ïðåîáðàçîâàííîãî âåêòîðà b1: A = A1 , b = b1. Äàëåå, íà âòîðîì øàãå
ïðèáàâèì ê âòîðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà −a21

a11
= c21. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñî âñåìè îñòàâøèìèñÿ

ñòðîêàìè, ò.å. ïðèáàâèì ê êàæäîé i-îé ñòðîêå i = 2, 3, . . . , N , ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà êîýôôèöèåíò i1 =

− ai1
a11

. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâåííî èçìåíèòñÿ è âåêòîð b1. Òàêèì îáðàçîì,
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2 øàã) Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé A2x = b2 :



a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1N

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2N

· · · · · · · · · · · ·
0 a

(2)
N2 · · · a

(2)
NN







x1

x2

· · ·
xN




=




b
(1)
1

b
(2)
2

· · ·
b
(2)
N




,

ãäå a
(2)
ij = a

(1)
ij + ci1a

(1)
1j , b

(2)
i = b

(1)
i + ci1b

(1)
1 , i ≥ 2 .

3 øàã) Ïðèáàâèì ê íîâîé òðåòüåé ñòðîêå íîâóþ âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà c32 = −a
(2)
32

a
(2)
22

. Òî æå ñàìîå
ñäåëàåì ñ îñòàëüíûìè ñòðîêàìè 4 , 5 , . . . , N , ò.å. ïðèáàâèì ê êàæäîé i-îé ñòðîêå âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà
ci2 = −a

(2)
i2

a
(2)
22

, i > 2. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñèñòåìó A3x = b3 :




a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 · · · a

(1)
1N

0 a
(2)
22 a

(2)
23 · · · a

(2)
2N

0 0 a
(3)
33 · · · a

(3)
3N

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 a

(3)
N3 · · · a

(3)
NN







x1

x2

x3

· · ·
xN




=




b
(1)
1

b
(2)
2

b
(3)
3

· · ·
b
(3)
N




,

(k + 1)-ûé øàã) Çäåñü a
(k+1)
ij = a

(k)
ij + cika

(k)
kj , b

(k+1)
i = b

(k)
i + cikb

(k)
k , ãäå cik = −a

(k)
ik

a
(k)
kk

, i, j > k.
Ïîñòóïàÿ òàê è äàëåå, íà (N − 1)-îì øàãå ïîëó÷àåì âåðõíåòðåóãîëüíóþ ñèñòåìó:




a
(1)
11 a

(1)
12 a

(1)
13 · · · · · · a

(1)
1N

0 a
(2)
22 a

(2)
23 · · · · · · a

(2)
2N

0 0 a
(3)
33 · · · · · · a

(3)
3N

0 0 0 a
(4)
44 · · · a

(4)
4N

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 a

(N)
NN







x1

x2

x3

x4

· · ·
xN




=




b
(1)
1

b
(2)
2

b
(3)
3

b
(4)
4

· · ·
b
(N)
N




.

Ïðè ýòîì, ìû òàêæå ïîëó÷èëè ìàòðèöó C ïåðåâîäíûõ êîýôôèöèåíòîâ, èìåþùóþ âèä:



0 0 0 0 · · · 0

c21 0 0 0 · · · 0

c31 c32 0 0 · · · 0

c41 c42 c43 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · . . . · · ·
cN1 cN2 cN3 · · · cNN−1 0




.

Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé òðåóãîëüíîé ñèñòåìû Ux = f (U = AN , f = bN ), êàê ëåãêî âèäåòü, èìååò âèä
(îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà)

xN =
fNN

UNN
, xk =

1
Ukk

(fk −
N∑

i=k+1

Ukixi) , k = N , N − 1 , . . . , 1 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðÿìîì õîäå ìåòîäà Ãàóññà ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðîèñõîäèò äåëåíèå íà
íóëü, äà è âîîáùå, æåëàòåëüíî íå äåëèòü íà ìàëîå ÷èñëî, ÷òîáû íå íàêàïëèâàëàñü îøèáêà. Ïîýòîìó ìåòîä
Ãàóññà îáû÷íî ïðîâîäÿò ñ ÷àñòè÷íûì âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà, òî åñòü ïîñëå êàæäîãî øàãà (ïóñòü ýòî
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áûë k-é øàã) ïåðåñòàâëÿþò ñòðîêè ñ íîìåðàìè k , k +1 , . . . , N òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà ìåñòå kk îêàçàëñÿ
ýëåìåíò a

(k)
mk, íàèáîëüøèé èç âñåõ â k-îì ñòîëáöå ïðè m > k (ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, ïåðåñòàâëÿþòñÿ è

êîìïîíåíòû âåêòîðà b).
Ìîæíî äëÿ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè ïåðåñòàâëÿòü òàêæå è ñòîëáöû ïðåîáðàçóåìîé ìàòðèöû, ÷òîáû íà

ìåñòå kk îêàçàëñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò èç âñåõ ñ èíäåêñàìè áîëüøå, ëèáî ðàâíûìè k. Ýòà ïðîöåäóðà
íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà. Îíà íåñêîëüêî ïîâûøàåò òî÷íîñòü ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ÷àñòè÷íûì âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà, íî âåñüìà íåóäîáíà, â òîì ÷èñëå è äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ïîñêîëüêó ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê êîìïîíåíòû èñêîìîãî âåêòîðà x ïåðåñòàâëÿòü íå íàäî, òîãäà êàê ïðè
ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ íàäî ïåðåñòàâëÿòü è ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà x.

Îïèøåì îáðàòíûé õîä ìåòîäà Ãàóññà â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå (òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå). Ââåäåì ìàò-
ðèöû Mk ïî ïðàâèëó

Mk =




1 0 · · · 0 · · · 0

0 1 · · · 0 · · · 0

· · · · · · . . . · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 · · · 0

0 0 · · · ck+1,k · · · 0

0 0 · · · ck+2,k · · · 0

· · · · · · · · · · · · . . . · · ·
0 0 · · · cN,k · · · 1




.

Íà êàæäîì øàãå ìåòîäà Ãàóññà ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ìàòðèöà Ak+1 =MkMk−1 . . . M1A , è
âåêòîð fk+1 = MkMk−1 . . . M1b . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

U =
N−1←−∏

i=1

MiA , f =
N−1←−∏

i=1

Mib ; Ux = f , detU =
N∏

i=1

Uii = det A .

Âîïðîñ. Ïî÷åìó detU = det A?
Åñëè ïðîèçâîäèòü òàêæå âûáîð ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ, òî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îïåðàòîð P ïåðåñòà-

íîâêè èíäåêñîâ l è m, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû: pij = 0 , i, j 6= l, m ; pim = pmi = 0 , i 6= l ;
pli = pil = 0 , i 6= m ; pml = plm = 1 . Ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ê ìàòðèöå ñëåâà,
ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ñòðîêè ìàòðèöû è êîìïîíåíòû ñâîáîäíîãî âåêòîðà (PAx = Pb) , åñëè æå åãî ïðèìåíèòü
ñïðàâà ê ìàòðèöå, òî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè åå ñòîëáöû è êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ (A PP︸︷︷︸

=I

x = b).

1.2.3 L-R ðàçëîæåíèå

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ax = b íåñêîëüêî ìîäèôèöèðóåì åå. Èìåííî, ââåäåì N × (N + 1) ìàòðèöó

C =




A
b1

b2

...
bN



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è âåêòîð X = (x1, x2, . . . , xN ,−1)T ðàçìåðíîñòè (N + 1), òîãäà èñõîäíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé

CX = 0 .

Ïðåäñòàâèì C â âèäå C = LR, ãäå L � íèæíåòðåóãîëüíàÿ N ×N ìàòðèöà

L =




l11 0 · · · 0

l21 l22 · · · 0
...

... . . . ...
lN1 lN2 · · · lNN




,

à R � N × (N + 1)-ìàòðèöà:

R =




1 r12 r13 · · · r1N r1,N+1

0 1 r23 · · · r2N r2,N+1

0 0 1 · · · r3N r3,N+1
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 1 rN,N+1




.

Êàê íàõîäèòü ìàòðèöû L è R?

1-é øàã) à) Óìíîæèì êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû L íà ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû R, îòêóäà li1 = ci1. Òàêèì
îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû L.

á) Óìíîæèì ïåðâóþ ñòðîêó L íà êàæäûé ñòîëáåö R, îòêóäà r1i = c1i/l11, òî åñòü îïðåäåëåíà
ïåðâàÿ ñòðîêà R.
2-é øàã) a) Óìíîæèì êàæäóþ ñòðîêó L (íà÷èíàÿ ñî âòîðîé) íà âòîðîé ñòîëáåö R è îïðåäåëèì âòîðîé
ñòîëáåö L: li2 = ci2 − li1r12.

á) Óìíîæàÿ âòîðóþ ñòðîêó L íà êàæäûé ñòîëáåö R, îïðåäåëÿåì âòîðóþ ñòðîêó R: r2i =

(c2i − l21r1i)/l22.
m-é øàã) Ïóñòü èçâåñòíû ïåðâûå m− 1 ñòîëáåö L è m− 1 ñòðîêà R, òîãäà ïðè i ≥ m

lim = cim −
m−1∑

k=1

likrkm , rmi =
cmi −

m−1∑
k=1

lmkrki

lmm
.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî âîâñå íåò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü çàäà÷ó CX = 0, à äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó RX = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû R ðàâåí N , òàêèì îáðàçîì èñõîäíàÿ ìàòðèöà A è L âûðîæäåíû èëè
íåâûðîæäåíû îäíîâðåìåííî. Êîìïîíåíòû xi íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ N -îé:

xN = rN,N+1 , xi = ri,N+1 −
N∑

k=i+1

rikxk .

Âû÷èñëåíèÿ ïî èçëîæåííîìó ìåòîäó òðåáóþò â äâà ðàçà ìåíüøèé îáúåì ïàìÿòè, ÷åì ïî ìåòîäó Ãàóññà.

1.2.4 Ìåòîä ïðîãîíêè

Ïóñòü A � òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ ìû ïðåäñòàâèì â âèäå:
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A =




c1 −b1 0 0 0 · · · 0 0

−a2 c2 −b2 0 0 · · · 0 0

0 −a3 c3 −b3 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 · · · −aN cN




Çíàê − ïåðåä bi , ci ïîñòàâëåí äëÿ óäîáñòâà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è At = s â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä ïðîãîíêè.

Ïîëîæèì a1 = bN = 0 , òîãäà òðåõäèàãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

−tk−1ak + tkck − tk+1bk = sk , k = 1 , 2 , . . . , N .

Ðàññìîòðèì ýòó ñèñòåìó ïîäðîáíåå. Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ t1 ÷åðåç t2 :

t1c1 − t2b1 = s1 ⇒ t1 =
b1

c1
t2 +

s1

c1
.

Òåïåðü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûðàçèì t2 ÷åðåç t3 : −t1a2 + t2c2 − t3b2 = s2, èëè

−
(

s1

c1
+

b1

c1
t2

)
a2 + t2c2 − t3b2 = s2 ⇒ t2 =

b2t3

c2 − b1
c1

a2

+
s2 + a2

c1
s1

c2 − b1
c1

a2

.

Àíàëîãè÷íî,
tk = αktk+1 + βk ,

ãäå
αk =

bk

ck − αk−1ak
, βk =

sk + βk−1ak

ck − αk−1ak
.

Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî èíäóêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, α1 = b1
c1

, β1 = s1
c1

, òàêèì
îáðàçîì áàçà èíäóêöèè âåðíà. Òåïåðü îñóùåñòâèì ñîáñòâåííî èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü tk = αktk+1 +

βk , òîãäà
−ak+1tk + ck+1tk+1 − bk+1tk+2 = sk+1 ,

−ak+1(αktk+1 + βk) + ck+1tk+1 − bk+1tk+2 = sk+1 ,

îòêóäà
tk+1 =

bk+1tk+2

ck+1 − αkak+1
+

sk+1 + βkak+1

ck+1 − αkak+1
= αk+1tk+2 + βk+1 ,

òî åñòü èíäóêöèîííûé ïåðåõîä òàêæå èìååò ìåñòî.
Ðàññìîòðèì òåïåðü êàêèì îáðàçîì ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè. Íà ïåðâîì ýòàïå (ïðÿìîé õîä ïðîãîíêè)

ìû îïðåäåëÿåì êîýôôèöèåíòû αk , βk ÷åðåç èçâåñòíûå íàì ýëåìåíòû ìàòðèöû A (bk , ck , ak) , çàäàííûå
çíà÷åíèÿ sk è ïðåäûäóùèå αk−1 , βk−1:

α1 = b1
c1

, β1 = s1
c1

, � íà÷àëî ïðÿìîãî õîäà,
αk = bk

ck−αk−1ak
, βk = sk+βk−1ak

ck−αk−1ak
, � ïðÿìîé õîä.

Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû αk è βk íà÷èíàåòñÿ îáðàòíûé õîä ïðîãîíêè � ñîáñòâåííî
îïðåäåëåíèå êîìïîíåíò tk . Èìååì

tN = αN tN+1 + βN ,

ïðè ýòîì αN = 0 , ò.ê. bN = 0 , à αN = bN

cN−αN−1aN
. Òàêèì îáðàçîì,
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tN = βN (íà÷àëî îáðàòíîãî õîäà) ,
tk = αktk+1 + βk (îáðàòíûé õîä) .

Óòâåðæäåíèå (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïðîãîíêè): Ïóñòü |ck| > |bk|+ |ak| , k = 1 , . . . , N ,
òîãäà det A 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî çíàìåíàòåëü â ôîðìóëàõ ïðÿìîãî õîäà íå îáðàùàåòñÿ â
íóëü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî |αk| < 1. Âåäü åñëè ýòî òàê, òî

|ck − αk−1ak| ≥ |ck| − |αk−1||ak| > |ck| − |ak| > |bk| ≥ 0

è íå ïðîèñõîäèò äåëåíèÿ íà íóëü. Èìååì :

|α1| = |b1

c1
| < 1 , |αk| = |bk|

|ck − αk−1ak| <
|bk|
|bk| = 1 .

1.2.5 Ìåòîä èòåðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b :
N∑

j=1

aijxj = bi , i = 1, 2, . . . , N , (1)

ìîæåò áûòü ðåøåíà íå òîëüêî ïðÿìûìè ìåòîäàìè, íî òàêæå è èòåðàöèîííûìè. Ðàçóìååòñÿ, ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò.å., ÷òî det A 6= 0.

Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A â âèäå A = B+D , ãäå D = diag{a11 , . . . , aNN} . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî det D 6= 0 ,
÷òî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî aii 6= 0 , i = 1 , . . . , N (åñëè èñõîäíî ýòî íå òàê, òî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è
ñòîëáöîâ ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïðè detA 6= 0 ). Òîãäà (1) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå Dx = b−Bx, èëè

x = D−1b−D−1Bx .

Ïðåäëîæèì ñëåäóþùóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

xs+1 = D−1b−D−1Bxs ,

x0 � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé âåêòîð. Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå

xs+1
i = a−1

ii bi − a−1
ii

n∑

j=1,j 6=i

aijx
s
j , i = 1, 2, . . . N .

Îáîçíà÷èì D−1b = u, D−1B = T , òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðèíèìàåò âèä

xs+1 = u− Txs . (2)

Òåîðåìà1. Ïðîöåññ (2) ñõîäèòñÿ, äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî âåêòîðà, åñëè ||D−1(A−D)|| = ||T || < 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå x → u− Tx ÿâëÿåòñÿ ñæà-
òèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xs èìååò ïðåäåë. Ïóñòü x∗ = lim
s→∞

xs, òîãäà x∗ = u − Tx∗, èëè,
âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ôîðìóëèðîâêå, Ax∗ = b. Èòàê, äëÿ ñõîäèìîñòè èçëîæåííîãî ìåòîäà, íàçûâàåìîãî
ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé, íåîáõîäèìî ÷òîáû

||D−1(A−D)|| < 1 .
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1.2.6 Ìåòîä Çåéäåëÿ

Ìîäèôèöèðóåì ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé, êîîðäèíàòíóþ ôîðìó êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

xs+1
i = a−1

ii [bi −
∑

j<i

aijx
s
j

︸ ︷︷ ︸
∗

−
∑

j>i

aijx
s
j ] , i = 1, 2, . . . , N .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü êîìïîíåíòû (s + 1)-ãî ïðèáëèæåíèÿ xs+1, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé
xs+1

1 , òî ê ìîìåíòó âû÷èñëåíèÿ êîíêðåòíîé i-îé êîìïîíåíòû xs+1
i , êîîðäèíàòû xs+1

1 , . . . , xs+1
i−1 óæå îïðåäå-

ëåíû è èõ ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ áîëåå òî÷íîãî ïîñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ xs+1.
Ìîäèôèöèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé, çàìåíèâ â ñóììå ∗ êîìïîíåíòû xs

j íà
xs+1

j . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íîâóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó

xs+1
i = a−1

ii bi − a−1
ii

∑

j<i

aijx
s+1
j − a−1

ii

∑

j>i

aijx
s
j , i = 1, 2, . . . , N .

Òàêîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Çåéäåëÿ. Ïðåäñòàâèì åãî â ìàòðè÷íîé ôîðìå. Ïóñòü L

� íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè
L :

lij =





aij , j < i

0 , j ≥ i
,

à U � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

uij =





aij , j > i

0 , j ≤ i
.

Êàê è ðàíüøå ââåäåì ìàòðèöó D = diag{a11 . . . aNN} , òîãäà A = D + L + U . Â ìàòðè÷íîì âèäå ìåòîä
Çåéäåëÿ èìååò âèä:

xs+1 = D−1b−D−1Lxs+1 −D−1Uxs .

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Çåéäåëÿ

Èòàê, èòåðàöèè ïî ìåòîäó Çåéäåëÿ äîëæíû áûòü îðãàíèçîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

Dxs+1 = b− Lxs+1 − Uxs ,

èëè
xs+1 = (D + L)−1b− (D + L)−1Uxs .

Îòîáðàæåíèå x 7→ (D + L)−1b − (D + L)−1Ux ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì, åñëè ||(D + L)−1U || < 1 , òî åñòü
ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Ìåòîä Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ, åñëè ||(D + L)−1U || < 1.
Óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû äîâîëüíî òðóäíî ïðîâåðÿåìû, òàê êàê ìàòðèöà (D +L)−1U äîëæíà åùå è âû÷èñ-

ëÿòüñÿ. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ìåòîäà Çåéäåëÿ, êîòîðûé ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì
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ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð
A, äåéñòâóþùèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè

〈Ax,x〉 ≥ γ〈x,x〉 , γ > 0 .

Åñëè îïåðàòîð ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí, òî ó íåãî ñóùåñòâóåò è îáðàòíûé è îí òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåí. Òàêæå âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè îïåðàòîð A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è ñèììåòðè÷åí â RN , òî
ôîðìà

〈x,y〉A = 〈Ax,y〉

óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â äàëüíåéøåì, ôàêò ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè îïåðàòîðà A áóäåì îáîçíà÷àòü: A > 0 . Çàìåòèì, ÷òî â êîìïëåêñíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòîðà A àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò çà ñîáîé ýðìèòîâîñòü: A = A∗.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ìåòîäà Çåéäåëÿ). Ìåòîä Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ â âåùåñòâåííîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè A ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Ëåììà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ zk â RN îïðåäåëåíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

B(zk+1 − zk) + Azk = 0 , (3)

ãäå B − 1
2A > 0 , A > 0 è ñèììåòðè÷íà, òîãäà zk → 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì zk â âèäå

zk =
1
2
(zk+1 + zk)− 1

2
(zk+1 − zk) ,

è ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â (3), òîãäà

B(zk+1 − zk) +
1
2
A(zk+1 + zk)− 1

2
A(zk+1 − zk) = 0 ,

èëè
(B − 1

2
A)(zk+1 − zk) +

1
2
A(zk+1 + zk) = 0 .

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà zk+1 − zk , òîãäà

0 = |zk+1 − zk|B−A/2 +
1
2
〈A(zk+1 + zk), zk+1 − zk〉 =

= |zk+1 − zk|B−A/2 +
1
2
{|zk+1|A − |zk|A} = 0 ,

ãäå | · |A = 〈A·, ·〉 , | · |B−A/2 = 〈{B − A/2}·, ·〉 � íîðìû, îïðåäåëÿåìûå îïåðàòîðàìè A è B − A/2, ñîîò-
âåòñòâåííî. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà (B−A/2) ñëåäóåò,
÷òî |zk+1|A−|zk|A ≤ 0 , ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |zk|A íåâîçðàñòàþùàÿ: |zk+1|A ≤ |zk|A . Ïðè ýòîì, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë |zk|A îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîñêîëüêó |zk|A ≥ 0 . Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ïðåäåë lim

k→∞
|zk|A = a . Íî òîãäà èç òîãî æå ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî íîðìà |zk+1 − zk|(B− 1

2 A) ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ, à çíà÷èò è zk+1 − zk → 0 , k →∞ . Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zk :

Azk = −B(zk+1 − zk) ,

îòêóäà zk = −A−1B(zk+1 − zk) è, ñëåäîâàòåëüíî,

||zk|| ≤ ||A−1B|| × ||zk+1 − zk|| → 0 ,
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è, òàêèì îáðàçîì, zk → 0, ïðè k →∞.
Ïðèñòóïèì òåïåðü ñîáñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè ìåòîäà Çåéäåëÿ. Êàê

íåòðóäíî âèäåòü, ìåòîä Çåéäåëÿ (D + L)xs+1 + Uxs = b ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

(D + L)(xs+1 − xs) + Axs = b .

Ïóñòü u � òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Au = b , îíî ñóùåñòâóåò, òàê êàê A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé
îïåðàòîð è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòèì. Ïîëîæèì òàêæå zs = xs − u , òîãäà

(D + L)(zs+1 − zs) + Azs = 0 .

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî (D + L − 1
2A) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, åñëè A ñèììåòðè÷íà è ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äåéñòâèòåëüíî

D + L− 1
2
A = D + L− 1

2
(D + L + U) =

1
2
(D + L− U) .

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

〈(D + L− U)x,x〉 = 〈Dx,x〉+ 〈Lx,x〉 − 〈Ux,x〉 .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ñëåäîâàòåëüíî LT = U è

〈Lx,x〉 = 〈x, LT x〉 = 〈x, Ux〉 = 〈Ux,x〉 ,

ïîýòîìó
〈(D + L− U)x,x〉 = 〈Dx,x〉 =

∑

i

aiix
2
i > 0 ,

òàê êàê ó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû áîëüøå íóëÿ (ïî÷åìó?): aii > 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ Ëåììû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zs ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xs = u + zs ñòðåìèòñÿ ê èñòèííîìó ðåøåíèþ u .
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Ãëàâà 2

Àëãåáðàè÷åñêèå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è

2.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç ìàòðè÷íîé òåîðèè

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â âåùåñòâåííîì RN èëè â êîìïëåêñíîì CN åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå: A : RN (CN ) → RN (CN ) .

×èñëî λ è âåêòîð x íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííûì ÷èñëîì (çíà÷åíèåì) è ñîáñòâåííûì
âåêòîðîì îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ , åñëè Ax = λx .

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 1.Âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð â CN èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Òåîðåìà 2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç N ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ e1, e2, . . . , eN (áàçèñà) ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííûé äóàëüíûé áàçèñ ẽ1, ẽ2, . . . , ẽN , òàêîé ÷òî 〈ei, ẽj〉 = δij .
Çàìåòèì, ÷òî âñÿêèé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñàìîäóàëåí. Ïóñòü A èìååò N ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ xi , òîãäà îíè îáðàçóþò áàçèñ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò äóàëüíûé áàçèñ x̃i . Â ýòîì ñëó÷àå,
êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A∗ (â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
ïðîñòî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà AT ) èìååò â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ÷èñëà λ̄i , à â êà÷åñòâå
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ � âåêòîðû äóàëüíîãî áàçèñà:

Axi = λixi , A∗x̃i = λ̄ix̃i .

Äåéñòâèòåëüíî: 〈xi, λ̄ix̃i〉 = 〈λxi, x̃i〉 = 〈Axi, x̃i〉 = 〈xi, A∗x̃i〉 è, àíàëîãè÷íî, 〈xj , A∗x̃i〉 = 0 , i 6= j , òî
åñòü 〈xj , A∗x̃i〉 = δij〈xj , λ̄x̃j〉 . Êðîìå òîãî, íåòðóäíî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñïåêòðàëüíîãî
ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà A :

A· =
N∑

i=1

λi〈·, x̃i〉xi =
N∑

i=1

λiPi· ,

ãäå îïåðàòîðû Pi· = 〈·, x̃i〉xi � ñóòü ñîáñòâåííûå ïðîåêòîðû îïåðàòîðà A . Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð f ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì îïåðàòîðà A : f =

∑〈f , x̃i〉xi . Òîãäà

Af =
∑

〈f , x̃i〉Axi =
∑

〈f , x̃i〉λixi =
∑

λiPif .
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Ïóñòü A = A∗ � ýðìèòîâà ìàòðèöà (â RN � ñèììåòðè÷íàÿ). Â ýòîé ñèòóàöèè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
âåùåñòâåííû, àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò, ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû xi , îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì îðòîãîíàëüíû, è ñóùåñòâóåò îðòîíîð-
ìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Â ñëó÷àå îäíîêðàòíî âûðîæäåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ,
îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð P îäíîìåðåí è èìååò âèä P = 〈·,x〉x (âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð x íîðìèðîâàí íà åäèíèöó). Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé Ax = λx áîëåå ÷åì îäíîìåðíî, òî
â íåì âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé îðòîáàçèñ xi è ñîáñòâåííûé ïðîåêòîð, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó
λ , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîìåðíûõ ïðîåêòîðîâ P =

∑〈·,xi〉xi .
Îòìåòèì (ëåãêî ïðîâåðÿåìîå) âàæíîå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ:

PiPk = δikPi .

Ñòåïåíü îïåðàòîðà èìååò ñëåäóþùóþ çàïèñü ÷åðåç îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû

Am =
∑

k

λm
k (A)Pk .

Ìíîãî÷ëåíû îò îïåðàòîðà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíàìè
ìîæíî ïðèáëèçèòü ëþáóþ ôóíêöèþ, òî ôóíêöèþ îò îïåðàòîðà åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü êàê

f(A) =
∑

k

f(λk)Pk .

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ó îïåðàòîðà è ó ôóíêöèè îò îïåðàòîðà ñîâïàäàþò, òîãäà êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè îò îïåðàòîðà åñòü ÷èñëà f(λk).

2.2 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýðìèòîâûõ ìàòðèö

2.2.1 Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà FA(λ) =

det(A − λI) , òî ìîæíî âû÷èñëèòü FA(λ) â (n + 1)-îì íàóãàä âûáðàííîì çíà÷åíèè λ (èõ åñòåñòâåííî âû-
áèðàòü â ïðîìåæóòêå (−||A||, ||A||), åñëè ãðàíèöû ñïåêòðà èçâåñòíû; îöåíèòü èõ ìîæíî ïî ìàêñèìàëüíîìó
ïî ìîäóëþ ýëåìåíòó ìàòðèöû) è ïîñòðîèòü ïî íèì èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ñòåïåíè n, êîòîðûé ñîâïà-
äàåò ñîáñòâåííî ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿþòñÿ åãî êîðíè. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì è äëÿ
íåýðìèòîâûõ ìàòðèö (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ êîðíåé).

2.2.2 Íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ ìîäóëÿ.

à) Ìåòîä èòåðàöèé

Ïóñòü g = g0 � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé âåêòîð. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

gn = A
gn−1

||g(n−1)|| =
Ang

||An−1g|| ,

òîãäà
lim ||g(n)|| = |λmax| .
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Äîêàçàòåëüñòâî: Äåéñòâèòåëüíî, g =
∑

Pkg , ‖|gn|| = ||Ang||
||An−1g|| , è

Ang =
∑

λn
kPkg = λn

max(Pmaxg +
∑

k 6=1

{λk/λmax}nPkg) .

Ïóñòü λ′ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñëåäóþùåå çà ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ. Òîãäà

||Ang||2 = 〈Ang, Ang〉 = λ2n
max(〈Pmaxg,g〉+ O([λ′/λmax]2n)) ,

è

||gn|| = ||Ang||
||An−1g|| = |λmax|

√
〈Pmaxg,g〉+ O([λ′/λmax]2n)
〈Pmaxg,g〉+ O([λ′/λmax]2n−2)

=

= |λmax|{1 + O([λ′/λmax]2n−2)} .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñòàðòîâûé âåêòîð g èìåë íåíóëåâóþ ïðîåêöèþ íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
îòâå÷àþùåå ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (òî åñòü Pmaxg 6= 0 ), òî ïðèâåäåííàÿ èòå-
ðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ λmax . Îäíàêî, õîòÿ ôîðìàëüíî, ïðåäûäóùåå ðàññìîòðåíèå
âåðíî ëèøü â ñëó÷àå íåíóëåâîé ïðîåêöèè, â äåéñòâèòåëüíîñòè, èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ
ýòà ïðîåêöèÿ íàâåðíÿêà ïîÿâèòñÿ íà íåêîòîðîì øàãå è äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå ìåòîäà èòåðàöèé ïðèâåäåò
ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó. Ïîïóòíî çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî îòâå÷àþùåå λmax îäíîìåðíî, òî
ìåòîä èòåðàöèé îäíîâðåìåííî ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà xmax , îòâå÷àþùåãî λmax .
Ýòèì âåêòîðîì ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè ÿâëÿåòñÿ

xmax = lim
n→∞

gn .

Çàìå÷àíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ λmax ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä èòåðàöèé è â áîëåå ïðîñòîé ïîñòàíîâêå.
Ïóñòü l-àÿ êîìïîíåíòà â ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà â ñòàíäàðòíîì åâêëèäîâîì áàçèñå íå ðàâíà
íóëþ (õîòÿ áû îäíà òàêàÿ ñóùåñòâóåò), òîãäà

λmax = lim
n→∞

(Ang)l

(An−1g)l
.

á) Ìåòîä ñëåäîâ

Èçâåñòíî, ÷òî ñëåä ìàòðèöû (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ðàâåí ñóììå å¼ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè:

∑
λi = TrA , òàêèì îáðàçîì,

∑
λm

i = TrAm è, ñëåäîâàòåëüíî,

TrAm = λm
max[1 + (λ′/λmax)m + . . .] ,

ãäå λ′ � ñëåäóþùåå ïî ìîäóëþ çà ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, λmax ìîæíî èñêàòü
êàê ñëåäóþùèé ïðåäåë

|λmax| = lim
m→∞

m
√

TrAm ,

èëè, íàïðèìåð, â âèäå
λmax = lim

m→∞
TrAm+1

TrAm
.

Ïðîöåäóðó âîçâåäåíèÿ ìàòðèöû â ñòåïåíü ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü:

A×A︸ ︷︷ ︸
A2

×A×A︸ ︷︷ ︸
A2︸ ︷︷ ︸

A4

,

è òàê äàëåå, â ÷àñòíîñòè: A16 = (A8)2 = A222
2

.
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â) Ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà èòåðàöèé. Ïóñòü x è y ïðîèçâîëüíûå íà÷àëüíûå âåêòîðû.
Îïðåäåëèì èòåðàöèè

ym = Aym−1 = Amy =
∑

s

λmPsy ,

xm = Axm−1 =
∑

s

λmPsx .

Àíàëîãè÷íî ìåòîäó èòåðàöèé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

〈ym,xm〉
〈ym,xm−1〉 → λmax .

2.2.3 Îáðàòíûå èòåðàöèè

Ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ

Ïóñòü y � íåêîòîðûé ñòàðòîâûé âåêòîð. Îïðåäåëèì îáðàòíûå èòåðàöèè êàê y(n) = Ay(n+1) (èëè y(n+1) =

A−1y(n)) , òî åñòü ýòî ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ µmax ìàòðèöû
B = A−1, îáðàòíîé ê èñõîäíîé ìàòðèöå. Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
ìàòðèöû A ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó îáðàòíîé ìàòðèöû.

B = A−1

µi λi

, (µi =
1
λi

) .

Ìåòîä îáðàòíûõ èòåðàöèé ñî ñäâèãîì

Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà è λ∗ � íåêîòîðîå ïðîáíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó
(A−λ∗I) , åå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà (λi−λ∗) , ãäå λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èñõîäíîé
ìàòðèöû A . Ó îáðàòíîé ìàòðèöû (A− λ∗I)−1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � ýòî âåëè÷èíû 1

λi−λ∗
. Ïðîöåäóðà

ìåòîäà îáðàòíûõ èòåðàöèé cî ñäâèãîì

y(n) = (A− λ∗I)y(n+1) ,

ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ max
i
| 1
λi−λ∗

| . Èíûìè ñëîâàìè, ìû íàõîäèì òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λj , êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ê ïðîáíîìó ÷èñëó λ∗ . Âàðüèðóÿ ïðîáíîå λ∗ è âíîâü ïðèìåíÿÿ ìåòîä îáðàòíûõ
èòåðàöèé ñî ñäâèãîì ìîæíî, íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A .

2.3 Íåýðìèòîâû ìàòðèöû

2.3.1 Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â ñëó÷àå åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà A ñîâïàäàþò, òî
óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèåì, ñîõðàíÿþùèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: 〈Ux, Uy〉 =

〈x,y〉 ) (â RN � îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì) îïåðàòîð ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, è íà
äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà A ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Îäíàêî íåðåäêà ñèòóàöèÿ, êîãäà àëãåáðàè÷åñêàÿ
êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ïðåâûøàåò ãåîìåòðè÷åñêóþ (îáðàòíîå, êñòàòè, íåâîçìîæíî).
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Â CN ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå áàçèñà (íàçûâàåìûì æîðäàíîâûì èëè êàíîíè÷åñêèì áàçèñîì îïåðàòîðà
A ) ìàòðèöà îïåðàòîðà ñòàíîâèòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé. Â êàæäîì èç áëîêîâ (æîðäàíîâûõ êëåòîê) ìàòðèöà
îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé è èìååò âèä




λ 1 0 . . . 0 0

0 λ 1 . . . 0 0

0 0 λ . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . λ 1

0 0 0 . . . 0 λ




. (1)

Ðàçìåðû æîðäàíîâûõ êëåòîê, èõ êîëè÷åñòâî, òàêæå êàê è ÷èñëà λ (êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ)
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè îïåðàòîðà A (òî åñòü íå çàâèñÿò îò âûáîðà æîðäàíîâà áàçèñà).

Â RN æîðäàíîâ áàçèñ ïðèâîäèò ê êëåòêàì âèäà (1) åñëè λ � âåùåñòâåííûé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà A â êàêîì ëèáî áàçèñå. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïîëèíîìà ìàòðèöû îïåðàòîðà â RN âåùåñòâåííû, òî âìåñòå ñ êàæäûì êîìïëåêñíûì êîðíåì λ = µ + iν

îí îáëàäàåò è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì λ̄ = µ− iν . Æîðäàíîâà êëåòêà â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä



µ ν 1 0 0 0 . . . 0 0

−ν µ 0 1 0 0 . . . 0 0

0 0 µ ν 1 0 . . . 0 0

0 0 −ν µ 0 1 . . . 0 0

0 0 0 0 µ ν . . . 0 0

0 0 0 0 −ν µ . . . 0 0
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 0 0 0 . . . µ ν

0 0 0 0 0 0 . . . −ν µ




.

2.3.2 Ìåòîä èòåðàöèé äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà êðàò-
íîñòè 2 â ñëó÷àå æîpäàíîâîé àíîìàëèè

Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíî íà ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìàëüíîìó ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îïåðàòîðà A

ñîîòâåòñòâóåò æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà 2× 2 . Â êàíîíè÷åñêîì áàçèñå u1,u2, . . . ,uN ìàòðèöà îïåðàòîðà
A èìååò âèä 



λ 1 | 0 . . . 0

0 λ | 0 . . . 0

− − − − − −
0 0 |
...

... | B
0 0 |




.

Çäåñü B � ìàòðèöà, îòâå÷àþùàÿ îñòàâøèìñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, êîíêðåòíûé âèä êîòîðîé íàñ íå
èíòåðåñóåò. Îáîçíà÷èì äóàëüíûé áàçèñ ÷åðåç v1,v2, . . . ,vN . Òîãäà

Au1 = λu1 A∗v1 = λv1

Au2 = λu2 + u1 A∗v2 = λv2 + v1
.
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Âåêòîð u1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îïåðàòîðà A , ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ . Âåêòîð
u2 íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì. Äëÿ ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A∗ ñîáñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì âåê-
òîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ̄ (â RN � ïðîñòî λ ) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû äóàëüíîãî
áàçèñà v1 è v2 , ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî u1 = v2 , è u2 = v1 , òî åñòü ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ
îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì äëÿ ñîïðÿæåííîãî è íàîáîðîò.

Íåïðèãîäíîñòü îáû÷íîãî ìåòîäà èòåðàöèé

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ìîäóëÿ è ÷òî λ1 = λ . Ïóñòü
x ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ðàçëîæèì åãî ïî âåêòîðàì æîðäàíîâà áàçèñà è äóàëüíîãî ê íåìó

x =
N∑

i=1

〈x,vi〉ui , x =
N∑

i=1

〈ui,x〉vi .

Ïîäåéñòâóåì íà x îïåðàòîðîì A è ñîïðÿæåííûì:

Ax =
N∑

i=1

〈x,vi〉Aui , A∗x =
N∑

i=1

〈ui,x〉A∗vi ,

èëè

Ax = (λ < x,v1 > + < x,v2 >)u1 + λ < x,v2 > u2 +
N∑

i=3

< x,vi > Aui ,

A∗x = (λ̄ < u1,x > + < u2,x >)v1 + λ̄ < u2,x > v2 +
N∑

i=3

< ui,x > A∗vi .

Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó

An
=




λn nλn−1 | 0 . . . 0

0 λn | 0 . . . 0

− − − − − −
0 0 |
...

... | Bn

0 0 |




,

òî
Anx = (λn < x,v1 > +nλn−1 < x,v2 >)u1 + λn < x,v2 > u2 + . . . . (2)

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà n-îé ñòåïåíè îïåðàòîðà A ñ èñïîëüçîâàíèåì (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

〈Anx,x〉 = 〈Anx,

N∑
1

〈ui,x〉vi〉 =

= λn
{(

a + b
n

λ

)
+ O ([λ′/λ]n)

}
,

ãäå a =< x,v1 >< u1,x > + < x,v2 >< u2,x > (= 2 < x,v1 >< u1,x > � â Rn), b =< x,v2 >< u1,x > è
λ′ � ñëåäóþùåå ïî ìîäóëþ çà λ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Â íàøåé ñèòóàöèè λ âåùåñòâåííî. Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, ïðèìåíÿåìûì äëÿ
ýðìèòîâûõ ìàòðèö, ðàññìîòðèì îòíîøåíèå Ðåëåÿ

ρn =
〈An+1x, A∗nx〉
〈Anx, A∗nx〉 =

〈A2n+1x,x〉
〈A2nx,x〉 = λ

{
a + (2n+1)b

λ

a + 2nb
λ

+ O
(
[λ′/λ]2n

)}
=
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= λ

{
1 +

a + b
λ

a + 2nb
λ

+ O
(
[λ′/λ]2n

)}
= λ

{
1 + O

(
1
n

)}
.

Èòàê, ρn = λ{1 + O(1/n)} , òî åñòü ñõîäèìîñòü ïðè n → ∞ íàñòîëüêî íåóäîâëåòâîðèòåëüíàÿ, ÷òî òåðÿåò
ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë. Òàêèì îáðàçîì, îáû÷íûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè ñîáñòâåííîå ÷èñëî â ñëó÷àå
æîpäàíîâîé àíîìàëèè ñîñ÷èòàòü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Íåîáõîäèì êàêîé-òî äðóãîé ïîäõîä.

Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä èòåðàöèé

Ñîñòàâèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè 2

(t− λ)2 = t2 + pt + q = 0 p = −2λ , q = λ2 .

Êîýôôèöèåíòû p è q çàðàíåå íåèçâåñòíû, ïîñêîëüêó íåèçâåñòíî ñàìî λ . Ïîïûòàåìñÿ èõ îïðåäåëèòü.
Îáîçíà÷èì xn = Anx è ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

xn+1 + pxn + qxn−1 =< x,v1 > {λn+1
1 + pλn

1 + qλn−1
1 }︸ ︷︷ ︸

=0

u1+

+ < x,v2 > {(n + 1)λn
1 + pnλn−1

1 + q(n− 1)λn−2
1 }u1+ < x,v2 > {λn+1

1 + pλn
1 + qλn−1

1 }︸ ︷︷ ︸
=0

u2 + . . . =

=< x,v2 > {nλn−2 (λ2 + pλ + q)︸ ︷︷ ︸
=0

+λn − qλn−2}u1 + . . . =< x,v1 > λn−2 (λ2 − q)︸ ︷︷ ︸
=0

u1 + . . . ,

ïîñêîëüêó (λ2 − q) = p2

4 − q = 0 . Òàêèì îáðàçîì, xn+1 + pxn + qxn−1 = o(xn+1) . Ïðè ýòîì, êîîðäèíàòû
n-îé èòåðàöèè xk âåäóò ñåáÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòåïåíü λ : xn

i = (Anx)i ∼ λnxi , ïîýòîìó åñòåñòâåííî
ââåñòè òðè âåêòîðà yn+1,n,n−1 = xn+1,n,n−1

λn+1 . Äëÿ êîîðäèíàò ýòèõ âåêòîðîâ, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî,
âûïîëíåíî

yn+1
k + pyn

k + qyn−1
k = O([λ′/λ]n+1) .

Âûïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ ïàðû êîîðäèíàò, ñêàæåì k è l.

yn
l yn+1

k + pyn
k + qyn−1

k = O
(
[λ′/λ]n+1

)
∼ 0 yn−1

l

yn
k yn+1

l + pyn
l + qyn−1

l = O
(
[λ′/λ]n+1

)
∼ 0 yn−1

k

.

Äîìíîæàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà yn−1
l , à âòîðîå íà yn−1

k è âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì

p = −yn+1
k yn−1

l − yn+1
l yn−1

k

yn
k yn−1

l − yn
l yn−1

k

+ O
(
[λ′/λ]n+1

)
=

= −xn+1
k xn−1

l − xn+1
l xn−1

k

xn
kxn−1

l xn
l xn−1

k

+ O
(
[λ′/λ]n+1

)
.

Àíàëîãè÷íî, äîìíîæàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî íà yn
l , à âòîðîå íà yn

k è âû÷èòàÿ èõ ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå,
ïîëó÷àåì

q = −xn+1
k xn

l − xn+1
l xn

k

xn−1
k xn

l − xn−1
l xn

k

+ O
(
[λ′/λ]n+1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå, ìîæíî êîíòðîëèðîâàòü èñõîäÿ èç
òîãî, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî p2/4 = q .
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Ãëàâà 3

Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ

3.1 Îáùèå ñâåäåíèÿ

Óðàâíåíèå
F (x, u, u′, . . . , u(n)) = 0

íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà, åñëè F îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà
â íåêîòîðîé îáëàñòè G ∈ Rn+2 (n ≥ 1) è, âî âñÿêîì ñëó÷àå, çàâèñèò îò u(n). Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
ëþáàÿ ôóíêöèÿ u(x), êîòîðàÿ ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ x â îïðåäåëåííîì êîíå÷íîì èëè
áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé
èìååò âèä

u(n) = f(x, u, . . . , u(n−1)) . (1)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ íà èíòåðâàëå I = [a, b] íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x) , òàêàÿ ÷òî
1) u(x) ∈ Cn[a, b] ,

2) (x, u(x), . . . , u(n−1)(x)) ∈ D(f) ∀x ∈ I ,
3) u(n)(x) = f(x, u(x), . . . , un−1(x)) ∀x ∈ I .

3.1.1 Çàäà÷à Êîøè

Çàäà÷åé Êîøè (íà÷àëüíîé çàäà÷åé) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (1), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

u(x0) = u0 , u′(x0) = u′0 , . . . , u(n−1)(x0) = u
(n−1)
0 ,

ãäå u
(i)
0 � íåêîòîðûå çàäàííûå ÷èñëà. Ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà Ïåàíî. Åñëè f íåïðåðûâíà â D, òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x0, u0, . . . , u
(n−1)
0 , ïðèíàäëåæàùåé

îáëàñòè D, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ I.
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà Ïåàíî íå ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòè.

25



Òåîðåìà Êîøè-Ïèêàðà. Åñëè f íåïðåðûâíà â D è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì u,
u′, . . ., u(n−1), òî åñòü

|f(x;µ1, µ2, . . . , µn)− f(x; ν1, ν2, . . . , νn)| < L

n∑

k=1

|µk − νk| ,

òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, u0, . . . , u
(n−1)
0 ) ∈ D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (1), îïðåäåëåííîå â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ I.
Ëþáîå óðàâíåíèå òèïà (1) ìîæíî ñâåñòè ê ðàâíîñèëüíîé åìó ñèñòåìå

dui

dx
= fi(x; u0, u1 . . . , un−1) , i = 0, 1, , . . . , n− 1 ,

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïóòåì çàìåíû âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíûìè ôóíê-
öèÿìè (ui(x) = u(i)(x)).

Òåîðåìó Êîøè-Ïèêàðà íåñëîæíî äîêàçàòü âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î íåïîäâèæíîé òî÷êå ñæèìàþ-
ùåãî îòîáðàæåíèÿ [15]. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

{
u′ = f(x, u)

u(x0) = u0

ýêâèâàëåíòíî èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

u(x) = u0 +

x∫

x0

f(t, u(t))dt .

Ïî óñëîâèþ f íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, |f(x, u)| ≤ M â íåêîòîðîé îáëàñòè D′ ⊂ D, ñîäåðæàùåé òî÷êó
(x0, u0). Âûáåðåì δ > 0 òàê, ÷òîáû:

1) (x, u) ∈ D′, åñëè |x− x0| ≤ δ è |u− u0| ≤ δM ;
2) δL < 1, ãäå L � êîíñòàíòà, ôèãóðèðóþùàÿ â óñëîâèè Ëèïøèöà.
Ïóñòü C ′ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé u, îïðåäåëåííûõ ïðè |x − x0| ≤ δ è òàêèõ, ÷òî

|u(x) − u0| ≤ δM ñ åñòåñòâåííîé äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìåòðèêîé ρ(u1, u2) = max
x
|u1(x) − u2(x)|. Êàê

çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà C[x0−δ,x0+δ], ïðîñòðàíñòâî C ′ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Óáåäèì-
ñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå y = Au, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

y(x) = u0 +

x∫

x0

f(t, u(t))dt ,

ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì â C ′. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü u ∈ C ′ è |x− x0| ≤ δ, òîãäà

|y(x)− u0| =
∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

f(t, u(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ δM

è, ñëåäîâàòåëüíî, A ïåðåâîäèò C ′ â ñåáÿ. Äàëåå,

|y1(x)− y2(x)| ≤
x∫

x0

|f(t, u1(t)− f(t, u2(t)|dt ≤ Lδ||u1 − u2||C′ ,

è ïîñêîëüêó δL < 1, òî A � ñæàòèå è, ñëåäîâàòåëüíî, â C ′ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
u = Au. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ çàäà÷è Êîøè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.
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3.1.2 Êðàåâàÿ çàäà÷à

Ñôîðìóëèðóåì êðàåâóþ çàäà÷ó òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîé èç ñàìûõ ñóùå-
ñòâåííûõ. Òàêàÿ çàäà÷à èìååò âèä: 




u′′ = f(x, u, u′), x ∈ [a, b],

α1u(a) + β1u
′(a) = γ1,

α2u(b) + β2u
′(b) = γ2,

ãäå â êðàåâûõ óñëîâèÿõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî |αi|+ |βi| 6= 0, i = 1, 2. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è Êîøè çäåñü çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ. Î÷åíü âàæíûé è íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ
ñëó÷àé � ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

u′′ + p(x)u′ + q(x)u = f(x) ,

êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ êîòîðîãî ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì.

3.1.3 Çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ èëè çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðå-
ìåííî è êðàåâîé çàäà÷åé (ñ îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè) è îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ â, òàê íàçûâàåìîì,
ñàìîñîïðÿæåííîì âèäå:

− d

dx

[
k(x)

du

dx

]
+ [q(x)− λr(x)] u(x) = 0 ,

α1u(a) + β1u
′(a) = 0 , α2u(b) + β2u

′(b) = 0 .

Çäåñü òðåáóåòñÿ íàéòè òå λ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à ðàçðåøèìà (ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ), è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
ðåøåíèÿ uλ(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ.

3.1.4 ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ÷èñëåííûì ðåøåíèåì

Òî÷íûå (àíàëèòè÷åñêèå) ìåòîäû ðåøåíèÿ � òàêèå ìåòîäû, êîãäà ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé èëè êâàäðàòóð îò íèõ, ÷òî, åñòåñòâåííî, âîçìîæíî íå âñå-
ãäà. ×èñëåííûå ìåòîäû � ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íå íà âñåì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé, à ëèøü â äèñêðåòíîì íàáîðå òî÷åê x0, x1, . . . , xN ∈ [a, b]. Çäåñü, ïðàâäà, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
ìîæíî èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî íåêîòîðîé ïîëíîé ñèñòåìå ôóíêöèé (ñêàæåì, â ðÿä
Ôóðüå) è îáðåçàòü åãî íà íåêîòîðîì ÷ëåíå. Îäíàêî, âîïðîñ î òîì, êàêóþ ñèñòåìó ôóíêöèé èñïîëüçîâàòü è
êàêîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçîâàòü, ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ÷èñëåííûì è àíàëèòè÷åñêèì.
×èñëåííûå ìåòîäû ïðèìåíèìû ê î÷åíü øèðîêîìó êëàññó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ äâóìÿ òèïàìè çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëåííûå ìåòîäû òîæå äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà:
×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è çàäà÷è Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ.

3.2 Çàäà÷à Êîøè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [a, b] :

u′ = f(x, u) , u(a) = u0 , (2)
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Ðàçîáü¼ì ïðîìåæóòîê [a, b] íà N ÷àñòåé a = x0 < x1, < . . . , < xN . Îáîçíà÷èì u(xi) = ui , ãäå u(x) �
òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, è ÷åðåç yi çíà÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òî÷êàõ xi . Ñóùåñòâóåò äâà
òèïà ÷èñëåííûõ ñõåì :

1. ÿâíûå : yi = F (yi−k, yi−k+1, . . . , yi−1) (à);

2. íåÿâíûå : yi = F (yi−k, yi−k+1, . . . , yi) (á).

Çäåñü F íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ ïðèáëèæåíèÿ. Â ÿâíûõ ñõåìàõ ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå yi â
òî÷êå xi îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç íåêîòîðîå ÷èñëî k óæå îïðåäåëåííûõ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé. Â íåÿâíûõ
ñõåìàõ yi îïðåäåëÿåòñÿ íå ðåêóððåíòíûì îáðàçîì êàê â ÿâíûõ ñõåìàõ, à äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ âîçíèêàåò
óðàâíåíèå, ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî (á) ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ èìåííî óðàâíåíèå íà yi. ßâíûå ñõåìû ïðîùå,
îäíàêî çà÷àñòóþ íåÿâíûå ñõåìû ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

3.2.1 Ïîëó÷åíèå ÿâíûõ ñõåì

Îáøèðíûé êëàññ ÿâíûõ ñõåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà.
Âûïèøåì åãî äëÿ ôóíêöèè u(x) :

u(x + h) = u(x) + hu′(x) +
h2

2
u′′(x) + . . . +

hn

n!
u(n)(x) + . . . .

Åñëè u(x) � ðåøåíèå çàäà÷è (2), òî u′(xi) = f(xi, ui) è, ñëåäîâàòåëüíî u′′(xi) = d
dxf(x, u)|xi = f ′x(xi, ui) +

f(xi, ui)f ′u(xi, ui) . Ïîñòóïàÿ äàëåå òàêèì æå îáðàçîì, ìîæíî âûðàçèòü âñå ïðîèçâîäíûå u(k) ÷åðåç ïðîèç-
âîäíûå èçâåñòíîé ôóíêöèè f(x, u) :

ui+1 = ui + hf(xi, ui) +
h2

2
[f ′x(xi, ui) + f(xi, ui)f ′u(xi, ui)] + . . . . (3)

Îáðûâàÿ (3) íà òîì èëè èíîì ÷ëåíå, ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå ÿâíûå ñõåìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ ñ îïðåäåëåííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïî h.

3.2.2 Ñõåìà Ýéëåðà (ìåòîä ëîìàíûõ)

Îñòàâëÿÿ â (3) òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî h, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî: ui+1 ≈ ui+hf(xi, ui) .

Çàìåíÿÿ â íåì òî÷íûå çíà÷åíèÿ ui = u(xi) íà ïðèáëèæåíèÿ yi, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííóþ ñõåìó:




y0 = u0

yi+1 = yi + hf(xi, yi)
, i = 0, 1, . . . , N .

Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà è èìååò ïåpâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ïî h , åñëè f(x, u)

îãðàíè÷åíà è îãðàíè÷åíû åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî îáîèì àðãóìåíòàì. Óáåäèìñÿ â ýòîì. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü c = max

x,u
{|f |, |f ′x|, |f ′u|} . Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü ìåæäó èñòèííûì ðåøåíèåì uj â òî÷êå xj è íàéäåííûì

ïî ìåòîäó Ýéëåðà ïðèáëèæåíèåì yj ÷åðåç vj , òîãäà

vj+1 = vj + h [f(xj , uj)− f(xj , yj)]︸ ︷︷ ︸
f ′y(xj ,ỹj)vj

+
h2

2
u′′(xj) + O(h3) ,

ãäå ỹ′j � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìåæäó uj è yj . Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó y0 = u0 , òî v0 = 0 . Òîãäà
v1 = 1

2h2u′′0 + O(h3) , è äàëåå
v2 = v1(1 + hf ′u(x1, ỹ

′
1)) +

1
2
h2u′′1 + (h3) =
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=
1
2
h2 (u′′1 + u′′0 [1 + hf ′u(x1, ỹ1)]) + O(h3) ,

...

vj+1 =
1
2
h2

j∑

k=0

u′′k

j∏

i=k+1

[1 + hf ′u(xi, ỹi)] + O(h3) =

=
1
2
h2

j∑

k=0

u′′k

[
1 +

j∑

i=k+1

hf ′u(xi, ỹi)

︸ ︷︷ ︸
≤c(xj−xk+1)

]

︸ ︷︷ ︸
≤exp{c(xj−xk+1)}

+O(h3) .

Ïîñêîëüêó u′′ = f ′x + ff ′u , òî |u′′| ≤ c + cc ≡ c1 , è

|vj+1| ≤ 1
2
hc1

j∑

k=0

hec(xj−xk) =
1
2
hc1

xj∫

x0

ec(xj−t)dt + o(h) =

= h
c1

2c
[ec(xj−x0) − 1] + o(h) = O(h) .

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä Ýéëåðà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî h è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì øàãå ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå áëèçêî ê òî÷íîìó.

3.2.3 Ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà

Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 2-ãî ïîðÿäêà

Âûïèøåì ðÿä Òåéëîðà äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ u(x) ñ òî÷íîñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ
÷ëåíîâ

uj+1 = uj + hf(xj , uj) +
h2

2
[f ′x(xj , uj) + f(xj , uj)f ′u(xj , uj)]︸ ︷︷ ︸

u′′(xj)

+ . . . . (4)

Ñàìà ïî ñåáå òàêàÿ ñõåìà óæå ãîäèòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îäíàêî
åå íåóäîáñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ äèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ f(x, u) ïî îáîèì àðãóìåíòàì.
Åñëè çàìåíèòü ýòè ïðîèçâîäíûå ðàçíîñòíûìè, òî ôîðìàëüíî ìîæíî çàïèñàòü

uj+1 = uj + h[αf(xj , uj) + βf(xj + γh, uj + δh)] + . . . , (5)

ãäå êîíñòàíòû α, β, γ, δ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ äîëæíû ñîâïà-
äàòü ñ òî÷íîñòüþ äî O(h3) . Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì â (5) f(xj + γh, uj + δh) â ðÿä Òåéëîðà:

uj+1 = uj + h(α + β)f(xj , uj) + βh2[γf ′x(xj , uj) + δf ′u(xj , uj)] + O(h3) .

Ñðàâíèâàÿ ñ (4), ïîëó÷àåì 3 óðàâíåíèÿ íà 4 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòà: α + β = 1 , βγ = 1
2 , βδ =

1
2f(xj , uj) . Âûðàçèâ èõ ÷åðåç β è çàìåíèâ èñòèííûå çíà÷åíèÿ uj = u(xj) íà ïðèáëèæåííûå yj è îòáðîñèâ
êóáè÷åñêèå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì íàáîð ðàçíîñòíûõ ñõåì Ðóíãå-Êóòòà 2-ãî ïîðÿäêà

yj+1 = yj + h[(1− β)f(xj , yj) + βf(xj +
h

2β
, yj +

h

2β
f(xj , yj))] , 0 < β ≤ 1 .

Îáû÷íî ïîëàãàþò β ðàâíûì 1/2 èëè 1.
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Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà

Èçëîæåííûì âûøå ñïîñîáîì ìîæíî ñòðîèòü ñõåìû òèïà Ðóíãå-Êóòòà ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî h . Â
÷àñòíîñòè, ìåòîä Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé Ðóíãå-Êóòòà 1-ãî ïîðÿäêà. Íàèáîëåå óäîáíîé è óïîòðåáèòåëüíîé
ÿâëÿåòñÿ ñõåìà 4-ãî ïîðÿäêà. Îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä

yj+1 = yj +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ,

k1 = f(xj , yj) , k2 = f (xj + h/2, yj + hk1/2) ,

k3 = f (xj + h/2, yj + hk2/2) , k4 = f(xj + h, yj + hk3) .

Íà êàæäîì øàãå âåëè÷èíû km ðàññ÷èòûâàþòñÿ çàíîâî.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè f åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî îò x , òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ åñòü u(x) =

u0 +
x∫

x0

f(t)dt , è ôîðìóëû Ðóíãå-Êóòòà ïðåâðàùàþòñÿ â ôîðìóëû ïðèáëèæåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ìåòîäó

Ýéëåðà ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà 2-ãî ïîðÿäêà ñ β = 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ôîðìóëà ñðåäíèõ, à ñ β = 1/2 � ôîðìóëà òðàïåöèé. Íàêîíåö, ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà
ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà Ñèìïñîíà ñ øàãîì h/2 . Ýòî êîñâåííî ñâèäåòåëüñòâóåò î ïîðÿäêå òî÷íîñòè òîé èëè
èíîé ñõåìû.

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñõåìû Ðóíãå-Êóòòà îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ñèñòåì óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà ïðè
ïîìîùè ôîðìàëüíîé çàìåíû ôóíêöèé y(x) è f(x, y) íà âåêòîð-ôóíêöèè y(x) è f(x,y) . Ïðè ýòîì,
ïîñêîëüêó óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç n óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà, òî ìåòîäû Ðóíãå-
Êóòòà ìîæíî ïðèìåíÿòü ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ïîðÿäêà âûøå 1-ãî. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðèì çàäà÷ó
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ 2-ãî ïîðÿäêà 




u′′ = f(x, u, u′)

u(x0) = u0

u′(x0) = u′0

.

Îáîçíà÷èì u′ = v è ââåäåì âåêòîð u =

(
u

v

)
, òîãäà ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

{
u = f(x,u)

u(x0) = u0





d
dx

(
u

v

)
=

(
v

f(x, u, v)

)

(
u(x0)

v(x0)

)
=

(
u0

u′0

) .

Åñëè ââåñòè âåêòîð yj =

(
yj

zj

)
ïðèáëèæåíèé ê èñòèííîìó ðåøåíèþ uj â òî÷êå xj è âåêòîðà km =

(
km

qm

)

ðàñ÷åòíûõ êîýôôèöèåíòîâ, òî ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà ïðèíèìàåò âèä

y(j+1) =

(
yj+1

zj+1

)
=

(
yj + h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)/6

zj + h(q1 + 2q2 + 2q3 + q4)/6

)

k1 = zj , k2 = zj +
h

2
q1 , k3 = zj +

h

2
q2 , k4 = zj + hq3 ,

q1 = f(xj , yj , zj) , q2 = f(xj +
h

2
, yj +

h

2
k1, zj +

h

2
q1) ,

q3 = f(xj +
h

2
, yj +

h

2
k2, zj +

h

2
q2), q4 = f(xj + h, yj + hk3, zj + hq3) .
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3.2.4 Ìåòîäû Àäàìñà

ßâíàÿ ñõåìà Àäàìñà

Ðàññìîòðåííûå âûøå ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ÿâíûìè îäíîøàãîâûìè (äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ëèøü îäíî ïðåäûäóùåå). Ïðèâîäèìûå íèæå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ ìíîãîøàãîâûìè. Îíè ìîãóò
áûòü êàê ÿâíûìè, òàê è íåÿâíûìè.

Ïóñòü çàäàíà çàäà÷à Êîøè {
u′ = f(x, u),

u(a) = u0.

Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ u(x) (êîòîðîå íàì íåèçâåñòíî) âûïîëíåíî

u(xn+1) = u(xn) +

xn+1∫

xn

f(x, u(x))dx . (6)

Ïðåäïîëîæèì, íàì èçâåñòíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ yi ôóíêöèè u(x) â k òî÷êàõ xn−k+1, xn−k+2, . . . , xn

(ñòàðòîâûå k òî÷åê, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî íàéòè ìåòîäîì Ýéëåðà èëè ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòà òîãî èëè èíîãî
ïîðÿäêà), òîãäà ôóíêöèþ f(x, u(x)) â (6) äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ìîæíî çàìåíèòü íà
èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì Pn,k(x) ïîðÿäêà k − 1, ïîñòðîåííûé ïî k òî÷êàì {xi, f(xi, yi)}n

n−k+1, èíòåãðàë
îò êîòîðîãî ñ÷èòàåòñÿ ÿâíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ çíà÷åíèé fi = f(xi, yi) ñ íåêî-
òîðûìè ìíîæèòåëÿìè λi. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ
ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé yi ôóíêöèè u(x) (ÿâëÿþùåéñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè) â òî÷êàõ xi

yn+1 = yn +

xn+1∫

xn

Pn,k(x)dx = yn +
k∑

i=1

λif(xn+1−i, yn+1−i) . (7)

Îïèñàííàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ k-øàãîâîé ÿâíîé ôîðìóëîé Àäàìñà.

Íåÿâíàÿ ñõåìà Àäàìñà. Ìåòîä ïðîãíîç-êîððåêöèè

Ïóñòü Pn+1,k+1(x) � èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì ïîðÿäêà k, ïîñòðîåííûé ïî k + 1 çíà÷åíèþ fn−k+1, . . .,
fn, fn+1, îäíî èç êîòîðûõ, èìåííî fn+1, ìû áóäåì ñ÷èòàòü íåèçâåñòíûì. Ìîäèôèöèðóåì (7), çàìåíèâ â
íåì Pn,k íà ïîëèíîì áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè Pn+1,k+1, èíòåãðàë îò êîòîðîãî âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè çíà÷åíèé fi ñ íåêîòîðûìè íîâûìè êîýôôèöèåíòàìè βi :

yn+1 = yn +

xn+1∫

xn

Pn+1,k+1dx = yn +
k∑

i=1

βifn+1−i + β0f(xn+1, yn+1) . (8)

Ôîðìóëà (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåÿâíóþ ñõåìó Àäàìñà è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì íà yn+1, êîòîðîå ìîæíî
ðåøàòü ñêàæåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Åñòåñòâåííî, ÷òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå y0

n+1,
äîëæíî áûòü ðàçóìíî âûáðàíî. Äëÿ ýòîãî óäîáíî îáúåäèíèòü ÿâíóþ è íåÿâíóþ ñõåìû Àäàìñà â îäíó,
íàçûâàåìóþ ìåòîäîì "ïðîãíîç-êîððåêöèè". Èìåííî, ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîå ïðè-
áëèæåíèå y0

n+1 (ïðîãíîç), à çàòåì ïî íåÿâíîé ñõåìå îíî íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç (îáû÷íî îäèí èëè äâà)
êîððåêòèðóåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äî äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè (êîððåêöèÿ):

ïðîãíîç: y0
n+1 = yn +

k∑
i=1

λifn+1−i,

êîððåêöèÿ: ym+1
n+1 = yn +

k∑
i=1

βifn+1−i + β0f(xn+1, y
m
n+1).
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Ïðèìåð. Ïóñòü k ðàâíî 1 è h = xn+1 − xn. Â ýòîì ñëó÷àå "ïðîãíîç" ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðèðîâàíèå
ïî ôîðìóëå ëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîâïàäàþùåå â äàííîì ñëó÷àå ñ ìåòîäîì Ýéëåðà, à "êîððåêöèÿ" �
èíòåãðèðîâàíèå ïî ôîðìóëå òðàïåöèé:

ïðîãíîç: y0
n+1 = yn + hfn,

êîððåêöèÿ: yn+1 = yn + h
2 (fn + fn+1) .

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó íåîáõîäèìî ïîíèìàòü êàê óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ yn+1 (è, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâ-
íåíèå íà fn+1 = f(xn+1, yn+1)), êîòîðîå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

3.3 Êðàåâàÿ çàäà÷à

3.3.1 Ìåòîä ñòðåëüáû

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà




y′′(x) = f(x, y, y′) , x ∈ [a, b] ,

α1y(a) + β1y
′(a) = γ1 ,

α2y(b) + β2y
′(b) = γ2 .

(9)

Ïåðåéäåì îò ýòîé çàäà÷è ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü u(x) = y(x) è v(x) = y′(x) . Òîãäà
óðàâíåíèå (9) ïåðåõîäèò â {

u′ = v,

v′ = f(x, u, v),
(10)

à êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä {
α1u(a) + β1v(a) = γ1,

α2u(b) + β2v(b) = γ2.
(10′)

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å 1-ãî ïîðÿäêà äëÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé.
Ìåòîä ñòðåëüáû � ýòî ïåðåõîä ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (10). Âûáåðåì ïðîèç-

âîëüíî u(a) = ξ . Òåïåðü îïðåäåëèì v(a) èç ïåðâîãî èç óñëîâèé (10′):

v(a) = β−1
1 (γ1 − α1ξ) ≡ η(ξ) .

Äàëåå, ðàññìîòðèì ñèñòåìó (10) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
{

u(a) = ξ

v(a) = η(ξ) .

Òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé Êîøè. Ðåøèì åå íåêîòîðûì ñïîñîáîì (íàïðèìåð, ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî
ïîðÿäêà). Ðåøåíèå (uξ, vξ) íàâåðíÿêà íå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆ξ âîçíèêàþùóþ íåâÿçêó:

α2u(b)ξ + β2v(b)ξ − γ2 = ∆(ξ) .

Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêîãî ξ∗, ïðè êîòîðîì íåâÿçêà îáðàùàåòñÿ â íîëü: ∆(ξ∗) = 0 , ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò óäîâëåòâîðåíèþ âòîðîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ. Âàðüèðóåì (ñòðåëüáà) ïðèñòðåëî÷íûé ïàðàìåòð ξ äî òåõ
ïîð, ïîêà íå îáðàçóåòñÿ âèëêà

ξi : ∆(ξi)∆(ξi+1) < 0 ,

òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ξ∗ ∈ [ξi, ξi+1]. Ïîñëå òîãî, êàê ïðîìåæóòîê íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ êîðåíü
ôóíêöèè ∆(ξ) íàéäåí, äåëèì îòðåçîê [ξi, ξi+1] ïîïîëàì è âûáèðàåì òó åãî ÷àñòü, íà êîíöàõ êîòîðîé ∆

èìååò ðàçíûå çíàêè, è òàê äàëåå, äî äîñòèæåíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè.
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Çàìå÷àíèå. ïðè êàæäîì âûáðàííîì ξi íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(10) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

u(a) = ξi , v(a) = η(ξi) .

3.3.2 Ìåòîä ñåòîê (ðàçíîñòíûé ìåòîä)

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíûé ìåòîä íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:
{−u′′ + q(x)u = f(x) [a, b],

u(a) = A , u(b) = B .
(11)

Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê íà N ÷àñòåé: a = x0 < x1 < . . . < xN = b . Ïóñòü øàã ñåòêè ïîñòîÿííûé: xi−xi−1 = h .
Àïïðîêñèìèðóåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ u′′(xi) ðàçíîñòíîé:

u′′(xi) =
u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
− u(4)(xi)h2

12
+ O(h4) ,

âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîé ëåãêî ïîëó÷èòü èç ðÿäà Òåéëîðà

u(xi ± h) = u(xi)± u′(xi)h +
u′′(xi)h2

2
± u′′′(xi)h3

6
+

u(4)(xi)h4

24
+ . . . ,

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: u(xi) = ui, qi = q(xi), fi = f(xi). Çàìåíèì â (11) âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ðàçíîñòíîé,
òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ yi â òî÷êàõ xi ïîëó÷àåì òðåõäèàãîíàëüíóþ ñèñòåìó

−yi−1 + (2 + h2qi)yi − yi+1 = fih
2 , i = 1, 2, . . . , N − 1 . (12)

Äëÿ åå ðàçðåøèìîñòè äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì (íî âîâñå íå íåîáõîäèìûì) ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîå ïðåîáëà-
äàíèå. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ |2 + h2qi| > 2 , êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ åñëè q(x) > 0 .

3.3.3 Ñõîäèìîñòü ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ

Ïóñòü u(x) � òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11), à yi � ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (12). Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà. Ïóñòü q(x), f(x) ∈ C2

[a,b] è q(x) > 0 , ∀ x ∈ [a, b], òîãäà

|u(xi)− yi| = O(h2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó q(x), f(x) ∈ C2
[a,b] òî èç óðàâíåíèÿ (11) ñëåäóåò, ÷òî u(x) ∈ C4[a, b], è òîãäà

èñïîëüçóÿ ðÿä Òåéëîðà ìîæíî çàïèñàòü

u′′(xi) =
ui−1 − 2ui + ui+1

h2
− 1

12
h2u(4)(ξi) , ξi ∈ (xi−1, xi) .

Çíà÷åíèÿ ui òî÷íîãî ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

−ui−1 − 2ui + ui+1

h2
+ qui = fi − 1

12
h2u(4)(ξi) ,

ãäå ξi íåêîòîðûå òî÷êè íà [a, b]. Äëÿ ïîãðåøíîñòè

vi = yi − ui

âîçíèêàåò ñèñòåìà óðàâíåíèé

−vi−1 − 2vi + vi+1

h2
+ qivi =

1
12

h2u(4)(ξi) , v0 = 0 , vN = 0 . (13)
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Ïóñòü xk � òî÷êà, ãäå ìîäóëü ïîãðåøíîñòè ìàêñèìàëåí, òî åñòü

|vk| ≥ |vi| , i = 1, 2, . . . , N − 1 .

Ýòîé òî÷êîé íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ x0 è xN , ïîñêîëüêó v0 = vN = 0 . Ñðàâíèì ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè
ñèñòåìû (13) ïðè èíäåêñå ðàâíîì k

|vk(2 + qkh2)| ≤ |vk−1|+ |vk+1|+ 1
12

h4|u(4)(ξk)| ,

èëè
|vk|(2 + qkh2) ≤ 2|vk|+ 1

12
h4|u(4)(ξk)| ,

îòêóäà
|vk| ≤ 1

12
h2 |u(4)(ξk)|

|qk| ,

òî åñòü
max

i
|vi| ≤ h2

12
max

i

|u(4)(ξi)|
|qi| ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3.3.4 Ìåòîä Íóìåpîâà

Òî÷íîñòü ñåòî÷íîãî ìåòîäà (12) ìîæíî ïîâûñèòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàâ åãî
ìåòîäîì Íóìåðîâà, ñïðàâåäëèâûì äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé. Èìåííî, äëÿ óðàâíåíèé âèäà

u′′ = f(x, u) . (14)

Ïîäñòàâèì â (14) âìåñòî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàçíîñòíóþ:

0 = u′′(x)− f(x, u) =
u(x + h)− 2u(x) + u(x− h)

h2
− f(x)− h2u(4)(x)

12
+ O(h4) . (15)

Íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò, ÷òî u(4) = f ′′(x, u). Çàìåíèì â (15) ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ îò
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè â òî÷êå xi íà âòîðóþ îò f(x, u), êîòîðóþ â ñâîþ î÷åðåäü çàìåíèì ðàçíîñòíîé

f(x, u)′′i =
f(xi+1, ui+1) + f(xi−1, ui−1)− 2f(xi, ui)

h2
+ O(h2) .

Òîò ôàêò, ÷òî òî÷íîñòü òàêîé ôîðìóëû äåéñòâèòåëüíî èìååò âòîðîé ïîðÿäîê, íåîáõîäèìî åùå ïðîâåðÿòü.
Çäåñü ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì (ïîäðîáíåå ñì. [2]). Èìååì

u′′i − f(xi, ui) =

=
ui+i + ui−1 − 2ui

h2
− f(xi, ui)− h2

12

[
f(xi+1, ui+1) + f(xi−1, ui−1)− 2f(xi, ui)

h2
+ O(h2)

]
,

òî åñòü ÷èñëåííàÿ ñõåìà ïðèîáðåòàåò âèä
yi+i + yi−1 − 2yi

h2
=

1
12

[f(xi+1, yi+1) + f(xi−1, yi−1) + 10f(xi, yi)] .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ (11)

ui+1(1− qi+1h
2

12
)− ui(2 + h2qi

5
6
) + ui−1(1− qi−1h

2

12
) =

= −h2

12
(fi+1 + fi−1 + 10fi) + O(h6) .

Îòáðàñûâàÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí è äîáàâëÿÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òî÷êàõ x0 è xN , ïîëó÷àåì ñåòî÷íûé ìåòîä
ñ ïîãðåøíîñòüþ 0(h4) (íàïîìíèì, ÷òî â îáû÷íîì ìåòîäå ñåòîê áûëî:
ui+1 − ui(2 + h2qi) + ui−1 = −fih

2 + O(h4) .)
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3.4 Çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

Çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî
ïîðÿäêà: {−u′′ + q(x)u = λu,

u(a) = 0 , u(b) = 0.
(16)

Âîïðîñ. Ïî÷åìó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îäíîðîäíûå (íóëåâûå)?
Â çàäà÷å ïîÿâèëàñü íîâàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû � λ. Âàæíûå ñâîéñòâà çàäà÷è (16) òàêîâû, ÷òî ðåøåíèå äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ëèøü ïpè íåêîòîðûõ çíà÷å-
íèÿõ λ , íàçûâàåìûõ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì λ ðåøåíèÿ uλ(x) íàçûâàþòñÿ ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè. Ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü äèñêðåòíûì (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ñïåêòð äèñêðåòåí, åñëè è a è b êîíå÷íû), íåïðåðûâíûì, òàêæå λ ìîæåò îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòü äèñ-
êðåòíîìó è íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó. Â çàäà÷å (16) òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü êàê âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ λ, òàê è
ñîáñòâåííûå ôóíêöèè uλ(x).

Ñóùåñòâóåò 2 îñíîâíûõ ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è (16).

3.4.1 Ìåòîä ñòðåëüáû

Â ñèëó îäíîðîäíîñòè çàäà÷è (16), åñëè u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì, òî u1(x) = const u(x) � òîæå ðåøåíèå,
ïîýòîìó ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíî çíà÷åíèå u′(x) â òî÷êå a (îáû÷íî âûáèðàþò u′(a) = 1), à çàòåì ïåpåéòè
ê ñòðåëüáå, òî åñòü ðàññìîòðåòü çàäà÷ó Êîøè:





−u′′ + q(x)u = λu

u(a) = 0

u′(a) = 1

è íàõîäèòü åå ðåøåíèå u(x, λ) è ïîäîáðàòü λ òàê, ÷òîáû

u(b, λ) = 0 . (17)

Ïðè ýòîì ìû îäíîâðåìåííî íàõîäèì è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ
u(x, λ). Ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (17) ëþáûì èç ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ êîðíÿ àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, âàðüèðóÿ ïðèñòðåëî÷íûé ïàðàìåòð, ìîæíî äîáèòüñÿ âèëêè u(b, λi)u(b, λi+1) < 0 è çàòåì èñïîëüçîâàòü
ìåòîä äåëåíèÿ ïîïîëàì.

Ìåòîä ñòðåëüáû óäîáíî ïðèìåíÿòü â ñèòóàöèè, êîãäà àïðèîðè èç ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èçâåñò-
íû åñòåñòâåííûå ïðèñòðåëî÷íûå ïàðàìåòðû.

3.4.2 Ìåòîä ñåòîê

Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê íà N ÷àñòåé ââåäÿ ñåòêó a = x0 < x1 < . . . < xN = b , è òàêæå, êàê â ñëó÷àå êðàåâûõ
çàäà÷, çàìåíèì â (16) ïðîèçâîäíûå ðàçíîñòíûìè. Ïðè ýòîì çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä





yi−1 − (2 + h2qi)yi + yi+1 = λh2yi ,

y0 = 0 ,

yN = 0 .
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Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû
A ðàçìåðà (N − 1)× (N − 1) :

Ay = λy ,

A :
aii = 2 + h2qi

ai−1 i = ai i+1 = −1
i = 1, 2, . . . , N − 1 .

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè ê ïåðâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èñõîäíîé
çàäà÷è.

3.5 Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âòîðîé ïðîèçâîäíîé

3.5.1 Îïåðàòîð âòîðîé ïðîèçâîäíîé

Ïðîèçâåäåì ñíà÷àëà ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñîáñòâåííî îïåðàòîðà âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà îòðåçêå [a, b] ñ
íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ò.å. îïðåäåëèì åãî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

{
− d2

dx2 Φ = λΦ,

Φ(a) = Φ(b) = 0.
(18)

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè Φλ(x) = e±i
√

λx, èëè èõ êîìáèíàöèè sin
√

λx, cos
√

λx óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ.
Ïóñòü a = 0 äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè. Ïîñêîëüêó Φ(0) = 0, òî íàñ óñòðàèâàåò òîëüêî ôóíêöèè âèäà sin

√
λx .

Èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Φ(b) = 0 ñëåäóåò, ÷òî
√

λb = πn , òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð çàäà÷è äèñêðåòíûé
è áåñêîíå÷íûé. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè Φn è ñîáñòâåííûå ÷èñëà λn èìåþò âèä

Φn(x) = sin
πn

b
x , λn =

n2π2

b2
. (19)

3.5.2 Ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó. Ðàçîáüåì ïðîìåæóòîê íà (N + 1) ÷àñòü c ðàâ-
íîìåðíûì øàãîì h : a = x0 < x1 < . . . < xN+1 = b . Çàäà÷à íà ñïåêòð ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ïðèíèìàåò
âèä {

−Fi−1−2Fi+Fi+1
h2 = λ̃Fi , i = 1, 2, . . . , N,

F0 = FN+1 = 0,
(20)

èëè, îáîçíà÷èâ λ̃h2 = µ, {−Fi−1 + 2Fi − Fi+1 = µFi , i = 1, . . . , N,

F0 = FN+1 = 0.

Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà ñïåêòð òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû N -ãî ïîðÿäêà

AF = µF :




2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1 0 . . .

0 −1 2 −1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .







F1

F2

. . .

. . .

FN




= µ




F1

F2

. . .

. . .

FN




,

F0 = FN+1 = 0 ,
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ñ N -êîìïîíåíòíûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè F = (F1, F2 . . . , FN )T .
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è âñïîìíèì ñíà÷àëà (ñì. Ãëàâó "×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå), ÷òî eh d

dx F (x) =

F (x + h) , òî åñòü e±h d
dx Fi = Fi±1. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

{
[e−h d

dx + 2− eh d
dx ]Fi = µFi,

F0 = FN+1 = 0.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàòîðû ñäâèãà êî âñåì êîìïîíåíòàì âåêòîðà F, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïåðåôîðìóëèðîâêó
{

[e−h d
dx + 2− eh d

dx ]F = µF,

F0 = FN+1 = 0.

Íåêîòîðîå íåóäîáñòâî òàêîé ôîðìû çàïèñè ñîñòîèò â òîì, ÷òî d
dx íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòî-

ðîì, íî òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð 1
i

d
dx (ïðàâäà ðàññìàòðèâàåìûé íà âñåé îñè):

〈
1
i

d

dx
f, g

〉
=

1
i

∫
f ′(x)ḡ(x)dx =

∫
f(x)

(
1
i

d

dx
g(x)

)
dx =

〈
f,

1
i

d

dx
g

〉
.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà D ýòî ýêñïîíåíòû eipx : 1
i

d
dxeipx = peipx , ñïåêòð ñïëîøíîé è çàïîëíÿåò

âñþ âåùåñòâåííóþ îñü: p ∈ R1 . Íî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè è äëÿ ôóíêöèè îò îïåðàòîðà f(A) , à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà f(A) ýòî
÷èñëà f(p) ), ãäå p � ñîáñòâåííûå ÷èñëà A :

Aϕ =
∑

λi〈ϕ, F (i)〉F (i)

f(A)ϕ =
∑

f(λi)〈ϕ, F (i)〉F (i)
⇒ f(A)F (k) = f(λk)F (k) .

Ïîäåéñòâóåì íà ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ F = eipx îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ D ôóíêöèåé f(D) =

[−eihD − e−ihD + 2] îò ýòîãî îïåðàòîðà:

[−eihD − e−ihD + 2]F = [−eiph − e−iph + 2]F = 2[1− cos ph]F .

Â ñèëó ñèììåòðèè f(D) î÷åâèäíî ÷òî f(p) = f(−p) , ïîýòîìó ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ e−ipx îòâå÷àåò òîìó
æå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 2[1− cos(ph)] , ÷òî è eipx (ðàâíî êàê è ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ). Â íàøåé
çàäà÷å íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì F (0) = F (a) = 0 . Èç ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ
F0 = 0 ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó p , èìåþò âèä
F p

j = sin pxj , ãäå xj = hj . Âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå FN+1 = 0 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñàìè ñîáñòâåííûå
÷èñëà: sin ph(N + 1) = 0 , îòêóäà ph(N + 1) = πn , èëè pn = πn

h(N+1) = πn
b , n = 1, 2, . . . , N . Òî åñòü â

çàäà÷å (20) ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèä

Fn : Fn
j = sin

πn

b
xj , xj = hj .

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå èñòèííîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè Φn îïåðàòîðà äâîéíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â
ëþáîé òî÷êå xj ñîâïàäàåò ñ j-êîìïîíåíòîé n-ãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà:

Φn(xj) = Fn
j .

Ïîñìîòðèì òåïåðü íàñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïåðàòîðà äâîéíîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ è ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ̃n = µn

h2 ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà (19):

λ̃n =
µn

h2
=

2
h2

[1− cos pnh] =
2
h2

[1− cos
πn

b
h] =

=
2
h2

[1− 1 +
π2n2

2b2
h2 + O(h4)] =

π2n2

b2
+ O(h2) = λn + O(h2) .
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3.5.3 Ðåçîëüâåíòà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà Rλ(A) = (A − λ)−1 íàçûâàåòñÿ
påçîëüâåíòîé îïåðàòîðà A .

Ðåçîëüâåíòà Rλ(A) îïðåäåëåíà , êàê ëåãêî âèäåòü, íå ïpè âñåõ λ, à ëèøü âíå ñïåêòðà.
Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, λk � åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ϕk �

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Âûïèøåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå A :

A =
∑

λkPk =
∑

λk〈·, ϕk〉ϕk , ||ϕk|| = 1 .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ îò îïåðàòîðà çàïèñûâàåòñÿ êàê

f(λ) =
∑

f(λk)〈·, ϕk〉ϕk ,

òî ðåçîëüâåíòà â ñïåêòðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðà A èìååò âèä

Rλ(A) =
∑

k

〈·, ϕk〉ϕk

λk − λ
. (21)

Ïîäñòàâëÿÿ â (21) âìåñòî ϕk íîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà ëèáî âòîðîé
ïðîèçâîäíîé ëèáî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, à âìåñòî λk ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ π2k2

b2 îïåðàòîðà äâîéíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà 2
h2 (1−cos πk

b h) ðàçíîñòíîãî,
ìû ïîëó÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, påçîëüâåíòó îïåðàòîðà âòîðîé ïðîèçâîäíîé èëè ðàçíîñòíîé âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé.

Ïóñòü ρ2
n =

b∫
0

sin2(πnx
b )dx , òîãäà íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà äâîéíîãî äèôôåðåí-

öèðîâàíèÿ èìåþò âèä F (n) = 1
ρn

sin πn
b x . Â ñëó÷àå ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ïîëîæèâ

ρ2
n =

N∑

j=1

sin2 πn

b
xj ,

ïîëó÷àåì íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû Fn ñ êîìïîíåíòàìè

Fn
j =

1
ρn

sin
πn

b
xj =

1
ρn

sin
πn

b
hj .

Ïîëó÷èì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ðåçîëüâåíòû ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà. Â áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà, ðåçîëüâåíòà, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Ïóñòü e1, e2, . . . , eN

� íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â RN è v � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ðàçëîæèì v è ñîáñòâåííûå
âåêòîðû Fn ïî ýòîìó áàçèñó

v =
N∑

i=1

〈v, ei〉ei =
N∑

i=1

viei , Fn =
N∑

i=1

〈Fn, ei〉ei =
N∑

i=1

Fn
i ei .

Äåéñòâèå ðåçîëüâåíòû íà v èìååò âèä

Rλ(A)v =
N∑

i=1

〈v,Fi〉Fi

λi − λ
=

N∑

i=1

N∑
l=1

vlF
i
l

λi − λ
Fi .

k-àÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà Rλ(A)v åñòü

[Rλ(A)v]k =
N∑

i=1

N∑
l=1

vlF
i
l

λi − λ
F i

k =
N∑

i=1

N∑

l=1

F i
l F

i
k

λi − λ
vl ,
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òî åñòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Rλ(A) èìåþò âèä:

Rλ(A)kl =
N∑

i=1

F i
l F

i
k

λi − λ
.

Âåðõíèé èíäåêñ ó F íóìåðóåò ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, íèæíèé èíäåêñ � èõ êîìïîíåíòû.

3.5.4 Òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ñïåêòð îïåðàòîðà äâîéíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà íàì
èçâåñòåí. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå âîçìóùåííûå çàäà÷è:

{
− d2

dx2 Ψ + εq(x)Ψ = λΨ,

Ψ(0) = Ψ(b) = 0,

{
−Fi−1−2Fi−Fi+1

h2 + εqiFi = λFi ,

F0 = FN+1 = 0 .

Çäåñü ε � ìàëûé ïàpàìåòp, q � ïîòåíöèàë.
Èçëîæèì ñóòü ìåòîäà òåîðèè âîçìóùåíèé [18] äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðà ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Ïóñòü A è

Q � äâà ñîìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðà, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A èçâåñòíû:

AΨk = λkΨk .

Òðåáóåòñÿ ïðîâåñòè ïðèáëèæåííî ñïåêòðàëüíûé àíàëèç âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà A + εQ , òî åñòü íàéòè
ðåøåíèÿ çàäà÷è

[A + εQ]ϕk = µkϕk . (22)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñïåêòð A íåâûðîæäåí. Ðàçëîæèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
âîçìóùåííîãî îïåðàòîðà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ε :

µk = λk + εµ
(1)
k + ε2µ

(2)
k + . . . , (23)

ϕk = Ψk + εϕ
(1)
k + ε2ϕ

(2)
k + . . . , (24)

ãäå λ
(i)
k è ϕ

(i)
k � íåêîòîðûå íåèçâåñòíûå ÷èñëà è ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ïîðÿäêîì

òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ â (22) âûðàæåíèÿ (23), (24) è ó÷èòûâàÿ ñàìî óðàâíåíèå AΨk = λkΨk , ñ
òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ε ïîëó÷àåì

[A + εQ− λk − εµ
(1)
k ](Ψk + εϕ

(1)
k ) = 0 ,

èëè
(A− λk)Ψk︸ ︷︷ ︸

=0

+ε[(A− λk)ϕ(1)
k + (Q− µ

(1)
k )Ψk] = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå:

(A− λkI)ϕ(1)
k = (µ(1)

k −Q)Ψk . (25)

Îáîçíà÷èì A − λkI = B . Ýòî âûðîæäåííûé îïåðàòîð (ïîñêîëüêó èìååò íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå:
BΨk = 0 ). Ïóñòü òàêæå (µ(1)

k −Q)Ψk = g . Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

Bϕ
(1)
k = g .
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëüòåðíàòèâàìè Ôðåäãîëüìà, ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè ôóíêöèÿ g

îðòîãîíàëüíà ÿäðó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, òî åñòü ðåøåíèÿì çàäà÷è B∗g = 0 . Íå âäàâàÿñü â äîêàçàòåëü-
ñòâà, ïîÿñíèì ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì g â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé, îäíà èç
êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ÿäðó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, à äðóãàÿ îðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ: g = v1 + v2 ,
v1 ⊥ v2 , B∗v1 = 0 . Òîãäà

||g||2 = 〈Bϕ
(1)
k , g〉 = 〈ϕ(1)

k , B∗(v1 + v2)〉 = 〈Bϕ
(1)
k , v2〉 = 〈v1 + v2, v2〉 = 〈v2, v2〉 ,

òî åñòü íîðìà íå çàâèñèò îò ïðîåêöèè g íà ÿäðî ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, èíà÷å ãîâîðÿ, ýòîé ïðîåêöèè
ïðîñòî íåò. Â íàøåé ñèòóàöèè B = A − λkI � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå
ðàçðåøèìîñòè (25) ïðèíèìàåò âèä (µ(1)

k −Q)Ψk ⊥ Ψk èëè 〈(µ(1)
k −Q)Ψk,Ψk〉 = 0 , îòêóäà

µ
(1)
k = 〈QΨk, Ψk〉 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêè ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïðåäåëåíû. Ïîïðàâêè ê ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïðå-
äåëÿåì èç òîãî æå óðàâíåíèÿ (25)

(A− λk)ϕ(1)
k = (µ(1)

k −Q)Ψk .

Òî åñòü ôîðìàëüíî

ϕ
(1)
k = Rλk

(A)(µ(1)
k −Q)Ψk =

∑

i=1

〈Ψi, (µ(1)
k −Q)Ψk〉

λi − λk
Ψi

k .

Íî Rλ(A) ïðè λ = λk íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû 〈(µ(1)
k −Q)Ψk,Ψk〉 = 0 ,

ïîýòîìó ñóììèðîâàíèå ìîæíî âåñòè ïî i 6= k . Ïðîäîëæàÿ ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

ϕ
(1)
k =

∑

i 6=k

〈Ψi, (µ(1)
k −Q)Ψk〉

λi − λk
Ψi =

∑

i6=k

〈Ψi, QΨk〉
λk − λi

Ψi .

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îðòîãîíàëüíû. Èòàê, â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè
âîçìóùåíèé

µk = λk + ε〈QΨk, Ψk〉 ,

ϕk = Ψk + ε
∑

i 6=k

〈Ψi, QΨk〉
λk − λi

Ψi .
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