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ПРЕДИСЛОВИЕ

Среди социальных наук экономика в наибольшей степени использует 
математику. Однако до настоящего времени математические дисциплины 
изучаются по специальным университетским курсам, каждый из которых 
посвящен, как правило, только одному из разделов и зачастую не связан с 
экономическими дисциплинами. Это представляет значительные неудоб
ства, преодолеть которые будущим специалистам по экономике оказывает
ся трудным.

Предлагаемая читателю книга позволяет с большей легкостью овладеть 
математическими методами решения экономических задач. Учебный мате
риал и его изложение тщательно продуманы и не требуют от читателя глу
боких знаний математики.

Математические модели усложняются поэтапно с учетом последователь
ного уменьшения количества ограничений при решении конкретных задач, 
возникающих в процессе обучения у студентов-экономистов. Большую 
пользу для студентов представляют примеры, которыми иллюстрируется 
применение различных разделов математики в социальных науках. В ходе 
решения этих задач возросшая сложность вычислений наглядно объясня
ется усилением конкретных факторов, влияющих на точность результатов. 
Особо указана возможность применения их в конкретных условиях.

Ряд противников широкого применения математических методов в эко
номике аргументирует свою точку зрения тем, что математика описывает 
только формальную сторону процессов и, следовательно, обедняет содер
жательную сущность предмета. В действительности это не так. Формализа
ция есть просто необходимый для любой науки прием, позволяющий до
статочно четко выделить главные черты изучаемого объекта. Стремление 
изучить экономический объект во всей полноте его конкретных связей при
водит в конечном счете к такой же бессодержательности, как и слишком 
обедняющая формализация, характерная для слишком простой математи
ческой модели. Математическая формализация замечательна тем, что она 
конструирует с заданной точностью идеальный экономический процесс и 
позволяет выявить его существенные свойства, которые в реальном объек
те затемнены. Вредной является не математическая формализация, а из
лишнее доверие к полученным результатам.

Овладение азбукой математики не сделает студента квалифицирован
ным экономистом. Для этого необходимо изучение более солидных источ



ников и особенно личный опыт решения экономических задач. Однако 
эффективность глубокого освоения математических методов и их широко
го применения в практической деятельности резко возрастает, если самые 
простые вопросы ясны. В этом плане книга читается с интересом, и у сту
дента не появляется повода, не дойдя до конца, захлопнуть ее.

Д-р техн. наук, проф., академик МАИ 
В.И. В а си л ье в



1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

1.1. Множества и операции над ними

Понятие множества относится к наиболее общим понятиям математи
ки. Дать строгое определение понятию множества, как и любому другому 
фундаментальному понятию, мы не можем, а потому должны удовлетво
риться пояснениями типа: "множество -  это совокупность или группа объ
ектов, которые рассматриваются как целое". Это может быть множество 
букв, напечатанных на странице, множество студентов в фуппе, множест
во четных чисел и т.д. Каждый объект, входящий в множество, называется 
элементом множества. Обычно множества обозначаются прописными, а эле
менты множества -  строчными буквами. Если элемент а принадлежит мно
жеству А, то пишут

ае А.
Наоборот, если элемент а не принадлежит множеству v4, мы будем пи

сать
ае А .

Пусть А и в-два произвольных множества. Если каждый элемент, при
надлежащий множеству А, принадлежит также и множеству В, то А называ
ется подмножеством В , и это записывается как Ая  ̂В.

Например, если А -  множество студентов в фуппе, а В - множество тех 
студентов, которые сдали экзамен на "хорошо" и "отлично", то

5 с  А.
Если

/4с 5 и Д с  А, 
то множества/1 и 5 называются равными, и мы пишем

А = В .



7. П№ДВАРИТЕ/1ЬНЫЕСВтНИЯ л Тл'л'»" ■'''-ii 'Ч' S

Возвращаясь к предыдущему примеру, можно заключить, что/1 = В, если 
все студенты группы сдали экзамен на "хорошо" и "отлично".

Очевидно, что любое множество полностью определено, если нам из
вестны все элементы, принадлежащие/данному множеству. Например, 
/4 = {1, 2, 3, 4} есть множество, состоящее из четырех чисел, или ^= {1 ,2 ,
3,...} -  множество всех натуральных чисел, где многоточие означает осталь
ные элементы множества N.

Полезно ввести понятие пустого множества 0  как множества, не содер
жащего ни одного элемента.

Объединением двух множеств Аи В  называется такое множество С = А ^ В, 
каждый элемент которого принадлежит или множеству А, или множеству 
В, или им обоим.

Пересечением множеств Аи В называется множество С= Ап, В, каждый 
элемент которого принадлежит и множеству Л, и множеству В.

Например, пусть /< = {1,2,3} и Д = {2, 3, 4, 5}.
Тогда /(U  S= {1, 2, 3, 4, 5} и /(о  S=  {2, 3}.
Множество чисел

Z = {...,-3,-2 ,-l,0 , 1,2,3,...}

называется множеством целых чисел.
Если мы возьмем все числа вида

±!L

где т , п -  натуральные числа, и добавим число ноль, получим множество 
рациональных чисел Q. Как известно, любое рациональное число можно 
представить периодическойяесяттнон дробью. Например,

-  = 0,33333...,
3

где многоточие означает повторяющуюся цифру 3.
В математике рассматривают также и иррациональные числа. В отличие 

от рациональных чисел иррациональные шсла представляются бесконечны
ми непериодическими десятичными дробями. Например, иррациональным 
является хорошо известное из геометрии число я = 3,14159..., где многото
чие означает невыписанные цифры.

Объединение рациональных и иррациональных чисел образует множе
ство вещественных чисел R. Вещественные числа удобно изображать точка
ми на прямой линии. Для этого на прямой линии выбираются начало -  точ
ка отсчета О, направление (обычно слева направо и обозначается стрелкой), 
а также единичный отрезок е. Число а будет изображаться точкой на этой



прямой, отстоящей от О на расстоянии | а |. Здесь | а | -  абсолютная вели
чина (модуль) числа а, определяемая равенствами

а = а a>Q, 
-а а<0.

Точка выбирается справа от О, если число а положительное, и слева, 
если число а отрицательное.

Такая линия называется числовой осью (рис. 1.1).

Рис. 1.1

Заметим, что если а, Ь -  две точки числовой оси, число \ а -  ь\ -  есть 
расстояние между ними. Если числа а и 6 связаны неравенством а<Ь, число 
6 лежит на числовой оси правее числа а.

1.2. Функции одной переменной

Понятие функции является центральным для всей математики. Особенно 
важную роль оно ифает в математическом анализе. В отличие от понятия 
множества определение функции мы можем дать вполне строго. Начнем с 
простого примера.

Предположим, некоторая фирма производит продукцию, которую про
дает по цене ЮОд.е. за одну штуку (Здесь и в дальнейшем конкретный вид 
продукции и наименование денежной единицы (д.е.) будут опускаться. Чи
татель может выбирать их по своему усмотрению.) Далее предположим, что 
у нас есть таблица, в которую занесены данные ежедневных продаж и дохо
дов:

Объем продаж 
(штук вдень) 30 40 28 14 36

Доход 
(д.е. вдень) 3000 4000 2800 1400 3600

Легко понять содержание таблицы. Если, например, в день продано 30 
единиц продукции, то доход за этот день равен 3000, если 40, то 4000 и т.д. 
Обозначая дневной объем продаж через дс, а соответствующий доход через 
можно связь между ними выразить простой формулой

у =  ЮОл:.

е

Ь-а
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Теперь дадим общее определение функции.
Функцией /, заданной на некотором множестве X, называется правило, 

по которому каждому элементу X 6 X  ставится в соответствие один и только 
один элемент у £ К Множество А" называется областью определения, я Y-  
миожеством значении функции. Чаще всего функция обозначается у = f(x).

В примере, рассмотренном выше, область определения функции — 
это множество А"= (30, 40, 28, 14,36}, а множество значений функции 
Y= {3000, 4000, 2800, 1400, 3600}, сама же функция -  это "правило", по ко
торому мы для каждого числа из верхней строки таблицы выбираем число 
из нижней строки, находящееся в том же столбце.

Функцию можно наглядно представить себе в виде "черного ящика", 
который каждое входное значение х преобразует в выходное значение у 
(рис. 1.2).

X  -

(вход)

ФУНКЦИЯ
f У

(выход)

Рис. 1.2
Поскольку дс и у могут приниматьлюбые значения, принадлежащие мно

жествам Хи Ксоответственно, они называются переменными величинами. При 
этом "входная" величина л: выбирается из множества X  произвольно (в на
шем примере мы можем взять любое число из верхней строки таблицы) и 
называется независимой переменной. "Выходная" же величина определяется 
выбором величины х (мы берем у из того столбца таблицы, что и дс) и назы
вается зависимой переменной.

В дальнейшем мы подробно рассмотрим некоторые функции, имеющие 
многочисленные применения в экономике. В большинстве случаев (но не 
всегда) числовые функции представляются формулами. Например:

у=1х +  ̂ или у = + 4.
Во всех случаях, когда функцию можно представить формулой, ее об

ласть определения Л' и множество значений Кявляются подмножествами 
множества вещественных чисел. Эти подмножества обычно задаются нера
венствами вида

а<х<Ь, а<х<Ь, а<д:<6идр., 
где я и Л — константы.

Если функция задается формулами, включающими основные алгебраи
ческие операции, при нахождении ее области определения часто приходит
ся исключать различные значения аргументах Так, например, необходимо 
исключать:

псе значения х, при которых выражение под знаком радикала четной сте
пени становится отрицательным;

все значения д:, приводящие к делению на 0.
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Пример. Найти область определения функции

/(х) = Узх-9 .

Решение. Учитывая, что подкоренное выражение должно быть неот
рицательным, получаем:

З д : - 9 > 0 ,
Зх>9,
х>3.

Последнее неравенство и определяет искомую область определения X. 
Графически ее можно представить на числовой оси (рис. 1.3).

X
Н !-

О 3

Рис. 1.3

Пример. Найти область определения функции

/ W  =
х+\

х^-4

Решение. Мы должны исключить такие х, при которых выражение, сто
ящее в знаменателе дроби, обращается в нуль. Решая уравнение

найдем его корни:

-  4 =  О,

х=2 и х=-2.
Таким образом, областью определения функции является вся числовая 

ось, за исключением двух точек; 2 и -2.
Выше отмечалось, что числовые функции обычно задаются формулами. 

Однако одна и та же функция в различных частях своей области определе
ния может задаваться различными формулами.

Предположим, производится закупка товара. Хорошо известно, что при 
закупке больших партий товара часто предоставляется оптовая скидка. Пусть 
она определяется следующим образом: если покупается партия товара в ко
личестве менее 100 штук, цена будет 2 д.е. за штуку; если от 100 до 1000 штук, 
цена будет 1,95 д.е. за штуку; если же не менее 1000, цена будет 1,9 д.е. 
за штуку условного товара. Нас интересует функция/(х), определяющая



стоимость произвольной партии товара. Ее можно записать в виде системы 
уравнений:

I 2х 0 4х< 100,
/ М =  1,95х 100<л<1000,

1,9х х>1000.,
Предположим, нас интересует стоимость партии из 700 штук. Тогда: 

/(700)= 1,95 • 700= 1365,
те. для определения значения функции в точке 700 используется вторая фор
мула системы.

1.3. Графики функций

Введем понятие прямоугольной системы координат на плоскости. Для 
этого возьмем две взаимно перпендикулярные числовые оси (оси коорди
нат) сохший нулевой точкой, как показано на рис. 1.4. Горизонтальную ось 
обычно обозначают буквой X  (или по имени переменной -  х) и называют 
осью абсцисс, а вертикальную -  буквой К(или j/) и называют осью ординат. 
Разумеется, можно использовать и другие обозначения, что мы и будем ино
гда делать. Из рис. 1.4 ясно, что любую точку Р  на плоскости можно пред
ставить как упорядоченную пару чисел (х, у). Для этого достаточно опус
тить из точки Рперпендикуляры на координатные оси. Расстояния (с соот
ветствующими знаками) от начала координат до точек пересечения перпен
дикуляров с осями Хи У и дадут нам соответствующие числах и у, которые 
называются координатами точки Р. Саму точку в этом случае часто записы
вают в виде Р(х, у).

На рис. 1.5 в качестве примера изображены четыре точки с различными 
координатами;/1(1,3), 5 (-2, 4), С (- 3 ,-3), .0 (3, -2).

У
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Используя прямоугольную систему координат, функции можно изобра

жать в наглядной форме фафически. Такое изображение называется гра
фиком функиш. График функции (одной переменной) -  некоторая линия на 
плоскости. Эта линия состоит из точек координатной плоскости с координа
тами (х,/(х)), где X принадлежит области определения функции у  =/(х).

Y

В(-2,4)_ 4 - 

3 

2-

1

-5 -4 -3 -2 -1 О
-1

-2 ■ 

■•-3 +

3 4I:
I:

 X
D (3, -2)

Рис. 1.5

Вернемся к примеру, приведенному в начале парафафа 1.2. В нем рас
сматривалась функция дохода от объема продаж. Используя приведенную 
ранее таблицу, построим фафик функции по точкам: (30, 3000), (40, 4000), 
(28, 2800), (14, 1400), (36, 3600).

Доход

Рис. 1.6

2 5



Замечание. Строго говоря, фафиком таблично заданной функции из на
шего примера будет пять точек, лежащих на прямой. Если 
считатьдопустимым значением объема любое неотрицатель
ное целое число (так как продукция считается в штуках), то 
при постоянной цене единицы продукции график дохода 
будет совокупностью точек вида (и, ЮОи), где п -  объем про
дукции в штуках.

Если бы рассматривалась продукция, допускающая (теоретически) без
граничную делимость, например добыча нефти, газа и т.п., то количество 
продукции можно было бы представить любым неотрицательным числом в 
некоторой системе единиц измерения, например литры, фаммы и т.п. Если 
100 д.е. -  цена единицы объема газа, то стоимость х единиц объема будет 
равна ЮОх, так что график зависимости дохода от объема продажи газа бу
дет лучом, изображенным на рис. 1.6.

При построении графиков функции можно использовать доступную 
миллиметровую бумагу, однако удобнее работать с графическим каль
кулятором или персональным компьютером. При использовании гра
фических программных средств очень важно правильно определить "гра
фическое окно", которое обычно включает минимальное значение для 
X (x^i„), максимальное значение для х (х^^), масштаб для х (х̂ ,̂̂ ), а также 
масштаб для значений функции у  Например, если мы хотим по
строить график функции

У=у1х -2

и используем следующее графическое окно:

ТО на экране дисплея мы вообще не увидим фафика функции, а только ко
ординатные оси. Это связано с тем, что область определения нашей функ
ции задается неравенством

.<>2.
Вспомним, что выражение под знаком квадратного корня не может быть 

отрицательным, и график просто не попадает в окно. Если же мы изменим 
графическое окно на

то увидим на дисплее примерно такое изображение, как показано на 
рис. 1.7.



Рис. 1.7

Следует отметить, что выбор подходящего графического окна зависит 
от функции, которую мы хотим построить. Только нахождение области оп
ределения функции и множества ее значений может помочь нам сделать 
правильный выбор соответствующего окна.

1.4. Линейная функция

Среди всех функций, с которыми мы будем иметь дело, самая простая и 
наиболее часто используемая -  линейная функция.

Линейной функцией является функция вида у = кх + Ь ,тщ к \лЬ- посто
янные величины.

График линейной функции -  прямая линия. Примеры графиков линей
ных функций приведены на рис. 1.8. Из рисунка видно, какой смысл имеют 
величины к нЬ. Абсолютная величина Ь равна расстоянию (с соответству
ющим знаком) от начала координат до точки пересечения прямой линии с 
осью Y. Если точка пересечения лежит выше начала координат, то величина 
Ь положительна, если ниже, то отрицательна. Коэффициент к называется 
угловым коэффициентом и показывает, насколько увеличивается значение 
функции у  при увеличении на единицу независимой переменной х. Если 
функция возрастает, т.е. ее значения увеличиваются с ростом х, то угловой 
коэффициент положителен. Если же значения функции убывают с ростом 
X, то угловой коэффициент отрицателен. Чем больше угловой коэффици
ент к, тем быстрее изменяется линейная функция.

У



Рис. 1.8

Мы уже встречались с примером линейной функции (см. рис. 1.6). Лег
ко видеть, что для графика на этом рисунке

b = Q, к = 100.
Угловой коэффициент показывает, что ежедневный доход увеличивает

ся на 100 при росте объема продаж на одну единицу товара в день.
Следует отметить, что не всякую прямую линию на плоскости можно 

представить функцией вида у = кх + Ь. Например, вертикальную прямую 
линию нельзя представить такой функцией ни при каком значении углово
го коэффициента к.

Наиболее общее уравнение, с помощью которого можно представить 
любую прямую линию на плоскости, имеет вид:

Ах + By = С,
где А, В, С — постоянные величины, причем А и водновременно не равны 
нулю.

Если 5^0 ,  то, разделив обе части уравнения на 5 и обозначив

в В

У



мы получим линейную функцию. Если же 5 “  О, а ^ О, то

гАх= С, или х= — ,
А

т.е. для всех точек, принадлежащих этой прямой, х имеет одно и то же зна
чение. В этом случае линия параллельна оси Y. Аналогично, если/< = 0, но 
S О, то

B y - С, или у = — ,
В

т.е. прямая параллельна оси X. Оба случая изображены на рис. 1.9.
Заметим, что для того, чтобы уравнение Ах+ Ву= С описывало какую- 

нибудь прямую, необходимо, чтобы по крайней мере одно из чисел А, В  было 
отлично от нуля. Если А и 5 одновременно равны нулю, а О, то этому 
уравнению не соответствует никакая прямая, поскольку не существует пар 
чисел X, у  (или точек на координатной плоскости), удовлетворяющих этому 
уравнению. Если же при этом С = О, то данному уравнению удовлетворяют 
все точки координатной плоскости.

У

Рис. 1.9

Предположим, прямая линия задана общим уравнением 

Ах-̂  Ву~  С и  В^О.
Положим X = 0. Это дает

Q+ Ву = С и у= — .
В



Мы получили точку с координатами

“■f)'
т. е. точку пересечения прямой с осью У.

Если теперь положить >» = О, то

Ах + 0=С, или х=— , 
А

и мы имеем точку с координатами

О
I

т. е. точку пересечения прямой с осью X.
На рис. 1.10 показана прямая, проходящая через две точки

^ ,0
А

в экономике часто приходится находить точку пересечения двух пря
мых линий. Конечно, можно начертить две прямые и по фафику прибли
женно найти координаты точки пересечения, те. общей для обеих прямых 
точки. Удобнее, однако, такие задачи решать алгебраическим путем. Об
щий метод решения систем линейных уравнений будет рассмотрен в главе 6, 
сейчас же офаничимся примером.
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Пусть заданы две прямые линии, определяемые уравнениями

4х+3у= II,
2х + у=5.

Точка пересечения принадлежит обеим прямым, поэтому ее координа
ты при подстановке в каждое из уравнений обращают их в числовое тожде
ство. Пара чисел, которая при подстановке обращает уравнения в числовые 
равенства, называется решением системы линейных уравнений с двумя неизве
стными. Таким образом, чтобы найти точку пересечения прямых, необхо
димо решить указанную выше систему уравнений. Для этого умножим обе 
части второго уравнения на (—2) и сложим с первым. Умножая второе урав
нение на (-2), получим

4х+3у== 11,
(-2) • 2л:+(-2)у={-2) • 5,

или

4х+3у= И,
-4х-2>-=-10.

Складывая оба уравнения, получим

( А - А ) х + 0 - 2 ) у = 11-10,

или >' = 1-
Подставляя это значение для у в любое из первоначальных уравнений 

(для определенности, в первое), имеем

4х+3= II,

откуда х-2.
Мы получили два числах = 1 ,у=  1, которые при подстановке в исход

ные уравнения обращают их в числовые равенства, те. дают решение сис
темы линейных уравнений. С другой стороны, точка на плоскости с коор
динатами (2, 1) принадлежит обеим прямым линиям, определяемым этими 
уравнениями, те. является их точкой пересечения.

Из всего сказанного следует, что геометрическую задачу (нахождение 
точки пересечения прямых линий) можно свести к алгебраической задаче 
(решение системы линейных уравнений) и наоборот.

Изложенный выше метод последовательного исключения неизвестных 
может быть представлен следующим алгоритмом, т.е. определенной после
довательностью действий;
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1. Умножить одно из уравнений на положительное или отрицательное 
число, такое, чтобы при сложении со вторым уравнением в получен
ном равенстве неизвестное д: было исключено (те. чтобы коэффи
циент при д: стал нулевым).

2. Уравнение, полученное в результате такого сложения, решить отно- 
сительноу.

3. Подставить полученное значение у в любое из перюначапьных урав
нений и получить значение неизвестного х

Если вернуться к разобранному примеру, легко заметить, что именно эта 
последовательность действий и была выполнена.

В следующих дв^х параграфах изложенные выше математические поня
тия и методы будут применены к двум задачам из области микро- и макро
экономики.

1.5. Равновесие спроса и предложения

Микроэкономика занимается анализом деятельности отдельных звеньев 
хозяйственной системы. Это могут быть отдельные фирмы, предприятия, 
рынки конкретных видов товаров и услуг и т.д. При этом один из важней
ших вопросов микроэкономики состоит в изучении взаимодействия спро
са и предложения. Спрос на данный товар -  это потребность в определен
ном количестве товара, ограниченная действующими ценами и платеже
способностью потребителей. Предложение можно определить как количе
ство товара, которое может быть представлено на рынке для продажи по 
данной цене.

Интуитивно ясно, что выпуск дополнительной продукции требует до
полнительных затрат. Чтобы побудить к этому производителя, надо пред
ложить ему повышенную цену, те. предложение является некоторой функ
цией цены. Если обозначить предложение через S{supply), а цену через 
Р {price), то сказанное выше можно записать в виде

S=f{P).
Эта функция может быть достаточно сложной, и, кроме того, пред

ложение S  может зависеть не только от цены на товар Р, но и от других 
факторов. Мы, однако, этими факторами сейчас пренебрежем. В эко
номике график зависимости предложения от цены называется криво1| 
предложения. Поскольку всякой функции на координатной плоскости 
соответствует некоторая кривая линия, слово "кривая" в данном случае 
просто является синонимом "графика функции". Кроме того, экономи
сты предпочитают независимую переменную Р откладывать на верти
кальной оси координат, а значение функции 5 — на горизонтальной 
оси. Традиция есть традиция, и мы будем ей следовать. Однако если
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предложение S  зависит от цены Р, то и наоборот, цена Р  зависит от 
предложения S. Это можно записать в виде:

P-g (S ) ,

где g -  функция, называемая обратной функцией по отношению к /  На
пример, если

у=2х — А,

то, перенося (-4) в левую часть равенства и деля обе части на 2, получим 
обратную функцию:

;с = 0,5>'+2.

Записанная в форме Р -  g {S) кривая предложения указывает лишь 
на существование связи между Р  w S. Конкретный вид этой зависимо
сти может быть получен или из эмпирических данных, или из эконо
мической теории. Мы, однако, сделаем предположение, что эту зависи
мость можно представить самой простой, а именно линейной функ
цией:

P=aS+b,

где а wb — некоторые постоянные величины, называемые параметрами и 
определяемые эмпирически.

Разумеется, наше предположение о линейной зависимости цены Р 
от предложения S  является сильным упрощением действительности. 
Однако, во-первых, линейная функция самая простая и анализировать 
ее легче всего, во-вторых, это дает нам возможность хотя бы немного 
приблизиться к решению задачи. Такой прием, при котором мы выде
ляем некоторые существенные черты из реальной задачи, а потом де
лаем упрощающие предположения, получил название "моделирование". 
При этом реальность "заменяется" какой-либо моделью, исследуя кото
рую мы можем делать предсказания. Чем ближе модель к действитель
ности, тем она сложнее и тем точнее предсказания, которые можно с 
ее помощью сделать.

Экономическая теория (и здравый смысл) подсказывает, что предложе
ние товара растет с ростом цены. Действительно, чем выше цена на товар, 
тем большее число производителей стремится предложить этот товар на 
рынке. Это в свою очередь означает, что функция

P=aS+b

являетсявоз;>ас/па/ог/<ейфункцией,те. а>0(рис. 1.11).



Займемся теперь изучением кривой спроса. В отличие от кривой предло
жения она является убывающей функцией. Действительно, если цена на ка
кой-то товар растет, то и количество проданного товара будет уменьшаться. 
Можно смело утверждать, что автомобилей класса "Запорожец" продается 
больше, чем автомобилей "Роллс-Ройс". Предположим далее, что кривую 
спроса можно в первом приближении также представить прямой линией. 
Тогда, будучи убывающей функцией, кривая спроса может быть записана в 
виде;

P=cD+d, с<0,
где Р -  цена, Z)- спрос {demand), а с и rf- постоянные величины, т.е. пара
метры. Как и для кривой предложения, мы пользуемся обратной функци
ей, т.е. выражаем цену Р  через спрос D, а не наоборот, отдавая дань эконо
мической традиции. График кривой спроса в линейном приближении изо
бражен на рисунке 1.12.

Рис. 1.11 Рис. 1.12

Спрос и предложение относятся к какому-то определенному виду това
ра или фуппе товаров. Количество товара в зависимости от вида может из
меряться в различных единицах: автомобили в штуках, нефтепродукты в 
тоннах и Т.Д. Для нас, однако, важно, что эти единицы для спроса и предло
жения одни и те  же. Поэтому, обозначая количество товара буквой Q, мы 
можем кривые спроса и предложения изобразить на одном фафике 
(рис. 1.13).

В микроэкономике представляет интерес точка пересечения кривых 
спроса и предложения. Эта точка называется тонкой равновесия, а со
ответствующая ей цена -  равновесной ценой. Такие названия связаны с 
тем обстоятельством, что в точке равновесия спрос приходит в соответ
ствие с предложением, т.е. весь произведенный товар находит своего 
покупателя, и все желающие купить данный товар имеют возможность 
сделать это.
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Рис. 1.13

Не меньше чем равновесная цена представляет интерес и отклонение 
рыночной цены от равновесной. Обратимся снова к рис. 1.13. Из него вид
но, что если рыночная цена /*, больше равновесной цены Р̂ , количество 
товара Qj, отвечающее предложению, больше количества товара 0̂ ,, отве
чающего спросу, т.е. предложение превышает спрос. Следствием этого бу
дет оседание нереализованной продукции на складах. В свою очередь это 
будет побуждать производителей уменьшить цену на продукцию, т.е. ры
ночная цена /*, будет стремиться к равновесной цене Это явление изве
стно как "давление рынка".

Рис. 1.14

Р

Р
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Предположим теперь, что рыночная цена меньше равновесной цены 
Р̂ . Из рис. 1.14 видно, что в этом случае количество товара соответству
ющее рыночной цене Р,, меньше количества товара 0^, определяемого той 
же рыночной ценой Р̂ . Это в свою очередь означает, что спрос превышает 
предложение. В такой ситуации производители товара, пользуясь дефици
том, повышают цену, т. е. рыночная цена вновь стремится к равновесной 
цене Р̂ .

Необходимо еще раз подчеркнуть, что модель, которую мы только что 
рассмотрели, сильно упрощает действительность. Во-первых, она содержит 
предположение о линейности кривых (функций) спроса и предложения. Во- 
вторых, спрос и предложение зависят не только от цены, но и от ряда дру
гих факторов. Некоторые из этих факторов будут рассмотрены в главе 4, 
посвященной функциям нескольких переменных.

1.6. Национальный доход

Макроэкономика, в противоположность микроэкономике, занимается 
анализом экономической деятельности на национальном (государственном) 
уровне. Одним из важнейших макроэкономических показателей, характе
ризующим успехи хозяйственной деятельности, является национальный 
доход. Подсчет национального дохода представляет собой достаточно слож
ную задачу При ее решении используются различные по сложности моде
ли. Мы, однако, начнем с простой двухсекторной модели.

Предположим, что всю национальную экономику можно представить 
состоящей издвух секторов производителей и потребителей. Производите
ли — это заводы, различные фирмы, фермерские хозяйства, т.е. все те, кто 
производит товар и услуги. Производители в своей деятельности использу
ют такие ресурсы, как земля, капитал, живой труд и т.д. Все эти ресурсы 
относятся к факторам производства и, по предположению, принадлежат 
потребителям. За использование этих ресурсов производители вынуждены 
платить потребителям. Сумма всех таких платежей и представляет нацио
нальный доход. Здесь необходимы два отступления.

Первое. Каждое физическое лицо в большинстве случаев принадле
жит и к производителям, и к потребителям. Например, ра
бочий на заводе — это, конечно, производитель. Завод, од
нако, платит ему за предоставленные ресурсы, и, поку
пая на заработную плату товары, рабочий становится по
требителем.

Второе. Приведенное выше определение национального дохода мо
жет показаться несколько искусственным. Следует, однако, 
заметить, что любое определение имеет смысл в рамках кон
кретной модели и может меняться при переходе к другой 
модели.
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После этих отступлений вернемся к потребителям и производителям. 
Деньги, получаемые потребителями, те. ихдоход К, можно разделить надве 
части: приобретение товаров и услуг, называемое потреблением С, и сбере
жения S. Очевидным является равенство

Y= C+S.
Кроме того, и потребление С, и сбережения S являются функциями от 

дохода Y, поэтому можно написать:

Из равенства

следует соотношение

а также

С=/(К), S^ g (Y ) .

У= С+5

f (Y )= Y - g (Y ) .
Если доходы растут, то, вообще говоря, растет и потребление, поэтому 

функция потребления/ -  возрастающая.
Предположим далее, что эта функция линейная. Тогда ее можно запи

сать в виде:
C=aY+b,

где а — коэффициент, называемый предельной склонностью к потреблению, 
при этом

0<о< I.
Действительно, а>0, так как функция потребления возрастающая, а 

а < 1, так как потребление -  это только часть дохода Y. Величину Ь называ
ют автономным потреблением, т.е. потреблением при нулевом доходе. На 
бытовом языке это можно назвать проеданием старых запасов. Типичный 
фафик функции потребления изображен на рис. 1.15.

Зная функцию потребления и используя соотношение

К=С+5,
легко найти функцию сбережений S. Действительно,

5= У-С =  У- (аУ+Ь) = 0 - а )У -  Ь,
где (1 -  а) -  угловой коэффициент, называемый предельной склонностью к 
сбережению. Поскольку

0 <  а <  1,
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то

(1 -  о) > 0 ,

следовательно, функция сбережений -  возрастающая. График этой функ
ции изображен на рис. 1.16.

Рис. 1.15 Рис. 1.16

Здесь мы сталкиваемся с ситуацией, когда функция принимает отрица
тельные значения. Это можно интерпретировать следующим образом. Если 
уровеньдохода опускается ниже определенной величины, он перестает обес
печивать потребление. В этой ситуации начинают тратиться ранее накоп
ленные сбережения. Этот факт и соответствует отрицательным значениям 
функции сбережения S.

Простейшую двухсекторную модель можно сделать более реалисти
ческой, дополнив ее элементом, отражающим капиталовложения в раз
витие производства или инвестиции. Схема такой экономики приведе
на на рис. 1.17.

К  производителям стекается два денежных потока: инвестиции / и рас
ходы потребителей С. Один денежный поток -  доходы потребителей Y - 
вытекает. Если экономика находится в равновесии, то должно выполняться 
равенство

5=/,
те. все сбережения инвестируются, откуда сразу следует

Г= С+ /,
т.е. к производителям стекается столько же денег, сколько и вытекает. Из 
предположения, что функция потребления линейна, следует, что

C=aY+b,
где параметры а ч  Ь известны из эмпирических данных.
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Инвестиции

Рис. 1.17

Уровень инвестиций /, который планируется вложить в развитие произ
водства, также задан. Таким образом, переменная /, как и а, Ь, играет роль 
параметров модели. Они называются также внешними переменными, в отли
чие от переменных Y, С, S  — внутренних переменных м оает, значения кото
рых нужно определить, те. выразить через внешние переменные (парамет
ры). Следовательно, мы имеем систему двух линейных уравнений с двумя 
неизвестными Си К:

I Y=C+f,
C=aY+b.

Подставляя выражение для Сиз второго уравнения в первое, находим 
последовательно

Y=aY+b+ /,
( l - a ) Y  = b+J, 0<а<1,

Ь+1Y =
1 - а

Мы получили общее выражение, позволяющее вычислить националь
ный доход Y. Подставляя это выражение в функцию потребления, можно 
найти величину С:



C - a t l L . b .
1 -а

Этим завершается решение системы уравнений. Разумеется, можно ре
шать систему уравнений для конкретных численных значений параметров 
каждый раз заново.

Для того чтобы еще больше приблизить нашу модель к реальности, вве
дем в нее государственные расходы и налоги. Обе эти величины являются 
рычагами в руках правительства для регулирования рыночной экономики. 
Государственные расходы G -  внешняя переменная, те. параметр модели. 
Государственные расходы добавляются к инвестициям, т.е.

К= С+ /+ G.
Налоги же уменьшают реальный доход на величину Г, поэтому

C = a ( Y - J )  + Ь.
Совокупный налог может быть постоянным, те.

Т=Т,.
В этом случае это внешняя переменная, или параметр модели.
Если

T = tY,
то Т -  внутренняя (определяемая) переменная, а роль параметра ифает 
некоторый коэффициент пропорциональности t, называемый ставкой на
лога.

Наконец, возможен комбинированный случай, те.

7’= tY+ т;.
где T^Ht- параметры.

Мы снова имеем систему двух линейных уравнений с двумя неизвест
ными У и С:

' Y = C + I+ G

C = a (Y - tY -  T̂ ) + b.
Внутренние переменные У и С, которые определяются внутри самой 

модели, называются также эндогенными переменными. Соответственно, ве
личины /, Си Т, задаваемые извне, называются экзогенными переменными.

В этом параграфе на примере подсчета национального дохода было про
демонстрировано, как, начиная изучение простой модели, можно прибли
жать ее к реальности, вводя различные уточнения. Эта методика -  от про
стого к сложному -  будет использоваться на протяжении всей книги.
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2.1. Квадратичная функция

Простейшей нелинейной функцией является квадратичная функция 

f{x) = ах̂  + Ьх + с, а^О,
где а, Аи с — произвольные вещественные числа, называемые параметра
ми. Область определения квадратичной функции -  вся числовая ось. Гра
фиком функции является кривая, называемая параболой.

Предположим, что нам дана квадратичная функция, определяемая па
раметрами: а=  1, = О, с = О, те.

/(х) = х̂ .
Взяв несколько значений из области определения 

A"= {-3,-2,-1,0, 1,2,31, 
легко найти соответствующее значение функции

К = {9, 4, 1,0, 1,4,9}.
Если нанести эти точки на координатную плоскость и соединить их плав

ной кривой, то получим схематичное изображение графика квадратичной 
функции, приведенное на рис. 2.1.

Такую же процедуру построения фафика можно применить к квадра
тичной функции с любыми параметрами. Все, что для этого требуется, - 
это миллиметровая бумага и, желательно, калькулятор. Разумеется, удоб
нее воспользоваться фафическим калькулятором или персональным ком
пьютером. При этом следует учесть замечания, сделанные в конце парагра
фа 1.3, относительно области определения и масштаба.

График квадратичной функции и некоторые характерные точки приве
дены на рис. 2.2 и 2.3 для случаев а > О и а < О соответственно.

Для того чтобы найти точку пересечения графика с осью Y, достаточно 
положить X = О в формуле f (x ) = а:)̂  + Ьх + с. Это дает



Рис. 2.1

Рис. 2.2 Рис. 2.3

У



У =/(0) = а ■ 0̂  + Ь • о + с,
т.е. параметр с определяет точку пересечения фафика с осью Y.

Точки пересечения фафика с осью А'определяются из условия

f (x )  =  О, или ах  ̂+ Ьх +  с =  0.

Это хорошо известное из курса школьной математики квадратное урав
нение. Его решение определяется формулой

х =_ ~Ь± \ j - 4ас
2а

Если

tî  — 4flc > О,

то имеем два различных решения уравнения:

_  -b-^lb^-Aac 
2а

_  -Ь+^Ь^-4ас 
2а

В этом случае фафик квадратичной функции пересекает ось X  в двух 
различных точках.

Если

-  4ас =  О,

то оба решения сливаются в одно

Ь
2а

и фафик касается оси X. 
Если же

-  4ос < О,

то уравнение вообще не имеет решения в множестве вещественных чисел. 
В этом случае фафик функции целиком лежит выше оси X  при я > О или 
ниже оси X  при а < 0. И в том и в другом случае график функции не имеет 
точек пересечения с осью X.

При построении фафика простейшей квадратичной функции

fix ) = х\
приведенной на рис. 2.1, можно легко заметить симметрию этой функции 
относительно оси Y. Эта симметрия означает, что значения функции оди-



каковы при всех значениях аргумента х, которые отличаются друг от друга 
только знаком. Например,

/ ( ! )=  Р= 1. Л -1 ) = (-1)^= 1;
/(2) = 2̂  = 4, /(-2) = (-2)^ = 4

и т.д. Этому свойству можно придать геометрическую интерпретацию. Если 
мы возьмем часть графика функции, например ту, которая лежит правее 
оси К, и повернем ее вокруг оси Кна 180°, то получим точную копию второй 
половины графика.

В общем случае, когда квадратичная функция имеет вид

f ( x )  =  ах̂  +  hx +  с, а ^  О,

график также имеет ось симметрии. Однако это уже не координатная ось Y, 
а прямая, параллельная оси Ки отстоящая от нее на расстоянии, равном

Ь
2а

т.е. это линия, определяемая уравнением

Ь
х = -

2а

На рис. 2.2 и 2.3 оси симметрии нанесены пунктирной линией.
В случае а < О вершина параболы будет точкой максимума функции 

(см. рис. 2.3), а в случае а> О- точкой минимума (см. рис. 2.2).
Так, для функции

fix ) = + X + 1

точка ~ у  будет точкой минимума, а значение

/

будет наименьшим значением этой функции. График этой функции изоб
ражен на рис. 2.4.

Для квадратичной функции задача нахождения экстремальных точек 
(т.е. точек максимума или минимума) решается очень легко. В самом деле, 
из известного (и легко проверяемого) тождества

f{x) = ах̂  + Ьх+с = а ь 2
х+ —  

2а
+

4а
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Рис. 2.4

следует, что при а > О из неравенства

I Ь а\х + >0
I

получаем очевидное неравенство

f{x)
4а

причем в точке

имеет место равенство

Таким образом, точка

х=-

/ Ь
2а

2а

= с-
4о

2а



есть точка минимума функции, и в этой точке функция принимает наимень
шее значение

/ 2а
4ас-Ь

4а

На графике точке минимума функции соответствует вершина параболы 
(см. рис. 2.2), т.е. точка

М с -  _  
2а 4а

В главе 3 будет показано, как находить точки экстремума произвольных 
функций, т.е. такие точки, в которых функции принимают свои наиболь
шие или наименьшие значения.

В парафафе 1.4 отмечалось, что графиком линейной функции всегда яв
ляется прямая линия. Точно так же график квадратичной функции - это 
всегда парабола. Конкретный выбор параметров квадратичной функции мо
жет влиять только на расположение параболы относительно координатных 
осей и степень "крутизны"параболы. При построении графика квадратич
ной функции/(л:) = ах̂  + Ьх+ с удобно придерживаться следующей после
довательности действий:

• по знаку параметра а определить, куда направлены ветви параболы, 
вверх или вниз;

• найти точки пересечения графика с координатными осями (с осью X  
таких точек может не быть);

• найти координаты вершины параболы, т.е. точки максимума или ми
нимума функции:

• провести ось симметрии (она проходит через вершину и параллель
на оси К).

Ниже приводятся основные с в о й с т в а  квадратичной функции, ко
торые полезно запомнить.

I. Область определения: вся числовая ось X.
II. Множество значений функции определяется фафиком.
III.  Точки пересечения с осью А'определяются из уравнения (если суще

ствуют): f(x) = + Ьх + с = 0.
IV. Точка пересечения с осью Кимеет координаты (О, с).
V. Ветви параболы направлены вверх, если я > О, ветви параболы на

правлены вниз, если а < 0.
VI. Координаты вершины (точки максимума или минимума):

М
2а 4а
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Рис. 2.2 и 2.3 иллюстрируют указанные свойства.
В заключение вернемся к проблеме нахождения точки равновесия меж

ду спросом и предложением. Эта задача уже рассматривалась в парагра
фе 1.5. Там для кривых спроса и предложения использовалось линейное при
ближение, т.е. предполагалось, что спрос и предложение являются линей
ными функциями от цены. Там же указывалось, что кривые (функции) спро
са и предложения могут быть очень сложными функциями, поэтому зачас
тую линейного приближения оказывается недостаточно. Иногда лучшим 
приближением является квадратичное. К  рассмотрению такого приближе
ния мы сейчас и перейдем.

Предположим, что кривая предложения имеет вид:

P= a ,ff  + b,Q+c,,
где Р -  цена; Q -  количество предлагаемого на рынке товара; Ь̂ , -
параметры квадратичной функции, которые обычно находятся эмпири
чески.

Хотя квадратичная функция определена на всей числовой оси, реаль
ный смысл кривая предложения имеет только для значений Р>0, Q>0, 
т.е. для положительных значений цены и количества товара. Следует также 
учесть, что кривая предложения, как разъяснялось в параграфе 1.5, должна 
быть возрастающей функцией. Из этого следует, что параметр а̂ . > О и ветви 
параболы направлены вверх. Схематично кривая предложения изображена 
на рис. 2.5, причем сплошной линией нанесена часть графика, которая имеет 
практический смысл.

Р

Рис. 2.5 Рис. 2.6

Р
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Аналогично предположим, что кривая спроса также может быть пред
ставлена квадратичной функцией

P= a „f f  + bi,Q+c„,
где Р — цена; Q — количество товара; Ь̂ , с̂  — параметры. График кривой 
спроса приведен на рис. 2.6. Так же, как и на рис. 2.5, сплошной линией 
нанесена та часть графика квадратичной функции, которая соответствует 
положительным значениям цены Ри  количества товара Q.

Кривая спроса является убывающей функцией (чем выше цена, тем мень
ше товара может быть по этой цене продано). Из этого следует, что ветви 
параболы направлены вниз, те. параметр отрицателен.

Точка равновесия между спросом и предложением теперь может быть най
дена фафически. Для этого достаточно кривые спроса и предложения, при
веденные на рис. 2.5 и 2.6, построить в одной системе координат, как это по
казано на рис. 2.7. Точка пересечения двух кривых, нанесенных сплошной 
линией, и есть точка равновесия. Вторая точка пересечения двух кривых, на
несенных штриховыми линиями, какуже указывалось, реального смысла не 
имеет, так как находится в области отрицательных значений количества то
вара Q.

Покажем теперь, как эта же задача нахождения точки равновесия между 
спросом и предложением может быть решена алгебраически. Мы имеем си
стему двух уравнений с двумя неизвестными;

P=a,Q^ + b,Q+c,;
P=ai,ff + bi,Q+c„.



Уравнения нелинейные, и в общем случае такую систему решить не про
сто. Однако в данном случае левые части уравнений совпадают, что позво
ляет нам приравнять правые части друг к другу. Сгруппируем члены уравне
ния:

("л - «;,) 0̂  + Q + = О-
Введем обозначения: а = (а  ̂-  я„), Ь = (Ь  ̂-  Ь^), с = (с̂ . - с,).
Тогда уравнение примет вид: ’

a ff + bQ+c = 0.
Это квадратное уравнение, которое имеет два решения (корня): 

_ - Ь + ^ Ь ^ - Л а с  _ - Ь - -  4ас
•

Второе решение отрицательно и отбрасывается (см. рис. 2.7).
Подставляя количество товара Q, вфункциюспроса или предложения, мы 

получим равновесную цену Р̂ . Разумеется, графический и численный мето
ды должны дать один и тот же результат. Этим завершается поиск точки рав
новесия между спросом и предложением в квадратичном приближении.

' ■ г - ■■ 22. Максимальная прибыль 35

2.2. Максимальная прибыль

Прибыль -  одно из важнейших понятий в экономике и бизнесе, позво
ляющее оценить эффективность деятельности любого предприятия или 
фирмы. Деятельность может быть разной: производственной, финансовой, 
торговой, посреднической итд. В наиболее общем виде прибыль можно оп
ределить как разницу между полным доходом (выручкой) предприятия (фир
мы) от реализации продукции или услуг и полными издержками (затрата
ми). Если обозначить прибыль через я (profit), полный доход -  R (revenue), 
а полные затраты -  С (cost), можно записать

к= R - С.
Полный доход, получаемый от продажи количества товара Q по цене Р 

за единицу товара, задается простой формулой

R= PQ.
Следует заметить, что в последней формуле цена сама является функ

цией от количества товара Q. Конкретный вид этой функциональной за
висимости дается кривой спроса. Действительно, цена определяется не 
тем, сколько хочет получить производитель, а тем, сколько готов запла
тить потребитель. Возьмем для кривой спроса линейное приближение, т.е.
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P=aQ+b,
где а < О, 6 > О, так как кривая спроса -  убывающая функция. Подставляя 
последнее выражение и формулу для полного дохода, получим

R=(aQ+ b)Q=aQ^ + bQ.
Это квадратичная функция с параметром с, равным О, отрицательным 

параметром а и положительным параметром Ь. Этих условий достаточно, 
чтобы, используя свойства квадратичной функции (см. парафаф 2.1), на
чертить график, который и приведен на рис. 2.8. Естественно, приводится 
только та часть графика, которая имеет экономический смысл, те. соответ
ствует значениям Q > О, Л > 0.

R

Из рис. 2.8 видно, что полный доход обращается в нуль вначале коорди
нат. Это неудивительно, если нет объема продаж, нет и дохода. Далее, пол
ный доход возрастает с ростом объема продаж (тоже естественно) и дости
гает максимума при

2а

Правее этой точки функция становится убывающей, т.е. величина 
дохода падает с ростом объема продаж. Этот результат вроде бы проти
воречит "здравому смыслу", хотя наблюдается на практике. Как мы уви
дим ниже, этот факт связан с эластичностью спроса по цене. Наконец, 
в точке

а
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полный доход обращается в нуль, так как при этом значении объема про
даж цена товара, определяемая по кривой спроса, становится равной нулю. 
Действительно, если

а
то

P=aQ+Л= а + й = -/?+ 6=0.

Обращение полного дохода и цены товара в нуль -  результат экстрапо
ляции нашей простой модели, и в реальности такое не встречается. Это ча
стный пример общего правила: любая модель имеет фаницы применения, 
нарушение которых приводит к неверным результатам.

Уточним теперь понятие издержек. Обычно, издержками называют вы
раженные в денежных единицах текущие затраты на производство продук
ции или ее обращение. Последнее включает, например, торговые издерж
ки, издержки транспортировки и др. Кроме полных издержек рассматрива
ются издержки на единицу продукции. Издержки, не зависящие от объема 
выпускаемой продукции, называются постоянными. Они включают аренд
ные платежи, содержание зданий и оборудования, фиксированные оклады 
руководящему персоналу и т.д. С другой стороны, переменные издержки про
порциональны выпуску продукции и включают стоимость материалов, элек
троэнергии, зарплату сдельщикам и т.д. Полные издержки, таким образом, 
можно представить как сумму .постоянных и переменных издержек:

С=С^+С,0,
где -  постоянные издержки; Су-единичные переменные издержки; Q -  
объем выпускаемой продукции (количество товара).

Если рассматривать и С,, как постоянные параметры, то мы имеем 
линейную функцию, график которой приведен на рис. 2.9.

Q

с
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Теперь перейдем к решению задачи определения максимальной при
были, т.е. нахождения такого объема производства товара Q ,̂ при котором 
прибыль будет наибольшей. Для этого достаточно графики, изображенные 
на рис. 2.8 и 2.9, поместить в одной и той же системе координат, что сделано 
на рис. 2.10.

Необходимо отметить, что на рис. 2.8 Q -  количество проданного това
ра, а на рис. 2.9 Q -  количество произведенного товара. Поэтому, совмещая 
их на рис. 2.10, мы неявно предполагаем, что продан весь произведенный 
товар. Из этого же рисунка видно, что производство прибыльно, т.е. доход 
больше издержек, когда количество произведенного товара удовлетворяет 
условию

Q , < Q < Q r

Наличие точки 0, почти очевидно. Если производится мало товара, про
изводство становится убыточным. Точка же нетривиальна. На первый 
взгляд кажется, что "чем больше, тем лучше". Однако рост производства 
выше некоторого уровня может вести к "опережающему" росту затрат.

Покажем теперь, как можно найти точки Q,, и точку Q̂ , в которой 
достигается наибольшая прибыль, алгебраически. Для этого достаточно 
взять формулу для прибыли

л =  R - С

и выразить полный доход R и полные издержки С через количество товара 
Q. Имеем

n =  aQ  ̂+ b Q - C , Q - C ^  =  a f f  + ( b - C , ) Q - C ^ ,
т.е. квадратичную функцию. Приравнивая ее к нулю и решая квадратное 
уравнение, находим два решения и Q̂ . Это и есть те точки, между кото
рыми производство прибыльно. Обозначим

h = b - C -
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тогда

71 = 00^+6,0- С̂ .
Поскольку параметр квадратичной функции а < О, то ветви параболы 

направлены вниз, как это показано на рис. 2.11, и функция имеет макси
мум, который достигается в точке (см. параграф 2.1)

Ь. Су-Ь  
О — ___.* "I -1 л2а 2а

Рис. 2.11

В заключение отметим, что точки Q, и Q̂ , определяющие границы при
быльности производства, а также точка Q̂ , в которой достигается макси
мальная прибыль, выражаются через параметры а, Ь кривой спроса и пара
метры С̂ , Су полных издержек. Чем точнее определяются эти параметры, 
тем точнее полученное решение.

2.3. Показательная и логарифмическая функции

Рассмотрим еще две нелинейные функции, имеющие многочисленные 
приложения в экономике, финансах и бизнесе, -  показательную» логариф
мическую. Предварительно, однако, напомним основные свойства опера
ции возведения в степень.

Если а — произвольное вещественное число, а л — целое и положитель
ное число, то по определению

а" = а-а-а-...-а,
при этом число сомножителей равно числу п. Также по определению
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а» = 1 и в  = ■

где я -  целое положительное число. Удобно и операцию извлечения корня 
представить как частный случай возведения в степень;

1/п "/а а .

Здесь необходимо учесть, что корень четной степени можно извлекать 
только из неотрицательных вещественных чисел. Из вышеприведенных 
правил легко заключить, что:

т/п I fn \ I/» I  1/я ̂А =1в j =1а J •
Поскольку любое рациональное число q можно представить в виде дро

би (см. параграф 1.1)

<Г=— . п

то последнее правило позволяет нам возводить вещественное число а в сте
пень д. Нам осталось рассмотреть вопрос возведения вещественного числа 
а в степень г, когда показатель степени может быть иррациональным чис
лом. В параграфе 1.1 отмечалось, что иррациональное число представляет
ся бесконечной десятичной дробью. Однако такое представление носит ско
рее теоретический характер, так как в практических вычислениях, будь то 
калькулятор или компьютер, используется только конечное число десятич
ных знаков. Конечные же десятичные дроби соответствуют рациональным 
числам (возведение числа в рациональную степень рассматривалось выше).

Ниже приводятся основные правила ,  которым подчиняется операция 
возведения в степень.

I. —

II.

I I I .  =
IV. (аЬу = а" Ь";

V.

где я, 6, т ,  п — произвольные вещественные числа. 
Показательной функцией называется функция вида

/(jc) — а\ а > О, \,

Па

та т-п
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где независимая переменная х может принимать любые вещественные зна
чения.

Различные показательные функции отличаются друг от друга единст
венным параметром -  положительным вещественным числом а.

В качестве примера выберем показательную функцию

т  = 2\
Для построения фафика показательной функции, как и при построе

нии графика квадратичной функции, возьмем несколько значений незави
симой переменной х и вычислим соответствующие значения функции/(л:):

X -3 -2 -1 0 1 2 3

Лх) 2-’ = 1  
8

2- = 1  
4

2- '= 1
2

20= ] 2'= 2 22 = 4 2’ = 8

Полученные точки нанесем на координатную плоскость и соединим 
плавной линией, как показано на рис. 2.12.

У

Рис. 2.12

В качестве второго примера построим график функции

Дх) = 2-.



Предварительно преобразуем выражение, стоящее в правой части, ис
пользуя правило возведения в степень

2- = (2-')^ =

Вычислим значения/(х) при тех же значениях переменной х:

X -3 -2 -1 0 1 2 3

fix )
1 -j

= 8 1
2

-г
= 4 ' 1

Т ;

-1
= 2 1

У

0
= 1 ' 1 1

"  2
1
2

^  1 
4

' 1 ■
J 1

1
8

График функции приведен на рис. 2.13.
Y

Рис. 2.13

Если сравнить графики функций на рис. 2.12 и 2.13, легко заметить, что 
каждый из них может быть получен путем поворота координатной плоско
сти (в пространстве) на 180° вокруг оси Кили, что то же самое, зеркальным 
отражением относительно оси К Это общее правило для показательных 
функций вида
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Кроме того, графики показательных функций обладают следующими 
с в о й с т в а м и .

I. Все фафики проходят через точку (О, 1).
II. Если о > 1, то 0  ̂возрастает с ростом х.
III.  Если 0<а<  1, то а ' убывает с ростом х.
IV. Ось X  является горизонтальной асимптотой для всех графиков, 

те. такой линией, к которой график может неограниченно приближаться, 
но которую никогда не пересекает.

Рисунок 2.14 иллюстрирует поведение показательной функции при раз
личных значениях основания. Сплошная линия соответствует основанию а; 
штриховая -  основанию 6.

а<Ь<1 У а>Ь>1

Практическое построение показательных функций, как и любых дру
гих, удобнее всего выполнять на персональном компьютере или фафичес- 
ком калькуляторе. При их отсутствии можно воспользоваться обычным 
калькулятором для научных или экономических расчетов. Такие калькуля
торы имеют специальную клавишу У' или х'

Как применять эту клавишу, лучше всего ознакомиться по руководству 
пользователя или техническому описанию.

Среди показательных функций самое широкое применение как в самой 
математике, так и в многочисленных приложениях, имеет функция, в ос-
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ноиании которой лежит число е. Это число иррациональное и представля
ется бесконечной непериодической десятичной дробью. Приближенное 
значение числа е, которое только и имеет смысл при численных расчетах, 
приводится ниже:

6 = 2,718281828459....
Разумеется, точность приближения может быть различной.
Для того чтобы пояснить, откуда берется такое странное, на первый 

взгляд, число, рассмотрим выражение

+ — 
п

Вычислим несколько значений этого выражения, используя калькуля
тор:

n 1 10 100 1000 10 000 100 ООО 1 ООО ООО

я

Л
2 2,59374 2,70481 2,71692 2,71814 2,71827 2,71828

Легко заметить, что с ростом л значение выражения приближается к чис
лу е, приведенному выше. Чем больше и, тем точнее приближение к числу е. 
Поэтому говорят, что число е является пределом последовательное! и

1 +  -  
п

при неограниченном увеличении п и пишут

1е = lim I + — 
п

Рассмотрение показательной функции завершим сводкой правил .  
I. =

П. =

V.
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VI. Из равенства e f~ a \ a ^  1, следует равенство х = у.
Последнее свойство обычно используется при решении показательных 

уравнений. Если

то последовательно имеем

6^М1=6’'-’,

51+ 1 =3г-3;
2/=-4;
/=-2.

Логарифмическая функция, к изучению которой мы переходим, тесно 
связана с показательной функцией. Начнем с частного случая. Возьмем уже 
рассмотренную показательную функцию

Дх)=у=2\
Если поменять местами переменные, мы получим новую функцию

g{y) = x=2>.
Вычислим несколько значений обеих функций, как показано в таблице, 

приведенной ниже:

X у = 2̂ х=2’' У
-3 1

8
1
i -3

-2
1
4

1
4 -2

-1
1
г

1
2 -1

0 1 I 0
1 2 2 1
2 4 4 2
3 8 8 3

Легко заметить, что пары чисел и правой половине таблицы такие же, 
как и в левой, но отличаются порядком расположения. Справа определена 
функция, которая является обратной по отношению к функции/  Мы бу
дем называть эту новую функцию логарифмической функцией по основа
нию 2 и записывать ее в виде:

У = logjA:,

ЧТО полностью эквивалентно записи

х = 2̂



Нанесем теперь в одной и той же системе координат точки из левых и 
правых столбцов таблицы и соединим их плавными линиями, как показано 
на рис. 2.15.

У

Рис. 2.15

Мы получили графики функций

>' = 2' и у=  logĵ ,̂
которые являются обратными по отношению друг к другу. Поэтому если 
повернуть график любой из этих функций на 180° вокруг прямой >» = jc (она 
нанесена пунктиром), то получим фафик другой функции.

Иными словами, графики функций у= 2 ’‘ и д' = loĝ x симметричны от
носительно прямой у  =  X.

Аналогично можно определить логарифмическую функцию по любому 
основанию а, удовлетворяющему условиям а >  0 , а ^  1, а именно

У =  lo g ,^ ,
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что эквивалентно

х=ег̂ .
Среди логарифмических функций с различными основаниями имеются 

две такие, которые используются чаще других. В основании одной лежит 
число 10, в основании другой -  число е:

>-=log,(̂ ; >-=log/, 
что эквивалентно соответственно

д:= 10>; х=еГ
Для этих функций введены, ввиду частого употребления, специальные 

обозначения и названия:
log|jjc = Ig X -  десятичный логарифм;
loĝ jc = In X -  натуральный логарифм.
Логарифмическая функция обладает несколькими важными свойства

ми, позволяющими сводить умножение к сложению, деление к вычитанию, 
а возведение в степень к умножению. Ниже перечислены эти с в о й с т в а .

I. logj = 0.
II. loĝ a* = X.
I I I.  \о^(ху) = log (jc) + log„(y).

IV. log,

V.logx^ = >-logx.
IV. Из равенства loĝ jc = log^ следует равенство x = у и наоборот. 
При этом, естественно, подразумевается, что а > О, а 1 и х,;' > 0.

2.4. Математика финансов

Рассмотрим решение некоторых задач, возникающих при проведении 
финансовых операций. Совокупность таких задач иногда называют мате
матикой финансов. В основе большинства финансовых операций лежит 
древняя, известная уже несколько тысячелетий идея: давать деньги в "рост" 
или "под процент". Различные способы исчисления этого процента и опре
деляют все многообразие финансовой деятельности.

Напомним, как вычисляются проценты. По определению величина М 
составляет г процентов от другой величины N, если

г= — 100.
N

Отсюда следует, что г процентов от любой величины Л/определяется 
дробью



М.
100

Например, если какая-либо величина Л/увеличивается на г процентов, 
результат такого увеличения будет

М+ М— = М
100

1 +  .
100

Аналогично при уменьшении величины Л/на л процентов

М - М —  = М 
100

1 - .
100

Предположим теперь, что некоторая сумма денег Р, называемая началь
ным вкладом, помещается в банк. Спрашивается, какова будет сумма денег 
S, называемая будущей стоимостью вклада, через п лет, если годовая про
центная ставка составляет л процентов. Ответ зависит от того, с каким про
центом мы имеем дело -  простым или сложным. В случае простого про
цента на начальный вклад е ж е г о д н о  начисляется сумма, равная

Р-
100

так что сумма вклада через п лет составит

Р+Р-
100

- п = Р 1 +  -
100

Следует заметить, что при финансовых операциях простые проценты 
используются преимушественно при краткосрочных финансовых операци
ях.

Если же при расчетах используются сложные проценты, те. "процент от 
процента", то после первого года будущая стоимость составит

5= Р 1 + .
100

На второй год проценты будут исчисляться уже от этой суммы и величи
на вклада составит

S= Р fl + '■ ]fl+  '■ = р [l+  '■
, '00 , 100 100 ,

г



2-̂ -Математика финансов 49

Легко сообразить, что через /? лет стоимость вклада достигнет величины

S= Р I +
100

Это и есть осиогияя формула для вычисления сложных процентов. Рас
четы по этой формуле становятся тривиальными, если имеется калькуля
торе клавишей 0 ,  позволяющий вычислять значения показательной функ
ции.

Приведенная выше формула связывает четыре переменные величины: 
начальную стоимость Р, накопленную стоимость .S', процентную ставку г и 
сроки, выраженный в годах. Если известны любые три из них, можно легко 
найти четвертую.

Предположим, что вклад Р  помешен в банк под г процентов годовых. 
Спрашивается, сколько лет он должен пролежать, чтобы достигнуть задан
ной величины S. Эта задача соответствует случаю, когда по известным Р,5и  
г требуется найти п. Для нахождения решения прологарифмируем обе час
ти основной формулы и воспользуемся свойствами логарифмов. В резуль
тате получим

п =
Ig 1 + -

100

что и дает решение задачи. Пользоваться полученной формулой так же лег
ко, как и основной формулой: достаточно иметь калькулятор, позволяю
щий вычислять значения логарифмической функции, те. имеющий клави
шу 03 .

Следует отметить, что выше для определенности использовались деся
тичные логарифмы. Однако численный результат не изменится, если поль
зоваться логарифмами по другому основанию, например, натуральными. 
В этом случае

п = In 5 - In Р

In 1 +
100

Перейдем к определению необ.ходимой процентной ставки /-по заданным 
величинам вкладов Р, Sv\ сроку п. Для этого разделим обе части основной 
формулы на Р\

Р
1 +  .

100
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Далее нозведем обе части в степень 1/я:

I
Л _ 1 +

100
=  1 +

100

Отсюда легко находится процентная ставка г.

г =  100 - 1

Наконец, рассмотрим последнюю возможность: определение Р  по за
данным S, гн п. Эта задача соответствует случаю, когда необходимо найти 
начальный вклад Р, если известно, что через п лет он должен составить 
сумму S. При этом операция нахождения /’ называется дисконтированием.

Из основной формулы находим

Р = = S
1 +  .

1 +  .
\ -  П

100
, >00 ,

До сих пор предполагалось, что проценты начисляются ежегодно. Одна
ко они могут относиться к кварталу, месяцу и более коротким промежуткам 
времени (особенно в условиях инфляции и гиперинфляции). Выясним, что 
означает фраза "процентная ставка составляет 12% годовых ежеквартально". 
Это отнюдь не значит, что к первоначальной сумме каждый квартал прибав
ляется 12%. По общепринятой терминологии это означает, что ежекварталь
но начисляется лишь ч е т в е р т а я  часть годовой ставки в 12%, т.е.

12% _

4

и подразумевается, кроме того, что процент сложный.
Подсчитаем, на сколько процентов увеличится через год первоначаль

ный вклад, равный единице, если процентная ставка составляет 12% годо
вых ежеквартально. Для этого можно воспользоваться основной формулой, 
положив п равным четырем (число кварталов в году), а г— равным трем:

' 4
1 +

100
= 1,1255.

Таким образом, отбрасывая единицу и умножая на 100, получаем 12,55%. 
Он больше "обычных" 12% годовых, однако не в 4 раза, как можно было 
ожидать.

г
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Предположим теперь, что процентная ставка составляет 12% годовых 
ежемесячно. Аналогично предыдущему это означает, что каждый месяц на
числяются сложные проценты в размере

12%
12

= 1%.

Снова можно воспользоваться основной формулой, что дает

I ' 12
1 +  .

100
= 1,1268.

Рост составляет 12,68% — процент увеличения вклада за год.
Далее можно ввести еженедельные, ежедневные и ежечасные начисле

ния (последнее вряд ли может встретиться на практике). Тогда для рахпич- 
ных периодов начислений общий годовой рост вклада и соответствующий 
процент составят:

■ 52
Неделя 1 + 12

День 1 +  -

52 • 100 ,

12 ' -̂ '̂5

Час 1 +

365 ■ 100 

12

= 1,1273 и 12,73%; 

= 1,1275 и 12,75%;

8760
= 1,1275 и 12,75%.

, 8760 100 ;
При вычислениях было принято: а) в году 52 недели, 365 дней и 8760 

часов, б) процентная годовая ставка во всех случаях равна 12%.
Сведем полученные данные в таблицу:

Начисление 
сложного процента

п Годовая 
процентная ставка(%)

Ежегодно 1 12,00
Ежеквартально 4 12,55
Ежемесячно 12 12,68
Еженедельно 52 12,73
Ежедневно 365 12,75
Ежечасно 8760 12,75

Даже беглого взгляда на таблицу достаточно, чтобы заметить: годовой 
процент начислений растет с ростом п. но этот рост замедляется по мере 
увеличения «, т.е. числа временных интервалов, на которые делится год
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(квартал, месяц и т.д.). Этому факту можно дать соответствующее матема
тическое описание, которое приводится ниже.

Предварительно обобщим результаты, полученные выше. Если год де
лится на п равных промежутков времени, а соответствующая процентная 
годовая ставка равна г, то через год

S= P 1 +
100л

100
Умножим и разделим показатель степени на —̂  :

100/7
5= р

Если теперь обозначить

1 +
100/1

т ЮОл

то получим

1 ' т
S= P | + —

т
100

Будем теперь неограниченно увеличивать п, т.е. делить год на все 
меньшие и меньшие промежутки времени. Легко сообразить, что в этом 
случае т  также будет неограниченно расти. Но тогда выражение в ква
дратных скобках I! пределе совпадает с числом е (см. параграф 2.3). 
Следовательно,

S = P e
Г
too

Вспомним,что все рассуждения относилиськодному году Для того что
бы использовать полученную формулу в общем случае, при произвольном 
количестве лет t, достаточно преобразовать ее, возведя экспоненту в сте
пень I. Окончательно находим

S = P e
r t

100

г

Г
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Полученная формула позволяет вычислить ожидаемый вклад S  в случае 
непрерывньапропентов. Важно отметить, что срок /, измеряемый в годах, не 
обязательно должен бытьцелым числом. Например,/= 1,25 означает один 
год и один квартал. Воспользуемся формулой д;1я непрерывных процентов 
и калькулятором с клавишей [ё], положив

Это дает
/•= 12%; /= I.

— = 1,12749685. 
Р

Вычитая единицу от численного результата, умножая на 100% и округ
ляя до четырех значащих цифр, получаем 12,75%, что совпадает с послед
ними двумя строками таблицы.

Многообразие форм кредитования и инвестирования обусловливает 
необходимость нахождения критерия наиболее выгодного помещения ка
питала. Поясним: вам встречается два рекламных объявления; один €анк 
предлагает 15,5% ежеквартально, адругой - 15,2% ежемесячно. Чтолучше? 
Для того чтобы ответить на этот и подобные вопросы, вводится вспомога
тельное понятие -  эффективная процентная ставка.

Если на основной вклад Р  в течение года т  раз начисляются сложные 
проценты, то при годовой процентной ставке /-ожидаемый вклад 5'через 
год составит

S= P 1 +  .
ЮОш

Эффективная годовая процентная ставка г определяется из условия

S= P 1 +  -

100

т.е. это процент, начисляемый за год. лишь один раз» тлюмуШ т о т  же резуль
т а т ,  что и сложные проценты с начислением т  раз в году 

Приравнивая правые части уравнений.

р ! + — = Р 1+ ''
100 , , 100/н ,

окончательно находим

г = 100
100/п

-  100.

т
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В отличие от эффективной ставки г первоначальная ставка г с /п-крат- 
ным начислением называется номинальной. Теперь мы готовы ответить на 
вопрос, какое предложение выгоднее: 15,5% ежеквартально или 15,2% еже
месячно.

В первом случае
/■= 15,5; т  = 4.

Отсюда, используя пoлyчe^пlyю формулу, находим

Во втором случае

По тон же формуле

г =  16,4244%.

г =  15,2; т =  12.

г =  16,3049%.

Таким образом, 15,5% ежеквартально дает больший годовой доход, чем 
15,2% ежемесячно.

Все задач и, разобранные до сих пор, сводились к единовременному поме
щению капитала (взятию кредита) и расчету процентов. Однако на практике 
встречаются и многоразовые операции. Разберем некоторые возможности.

Предположим, что через равные промежутки времени осуществляются 
одинаковые платежи. Такая финансовая операция обычно называется ан
нуитетом. Окончательная сумма складывается из всех платежей плюс слож
ные проценты, начисленные на эти платежи. Поясним сказанное простым 
примером. Пусть ежегодно в течение 6 лет делаются взносы в размере 100. 
Какова будет общая сумма, если процентная ставка составляет 7% годовых? 
Изобразим поступление платежей в виде временной диаграммы на рис. 2.16.

5 3 2 о Продолжительность 
хранения (в годах)

6
Время 
(в годах)

100 100 100 100 100 100
100 ( 1,07)

100 ( 1,07)^

100 ( 1,07)3

100 ( 1,07) “

100 ( 1,07)5

Платежи

Общая сумма 

Рис. 2.16

4
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Из рис. 2.16 видно, что платежи производятся в конце каждого года (про
стой аннуитет). Далее, 6-й по порядку платеж вообще не приносит процен
тов; 5-й платеж дает

100 = 100(1,07).
, '00 ,

4-й по основной формуле сложных процентов —

2
100

100
= 100(1,07)^

Аналогично получаются проценты, "набегающие" от каждого платежа. 
Очевидно, что чем раньше сделан платеж, тем больший вклад в общую сум
му накоплений он дает, как и показано на рис. 2.16. Если обозначить окон
чательную сумму через S, можно записать

5= 100+ 100(1,07)+ 100(1,07)2+ Ю0(1,07)’ + 100(1,07)'+ 100(1,07)’.

Конечно, для того чтобы вычислить эту сумму, можно посчитать каждое 
слагаемое и сложить их. Это утомительно, но выполнимо. Представим, од
нако, что платежи делаются ежемесячно в течение нескольких десятков лет 
(именно так образуются пенсионные фонды). В этом случае число слагае
мых может превысить несколько сотен. Кроме того, во многих задачах об
щее число слагаемых заранее неизвестно. Часто требуется определить, 
сколько платежей необходимо сделать, чтобы сумма 5 достигла заданной 
величины. К  счастью, существуют достаточно простые способы решения 
подобных задач. Нам придется сделать небольшое отступление и напом
нить основные свойства геометрических прогрессий.

Геометрической прогрессией называется такая последовательность чисел 
а,, flj, flj,..., а̂ , в которой каждое последующее число получается из преды
дущего умножением его на определенное число д, называемое знаменате
лем прогрессии. Это означает, что

а̂  = да̂ , а̂  = ..., о„ =
Легко сообразить, что любой член геометрической прогрессии выража

ется через первый член и степень числа q. Например,

, = </Ч
и в общем случае

Если обозначить сумму членов геометрической прогрессии через 5 , то
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= а, + +...+ а,,
или, выражая все члены через первый,

5 = Д| + (/а̂  +<?̂ а, +...+
Умножим обе части равенства на q:

qŜ  = qâ  + фа̂  +<̂ я, +...+ (fâ .
Вычитая из последнего уравнения предыдущее, получим

4 S „- S = (fa - a ^ ,
или окончательно

Это и есть формула для суммы членов геометрической прогрессии.
Вернемся к примеру аннуитета с ежегодными платежами. В этом при

мере
0, = 100; <7= 1,07; « = 6; 5=5'.

Подставляя эти значения в формулу для суммы геометрической про
грессии, с р а з у  получаем

S  =
100(l,07‘’ - l )

1,07-1
= 715,33.

Читателям рекомендуется провести вычисления ^непосредственно, т.е. 
подсчитать сложные проценты от каждого платежа и сложить полученные 
числа, как проиллюстрировано на рис. 2.16. Результат, разумеется, будеттот 
же. Очевидное преимущество использования формулы для вычисления сум
мы состоит в том, что, к примеру, при п = 1000 вычисления ничуть не ус
ложняются.

Полезно получить формулу для вычисления суммы платежей аннуитета 
в общем виде. Если обозначить периодические платежи через R, число пла
тежей - н, а процентную ставку — г, то

5  = ЮОЛ
100

- I

Полученная формула может применяться и при решении задач, когда 
по известным 5, г, «требуется определить периодические платежи Я  Обыч-

г



но такого рода задачи возникают при определении амортизационных от
числений.

Например, руководство фирмы считает, что через пять лет для замены 
части оборудования потребуется сумма 10000. Спрашивается, каковы долж
ны быть ежемесячные платежи, если процентная ставка составляет 6% го
довых ежемесячно. В данном случае

5= 10000; г= — = 0,5;я = 5-12 = 60.
12

Приведенную выше формулу удобно представить в виде

R = S--------   .
100 1 + .

100
-  100

Подставляя численные значения, получаем

0,5
Л= 10 000

100 1 + 0,5
100

60
= 143,33.

-  100

Это и есть величина ежемесячных платежей.
Рассмотрим еще одну задачу, связанную с регулярными выплатами. Нач

нем с простого примера. Спрашивается, какую сумму необходимо внести в 
банк, выплачивающий 5% годовых, чтобы иметь возможность в течение по
следующих 6 лет ежегодно получать по 100 (как всегда, денежные единицы 
опускаются и предполагается, что после последней выплаты на счете ничего 
не остается). Решение данной задачи очевидно, чтобы через я лет получить 
сумму, равную R при ставке г процентов годовых, нужно вложить с е й ч а с  
сумму

Р = R ■ = R
1 +

В нашем примере

100

Л= 100; /■'

1 +  -
100

о; « =  I, 2 , 6 .

Таким образом, для обеспечения шести ежегодных выплат по 100, нам 
придется сделать общий взнос в размере
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где -  часть взноса, обеспечивающая п-ю выплату. Наглядно решение за
дачи можно изобразить временной диафаммой (рис. 2.17).

Время 
(в годах)

100 100 100 100 100 100Выплаты

100(1,05)-' - 
100(1,05)-  ̂ - 
100(1,05)-з _  
100(1,05)--' - 
100(1,05)-5 - 
100(1,05)-‘ - 

Искомый вклад

Рис. 2.17

Сумма чисел, стоящих в левой колонке на рис. 2.17, дает искомый вклад. 
Легко, однако, заметить, что последовательность этих чисел образует гео
метрическую профессию. Это дает возможность получить результат в об
щем виде, а потом применить общую формулу к нащему примеру Если обо
значить: выплаты -  R, процентную ставку -  /-(относится к тому промежут
ку времени, через который производятся выплаты), число выплат -  п, то 
величина искомого вклада Лравна:

P=R 1+ '■
-1

+ R 1+ ^
-2

+ ... + R [|+ ]
, 100 , . >00 100 ,

Подставляя в формулу для суммы членов геометрической профессии

' -I
а. =R 1 +  .

100
, Q = 1 +

100

получим

Р= ЮОЛ-
1 +

100

Подставляя численные значения из нашего примера и воспользовавшись 
калькулятором, имеем величину искомого вклада
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я  = 507,57.
Как и следовало ожидать, это величина меньше суммы всех выплат, рав

ной 600. Объяснение простое; на вклад "набежали" проценты.
Приведенная выше формула имеетещеодно полезное применение: рас

чет платежей погашения по заданной величине кредита. Самый простой 
пример - взятие ссуды в банке для покупки какой-либо вещи с последую
щим погашением долга периодическими равными платежами. Положим, 
иы берете в банке 5000 для приобретения автомобиля. У банка должен быть 
свой "интерес", поэтому его условия таковы: срок погашения кредита 3 года, 
процентная ставка -  12% годовых ежемесячно. Напомним, что фраза "12% 
годовых ежемесячно" означает сложные ежемесячные проценты в размере

12% _
12

Спрашивается, каковы должны быть ваши ежемесячные платежи, если 
по условию они одинаковы по величине. Для решения этой и подобных за
дач удобно формулу

Р =  ЮОЛ-

1 + -
100

представить в виде:

R= P
100 1- 1+ '

-п

. 100

Здесь Р  -  величина кредита, г -  процентная ставка, R -  искомый раз
мер платежа, а и -  общее число платежей.

Применим полученную формулу для решения примера о покупке авто
мобиля. Подставляя численные значения

Р=5000-, г= 1; w = 3-12 = 36,
с помощью калькулятора легко находим размер платежа

Л= 166,07.
Следует заметить, что общая сумма ваших платежей составит 

36-166,07 = 5978,52,
т.е. превышает (и существенно) стоимость автомобиля, равную 5000. Это 
превышение и есть "интерес" банка.

г

jf



На этом мы закончим рассмотрение задач, связанных с финансовыми 
операциями. Разумеется, приведенные примеры, часто носящие иллюст
ративный характер, ни в коей мере не охватывают все многообразие фи
нансовых вычислений. Тем не менее надеемся, что изложенный материал 
позволил читателю в полной мере оценить полезность таких математичес
ких понятий, как показательная и логарифмическая функции, геометриче
ская прогрессия и др.



3. ПРЕДЕЛЫ ФУНКЦИЙ 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

3.1. Пределы функций и непрерывность

Рассмотрим простую линейную функцию

у = т  = 2х
и зададимся вопросом, к какому числу Ь приближаются значения этой функ
ции, когда значения переменной х приближаются к числу 3. Для ответа 
возьмем несколько значений X, вычислим соответствующие им значения 
f(x ) и занесем результаты в таблицу:

X 2,0 2,5 2,9 2,99 2,999 2,9999
у= Д х) = 2х 4,0 5,0 5,8 5,98 5,998 5,9998

Изтаблицы видно, что значения функции приближаются к числу 6. Здесь 
значения х приближаются к числу 3 "слева" (по числовой оси), т.е. со сторо
ны чисел, меньших числа 3. Можно взять значения л: "справа" (на числовой 
оси), те. больше числа 3, как показано в следующей таблице:

X 4,0 3,5 3,1 3,01 3,001 3,0001
у= Д х) = 2х 8,0 7,0 6,2 6,02 6,002 6,0002

Числа получились другие, но ясно видно, что значения функции по- 
прежнему приближаются к числу 6. Символически это записывается так:

limf2jc) = 6Х-.3 ' >

и читается: предел функции 2х, когда х стремится к 3, равен 6. Смысл слов 
"л: стремится к 3" таков: значения переменной л: сколь угодно близко при
ближаются к числу 3. Дадим теперь общее определение.
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Функция f(x ) имеет предел Ь, когда дг стремится к а, если значения f{x ) 
сколь угодно близко приближаются к числу Ь, когда значения переменной 
д: сколь угодно близко приближаются к числу а.

Обозначается это так: Мт/(д:) = Л.
х - * а  '

Следует отметить, что в этом определении рассматриваются значения х, 
сколь угодно близкие к числу а, но не совпадающие с а. Если же функция f{x ) 
определена в точке а и выполняется равенство

\\mj[x) = f[a )

yof{x) называется непрерывной функцией в точке а. Функция, непрерывная 
в каждой точке своей области определения, называется непрерывной функ
цией.

Все функции, рассмотренные нами до сих пор, -  линейная, квадратич
ная, показательная и логарифмическая, являются непрерывными функци
ями. Еще раз отметим, что в случае непрерывных функций очень просто 
находятся пределы в любой точке области определения: для этого достаточ
но вычислить значение функции в этой точке. Для иллюстрации на рис. 3.1 
приведен фафикфункции, имеющей вточке а разрыв,т.е. непрерывной всю
ду, кроме точки а. Здесь функция f{x) нанесена сплощной линией, а пункти
ром указана точка разрыва.

Приведенное выше понятие предела функции полезно обобщить на тот 
случай, когда значения л: могутстановитьсяскольугоднобольшими. Аимен-

У
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но: функция f(x ) имеет предел, равный числу Ь, при х, стремящемся к бес
конечности, если значения функции сколь угодно близко приближаются к 
числу Ь, когда значения остановятся сколь угодно большими. Символичес
ки это обозначается так;

\imf{x) = b.
X-»"* '  '

Символ оо обозначает "бесконечно большую величину".
Переменная х может неограниченно стремиться в сторону отрицатель

ных значений. В этом случае значение для предела принимает вид:

те. перед символом ставится знак минуса. В качестве примера приведем 
фафики уже известных нам показательных функций (рис. 3.2).

X

Рис. 3.2

Хотя фафики показательных функций могут сколь угодно близко при
ближаться к оси X, они ее никогда не пересекают и не касаются. Прямые 
линии, к которым графики функций могут неофаниченно приближаться, 
не пересекая и не касаясь их, называются асимптотами. Таким образом, 
ось X  является асимптотой показательной функции.



Рассмотрим еще так называемые бесконечные пределы, а именно не
ограниченное возрастание ̂ ym w w , когда независимая переменная д: сколь 
угодно близко приближается к числу а. В этом случае используются обо
значения

lim /(х) = +~
х - * а   ̂ '

или, если значения функции неограниченно убывают,

lim =х а̂ ' '

Последний случай хорошо иллюстрирует график логарифмической 
функции, приведенный на рис. 3.3.

В данном случае значения логарифмической функции неофаниченно 
убывают, когда лс приближается к 0. Одновременно фафик функции сколь 
угодно близко приближается к оси К, не пересекая и не касаясь ее. Отсюда 
можно заключить, что ось Y является а с и м п т о т о й  логарифмической 
функции.

У



В заключение перечислим некоторые с в о й с т в а ,  которыми обладают 
пределы функций. Эти свойства описывают связь предельного перехода с 
арифметическими операциями.

I. Если с -  постоянная величина, то

lim с = с.
х ~ * а

II. Если с -  постоянная и существует предел функции/(х) при х~>а, то

lim
х - * а

сф )] = сПт/(х ).

I II.  Если Б одной и той же области определения существуют пределы 
функций/(х) Hg(x) при х->а, имеет место следующее равенство:

lim /(д:)±^(х)1=Нту(д:)±Птф).

IV. Если в одной и той же области определения существуют пределы 
функций/(х) и g (х) при х-^а, имеет место следующее равенство:

lim
х - * а

/(х) ̂ (x)]=lim/fx)lim^(x);\ / V х-̂ а ' ' х-*а ' •

limх-̂ а
f[x ) lim fix ] 

lim gfjc)х-*а ' •

Последнее равенство выполняется только в том случае, если

lim

На этом мы закончим рассмотрение пределов функций и перейдем к 
изучению одного из важнейших понятий -  производной функции.
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3.2. Производные и их вычисление

В главе I при рассмотрении линейной функции было введено понятие 
углового коэффициента прямой. А именно, если

f(x )~ y~ kx + b ,
т о к -  угловой коэффициент, показывающий на сколько возрастает зна
чение функции при увеличении независимой переменной х на 1. В ка
честве примера на рис. 3.4 изображены две линейные функции у = 0,5х + 2 
и >> = -2х.

Y

На этом же рисунке показано, как определяются эти угловые коэффи
циенты. В математике (и не только в математике) принято приращение (из
менение) различных величин обозначать греческой буквой Л Дельта). 

Например, если переменная х изменяется от значениях, = 1 дох  ̂= 2, то

ДХ = Х;-Х| = 2-1 = 1.
Аналогично можно обозначать приращение функции: 

Ау = /V(x) = -  у, = /(X j) - / (Х |).
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Например, если для линейной функции у = f  (х) = -2х (см. рис. 3.4) 
вычислить значения при х, = 2 и jCj = 3, то приращение функции

Aj; = A/W = /Ц ) -/(X,) = -6 - (-4) = -2.

Знак "минус" говорит о том, что функция убывающая. Используя вве
денные обозначения, угловой коэффициент можно определить следующим 
образом:

Подставляя сюда выражение для линейной функции, имеем

кх̂  + Ь-{кх̂  + b'j 
к =--------------- =--------- — к .

т.е. наше определение корректно.
Легко заметить, что в случае линейной функции выражение

^х X - X-‘2

не з а в и с и т  от выбора точек х, их,. Однако в случае нелинейных функ
ций это не так.

На рис. 3.5 изображены приращения Ду, и Ду̂  функции/fx̂  в точках х, и 
Xj при одном и том же положительном приращении Ах аргумента. Как вид
но из рисунка

ДУг > ДУ,-
Отсюда следует, что

А х А х

Таким образом, отношение

^У 
А х ’

или, как еще говорят, "относительное приращение" функции/fx ,̂ зависит, 
в общем случае, от выбора точки, в которой оно находится. Очевидно, что

Х2-Х,Х2-Х,
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относительное приращение тем больше, чем "круче" фафикфункции вблизи 
точки, в которой вычисляется это приращение.

У

Рис. 3.5

Относительное приращение имеет простой геометрический смысл. Оно 
равно угловому коэффициенту секуи^ем.т.е. прямой, проведенной через точ
ки графика, соответствующие исходному и наращенному значению аргу
мента.

На рис. 3.6 изображено семейство секущих, проходящих через общую 
точку (x„,/(xp)) фафика функций. При этом секущая проходит также че
рез точку где х, -  точка, соответствующая приращению

Угловой коэффициент секущей /_ равен относительному приращению 
функции f ix ) в точке

Из рис. 3.6 видно, что чем ближе точкал:  ̂к начальной точке х̂ , тем бли
же положение секущей к положению касательной /„ к графику функции в 
точке (хц,/(х„)). Касательная к фафику в этой точке -  это прямая, проходя
щая через данную и не имеющая других общих точек с фафиком.



Рис. 3.6

Интуитивно ясно, если Дх будут сколь угодно малыми, наши прямые 
будут сколь угодно близки к касательной.

Производной функции f (x ) в некоторой точке а [обозначается /'(я)1 на
зывается предел отношения

х~ а

Обозначается это следующим образом:

' ' х-,0 х-а

По этому определению произвольной точке а из области определения 
функции ставится в соответствие некоторое число f  (а) (если указанный 
выше предел существует). Но ведь это и есть, по существу, определение функ
ции, которое было дано в параграфе 1.2. Таким образом, если обозначить 
произвольную точку а через дс, мы получим некоторую новую функцию 

Г ( Х ) .
Если функция f(x) имеет в некоторой точке производную, т.е. приведен

ный выше предел существует, то говорят, что функция дифференцируема в 
эдаой/почке. Если функция дифференцируема в к а ж д о й  точкесвоейоб-



> 7Q ’|  . 3. п ред ел ы  Ф и к ц и й  и  m » Ф № iн uиA Л liн oE и < ш (ш и и E  Щ Ш

ласти определения, то она называется дифференцируемой функцией в этой 
области.

В этом случае области определения функций f(x) и f '(x ) совпадают Все 
рассмотренные до сих пор функции -  это дифференцируемые функции. 
Следует заметить, что если функция дифференцируема, то она также не
прерывна, хотя обратное не всегда верно.

Приведенному выше определению производной можно придать несколь
ко иную форму Для этого введем обозначение

hx- X — а.

Если д: стремится к а, разность между ними становится сколь угодно 
малой, т.е. Дл: стремится к нулю. Поэтому производная в точке а

' ' Лг—*0 А %•Af-*0 Дл'

Точка а выбирается произвольно из области определения функции, по
этому ее можно обозначать через д::

. /(дг +Дх)-/(дг) 
Г {х ]=  lim ^' f Лг-кПЛг-tO Д|С

Если учесть, что

^y^ f{x  + ^x)-f(x),

можно записать

f'[x\= lim — .

Разумеется, все эти определения различаются лишь формой записи. 
Последняя запись позволяет сделать полезную геометрическую интерпре
тацию производной: производная функции, вычисленная в некоторой точке, 
равна угловому коэффициенту касательной, проведенной к графику функции в 
этой точке.

Разнообразные приложения понятия производной будут рассматривать
ся чуть позже, а сейчас мы займемся вопросом практического вычисления 
производных различных функций. Естественно начать с самой простой 
функции — линейной. Итак,

/  (х) = ах + Ь,
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где а и й -  параметры. Тогда по определению производной

f'(x\ = limV f Л»-*П
a{x + l!ix̂  + b ax + b

Дх
a^x= lim --- = lim a-a.Ajf-)Q Ax Длг-»0

Последнее равенство следует из свойств пределов. Таким образом, про
изводная линейной функции -  постоянная величина, равная угловому ко
эффициенту прямой. Рисунок 3.7 иллюстрирует этот результат.

Перейдем теперь к квадратичной функции 

/ (х) = ах̂  + Ьх+ с,
где а, й и с — постоянные.

Эта функция отличается от линейной только наличием слагаемого ах̂ . 
Позднее будет показано, что для дифференцирования (вычисления про

изводной) квадратичной функции достаточно научиться дифференцировать 
функцию

/(х) = г*.
Найдем сначала производную этой функции. Так же, как и в случае ли

нейной функции, составим отношение

/(дг+Лх)-/М {х+^хУ-х^
^x ^x
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Сразу переходить к отношению пределов нельзя, так как предел Лх ра
вен 0. Поэтому раскроем скобки и упростим выражение так, чтобы Лх в зна
менателе сократилось:

Ах Дх
= 2х+Дх.

Это стандартный прием, который часто используется при вычислении 
производных функций. Теперь можно перейти к пределу:

f'(x\= lim (2х + Дх]= lim 2х+ lim Дх = 2х.' ' Лг-»П' f Лг-*П Аг-̂П

Здесь были использованы II и III свойства пределов, приведенные в па- 
рафафе 3.1.

На рис. 3.8, а W б приводятся соответственно фафики самой функ
ции /(х) = х̂  и ее производной/'(х) = 2х

В приложениях часто встречаются функции вида

/(х) = X",

где а — произвольное вещественное число, а х — независимая переменная.
Такая функция называется степенной. Для вычисления значений степен

ной функции можно использовать клавишу калькулятора для научных 
расчетов. Однако степенную функцию следует отличать от рассмотренной 
ранее показательной функции/(х) =



в показательной функции основание, которое возводится в степень, - 
это постоянное число (для данной функции). В случае степенной функции 
наоборот, постоянная величина (параметр) -  это сам показатель степени. 
Мы не будем подробно рассматривать свойства степенной функции при про
извольном значении параметра а, а офаничимся двумя частными случая
ми, когда а = -1; о = -2.

В первом случае мы имеем функциюДх) = = 1/х. График этой функ
ции приведен на рис. 3.9 и носит название гиперболы.

График функции f{x ) = = 1/л̂  изображен на рис. 3.10.

Рис. 3.9

В приложениях, представляющих для нас интерес, обе эти функции рас
сматриваются в той части области определения, которая соответствует по
ложительным значениям независимой переменной, те. х > 0.

Для вычисления производной степенной функции f{x ) = хГ существует 
простая формула, которую следует запомнить

Г (х ) ■■

У
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Рис. 3.10

Вывод этой формулы практически аналогичен тому, который использо
вался для функции f ix ) = х̂ .

Разберем несколько примеров использования формулы дифференциро
вания степенной функции.

Если

то
f { x ) = x \  а  =  2, 

f ( x )  =  2x ^ - '  =  2x .

т.е. то же самое выражение, которое уже было получено ранее. 
Если

/ ( х )  =  х ~ ' = - \  о = - 1, 
х

то

, -1-1 -2 1 
/ ( х )  =  - \ х  = - Х  = - ---

Если

/U)=X-' = -L ; fl = -2,
X

X
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f'{x) = = -2х ^

Прежде чем перейти к дифференцированию показательной функции, 
вспомним определение числа е, данное в парафафе 2.3. Там рассматрива
лось выражение

1 +  -  

п
и с помощью калькулятора было показано, что значения этого выражения 
при увеличении п приближаются к некоторому числу

е= 2,718281828...

На том же калькуляторе легко проверить, что этот же результат получа
ется, если в качестве п использовать не только натуральные, но и любые 
вещественные значения. Используя понятие предела, можно написать:

е= lim 1 + -̂

т.е. представить число е как предел функции. Сделаем замену переменной

z= —
X

и представим число е в виде предела:

е= lim(l + г)'^^ЛО'' '

Действительно, если переменная величина х становится сколь угодно 
большой.те. стремится к бесконечности, обратная величина г = 1/х стано
вится сколь угодно малой, т.е. стремится к нулю.

После этих предварительных замечаний перейдем к вычислению про
изводной показательной функции. Начнем с частного, но очень важного 
случая, -  экспоненциальной функции, те. показательной функции, в ос
новании которой лежит число е;

/(х) = е» = ехр(л).

X
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Последнее обозначение удобно в тех случаях, когда вместо переменной 
X  стоит сложное выражение. Кроме того, такое обозначение экспоненци
альной функции (или просто экспоненты) употребляется при вычислениях 
на компьютерах и калькуляторах. Для вычисления производной экспонен
циальной функции, как и раньше, составим отношение

/(^ + ̂ >r)-/(x)
Ах Ах Ах Ах

Здесьбыли использованы свойства показательной функции. Теперь, учи
тывая определение числа е, запишем приближенное равенство для е при 
малом Лх:

е * (1 + Д ()'/л«.

Это равенство носит приближенный характер, так как было использо
вано приближенное значение для числа е.

Подставляя это выражение в формулу для относительного приращения, 
получим

. Л - 1  ,е ------ = е + ^1+Лх-1• = е -------- =е .
Ах Ах Ах

При переходе к пределу равенство становится точным. Окончательно 
для производной экспоненциальной функции получим выражение

r lx ]^  lim ^\ • ЛГ-.П Дх
= е‘ .

Если вдуматься, это удивительный результат: производная функции сов
падает с самой функцией.

Если построить график функции

/ ( X )  = е-
и в произвольной точке провести касательную к графику, то угловой коэф
фициент этой касательной будет равен ординате точки касания. Это с оче
видностью следует из геометрической интерпретации производной функ
ции. Рисунок 3.11 иллюстрируетданное свойство экспоненциальной функ
ции.

Способ, который применялся выше для нахождения производных не
которых функций, может быть использован для вычисления производных 
любых функций. Однако каждый раз проделывать одни и те же действия
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утомительно. Кроме того, существуют правила дифференцирования, поз- 
1!0ляющие в значительной степени избежать этих однообразных процедур. 
Эти правила дают возможность вычислять производные суммы, разности, 
произведения и другие комбинации функций, производные которых уже 
известны.

У

Рис. 3.11

Правила дифференцирования функций и некоторые другие вопросы 
будут рассмотрены в следующем параграфе, а в заключение этого приведем 
таблицу функций, производные которых нам уже известны:

Дх) / 'W
ах+ Ь а

л" пх"~'
е'

В дальнейшем эта таблица будет существенно дополнена.

3.3. Правила дифференцирования

I. Если функция умножается на постоянное число, то производная функ
ции умножается на это же число. Другими словами, если

g(x) = cf{x).



то производная функции, умноженной на постоянное число,

g'(x) = cf'(x),
или совсем кратко

[cf{x)Y = с/'(х).
В качестве примера рассмотрим частный случай линейной функции

g(x) = сх
и представим ее как произведение постоянной с на функцию

Дх) = х.
Это частный случай степенной функции, когда п равно единице, поэта

му

Окончательно имеем

g'(,x) = cf'(x) = с-\ =с,
т.е. результат, который был получен для линейной функции другим спосо
бом.

Приведенное выше правило непосредственно следует из свойств преде
лов. Действительно,

■  ̂ Ajf-»0 Дх Ajr-»0 Дд:

/(х + Л)с)-/(дс) . ,
= С lim i---\J. = cf'ix\Лг-»0 Лу- V '

II. Производная суммы функций равна сумме производных этих функ
ций.

Для двух функций это можно записать: 
если

то
h(x) =f(x) + g(x),

h '{x )= f’{x)+ g'(x). 
Для примера возьмем квадратичную функцию

f(x) = w  ̂+ Ьх+ с.



Используя приведенное правило, дифференцируем почленно и получа
ем

f i x )  = 2ах^-' + Ьх'- '  =  2 а х + Ь .

Справедливость сформулированного правила, как и правила I, следует 
из свойств пределов, а именно

* .М .  ,|„  и „
'• ' Дл->П Дх ЛГ-.П Дг

■ limДх-»0
/(х + Дх)-/(х) ^(x + Ax)-g(x)

ДхДх

/ ( х  + Д х ) - / ( х )  ^ (х  + Д х )-г(д с )
= lim —=-----  —̂ + lim —i  —̂l- = f '{x ] + g'{x],

Дх-»0 Дх Лл-*0 Дх \ I \ I

что и требовалось доказать.
Из правила II непосредственно следует: 

если

то

h{x)=/{x)-g(x),

h '(x )= f(x )-g '(x ).
Для доказательства достаточно представить функцию h(,x) в виде

h(x) =f(x) -g(x) = h{x) + (-\)g(x)
и продифференцировать последнее равенство.

III.  Для производной произведения двух функций

h(x)=f{x)g{x)
справедлива формула:

И'{х) •f'(x )g {x ) +f{x)g'{x).
Доказать это правило можно тем же способом, который использовался 

при доказательстве правил I и II. Мы, однако, останавливаться на этом не 
будем, а приведем пример, поясняющий справедливость вышеприведенной 
формулы.

Рассмотрим три функции:

И{х) = х\ f(x)=x>- g(x)=x‘.
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Очевидно, справедливо тождество

h(x) = x' = x’ x‘ =/(x)g{x).
Для производных функций можно написать 

/'(х) = 3х̂ , g'(x) = 2x, 
и правило дифференцирования произведения двух функций дает 

Л '(х) = Г(х ) g (х) + /W  ̂  'W  = Здс̂  дс̂ + Jf* • 2jc = 5л̂ .
С другой стороны, функцию

//U)=x’
можно продифференцировать непосредственно, что дает

И'(х) = 5х'-' =

т.е. тот же самый результат.
IV. Для производной отношения двух функций

six )

имеет место формула

g (x )Y

Следует отметить, что формулу для дифференцирования отношения двух 
функций можно применять, лишь если

Это связано с тем, что делить на нуль нельзя.
Не будем доказывать эту формулу, а порекомендуем читателю просто за

помнить ее. На примере покажем, как пользоваться формулой, а заодно 
продемонстрируем ее правильность.

Возьмем функции

/(х) = х‘; g{x)=x^; h(x)=x\
Очевидно, справедлива равенство

/,(х) = х’ = £1 = М
X  ̂ g{x)



Правила дифференцирования в 1

Для производных функций/(л:), ^(х)

/'(х) = 5х'-' = 5л", 
g'(x) = 2x̂ -' = 2x.

Подставляя все это в формулу для производной отношения двух функ
ций, получим

,,, ч - 2хх  ̂ З.х’*’ -2х‘‘ , 2h\x) =----------- = --------- = Здг .
4 4

X  X

с  другой стороны, функцию

h(x) = л’
можно продифференцировать непосредственно

h '(X) =  Зх’-' =  Зx^

т.е. получился тот же самый результат.
Прежде чем сформулировать остальные правила дифференцирования 

функций, остановимся на понятиях сложной и офатяом функций, а также 
введем важное понятие дифференциала функции. Начнем с последнего. 

Дифференциалом функции >"=/(х) называется выражение [обозначается 
или df{x)]

d y-d f{x )= f’(x)Ax,

где Дх -  приращение независимой переменной.
Условимся, что дифференциал независимой переменной совпадает с ее 

приращением, т.е. dx = hx.
При этом соглашении можно написать

dy = Af(x)=f'{x)dx,
откуда

dx dx '

Это еще одно обозначение для производной функции, которым мы бу
дем пользоваться.

Смысл дифференциала функции лучше всего пояснить геометрической 
интерпретацией, представленной на рис. 3.12, где показана разница между 
приращением функции и дифференциалом dy.

Из рис. 3.12 ясно, что в произвольной точке Л/функция заменяется на 
линейную функцию, фафик которой -  касательная, проведенная к графи



ку/(х) через точку М. После этого берется приращение уже для линейной 
функции, которое называется дифференциалом функции/(х). Таким об
разом, имеем приближенное равенство

Ду = dy,
которое становится тем точнее, чем ближе Лх к 0.

У
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Рис. 3.12

Перейдем к определению сложной функции. На практике часто встре
чаются функции вида

или
у= F\x) = (2x+2,y 

y^F{x ) = ê \
Первая из этих функций "похожа” на степенную, но у нее необычное 

основание; вторая "похожа" на экспоненту, но с необычным показателем. 
Обе эти функции легко сделать "обычными". В первом случае достаточно 
обозначить

и = g(x) — 2x+ Ъ,
после чего можно написать

y= f(u ) = u\
Во втором случае достаточно обозначить



u = g{x) = 5x,
после чего имеем

y= f(u ) = e\
Такие функции называются сложными. В общем случае они имеют вид

>-= Ддr)=/(^?W)
или в развернутом виде

y= f{u ),n itu=  g(x).
Их можно представлять себе в виде схемы, изображенной на рис. 3.13.

83-

функция д д(х) функция f f(g(x))

Рис. 3.13

При дифференцировании сложной функции выполняется следующее 
правило.

V. Если задана сложная функция

y= F(x )= f(g (x ))
или в других обозначениях

y= f{u ),ra tu  = g(x), 
то производная сложной функции

F '(x )= f(u )g '{x )

или в других обозначениях

dy dy du 
dx Ju  dx

Последнее выражение особенно легко запомнить, если учесть, что фор
мально знаменатель первого сомножителя можно сократить с числителем 
второго.

Применим сформулированное правило для нахождения производной 
показательной функции

у= Я,х) = а'.
Постараемся свести ее к экспоненциальной функции, дифференциро

вать которую мы уже можем. Для этого представим



a -
что просто следует из определения натурального логарифма (см. пара
граф 2.3). Тогда

у= F(x) =
Представим теперь F{x) как сложную функцию

У =Ли) = е", где и = g (х) = х1па.
Учитывая, что In а -  постоянная величина, имеем

/'(и) = е“, g 'W  = lna.
Подставляя в формулу для дифференцирования сложной функции, на

ходим

F'(x) = е“ In а = е""" \п а = (е‘"''У In а = o' In а, 
поскольку по определению логарифма

е‘""=а.
Таким образом, получаем формулу для дифференцирования показатель

ной функции

f '(x ) = аЧп а.
В параграфе 2.3 уже упоминалось, что логарифмическая функция явля

ется обратной по отношению к показательной функции. Сейчас дадим об
щее определение обратной функции.

Пусть задана функция у =/(х) с областью определения X и множеством 
значений У. Обратной функцией

х=/-'(у)
называется функция с областью определения Ки законом соответствия: каж
дому значению е вставится в соответствие хе А", при котором =/(х). 

Не всякая функция имеет обратную, однако, если функция

у = т
является возрастающей или убывающей, то для нее всегда существует обрат
ная функция

х= Г '(у ).
Следует отметить, что функция

у = т
в свою очередь является обратной по отношению к функции



x=f-'(y),
T.e. можно говорить о взаимно обратных функ^ях.

Для производной обратной функции существует простая формула (при
мем ее без доказательства)

1

Г [х )

Разумеется, необходимо, чтобы/ '  W  0.
Если воспользоваться выражениями производных через дифференциа

лы

./■(,). „  i f . I f - ' ) ' {у)
ах ay

и для производной обратной функции имеем

dx _ I
dy dy

Их
T.e. почти "очевидный" вид, если с дифференциалами оперировать как с 
обычными дробями.

Воспользуемся полученным результатом для вычисления производной 
логарифмической функции. Для простоты ограничимся натуральным ло
гарифмом, те.

у=/(х) = 1пх
Обратной функцией для нее является экспонента

х=/-‘(у) = еГ
Производная последней равна (независимая переменная здесь обозна

чается через >>, а зависимая через х)

dy ■
Подставляя в формулу для производной обратной функции, получим

dy _ 1 _ 1
dx ^  gy' 

dy
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но

поэтому окончательно получаем
е> = X,

/ W  = --JC
Полезно сравнить полученный результат с "прямым" вычислением про

изводной функции f (x ) = In X.
Для этого составим отношение и воспользуемся свойствами логариф

мов

f{x+ \x )- f{x ) 1п( х+Ах)-1п(л) I
Дл: Лл:

' in х+Ах = 1п Дх' I/4I
1 +

Лх , X , X ,

Последнее выражение умножим и разделим нал:, что, конечно, не изме
нит его

х/Ддг1 . 1/Л1 1 f,— х1п 1 + = — In 1 +
X X X , X ,

Если теперь перейти к пределу, устремляя Ах к нулю, то под знаком на
турального логарифма окажется число е. Учитывая, что

In е= I,
для производной логарифмической функции получим

X
т.е. тот же самый, но полученный другим способом результат.

Рассмотрим, наконец, логарифмическую функцию с основанием а

y= f(x ) = \oĝ x, а>0, а * \ .
Для вычисления ее производной проще всего взять обратную функцию, 

производная которой уже известна

■^ = 1Г‘ ) {y) = aUna, 
dy

и воспользоваться формулой дифференцирования обратной функции

П А -
^  а>'\па 
dy



Учитывая, что

окончательно получаем
а> = JC,

Г{х) = А'In а

На этом мы закончим вычисление производных элементарных^ywvAxm 
(все функции, рассмотренные до сих пор, принято относить к элементар
ным). Большинство функций, представляемых формулами, является ком
бинациями элементарных функций (сумма, разность, произведение и т.д.). 
Пользуясь правилами дифференцирования и таблицей производных функ
ций (ее полезно запомнить, как запоминают таблицу умножения), легко 
вычислить производную любой функции. Таблица производных функций 
приводится ниже.

т f '{x ) f ix ) f i x )
а х +  Ь а е' е

1
хГ пхГ-' log/ х\па

cf оЧп а In л:
1
X

В заключение перечислим символы, которые используются для обозна
чения производной функции.

Если задана дифференцируемая функция

у=Дх),
то производную этой функции можно обозначить

г т ;  р .  у.; 4 - / Ы ,dx dx'

с  последним обозначением мы еще не встречались, однако оно будет 
употребляться в дальнейшем.

3.4. Производные высших порядков

Как уже отмечалось в парафафе 3.2, производная функции у =/(х) сама 
является функцией от дг, и это отражено в обозначении/'(-«). Поэтому есте
ственно задаться вопросом: а нельзя ли вычислить производную этой но-



пой функции или производную от производной. Очень часто это действи
тельно возможно.

Производная функции/'(^с) называется второй производной, или производ
ной второго порядка, данной функции Дх) и обозначается символом/ ” (х). 

Таким образом, по определению:
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r w = [ / 'w  =4-/ ' ( д
dx

Аналогично, если функция f " (x )  имеет производную (дифференцируе
ма), то производная функции / "  (л:) называется третьей производной, или 
производной третьего порядка, данной функции f{x ) и обозначается симво
лом Г "(х ), т.е. по определению

/ ' " U ) = r W  = А [/ " (х )
dx

Аналогично определяется четвертая производнаяданной функции и т.д. 
Производные функции второго, третьего и более высоких порядков назы
ваются производными высших порядков.

Для примера возьмем кг»адратичную функцию

fix ) = ах̂  + Ьх+ с,
тогда первая производная

f'(x)^2ax+b,
вторая производная

/"(х ) = 2а,
и третья производная

/ ' " W  = 0.
Очевидно, что все производные более высокого порядка чем 3 также 

равны нулю.
В качестве второго примера рассмотрим экспоненциальную функцию

т  = е'.
Для первой производной имеем

/ 'W  = e>.
Легко сообразить, что в этом случае все производные более высокого 

порядка имеют такой же вид, те.

= /W  = / 'W  =/"(х) = / '"W  =....
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Как и для производной функции, для производных высших порядков 
используют различные обозначения. Приведем их для общего случая про
изводной п-го порядка

/ ■ > ы , £ l , ^ / ы ,
dx" dx"

Отметим, что обозначение п, заключенное в круглые скобки, употреб
ляется только при п, большем трех; при п, меньшем или равном трем, ис
пользуется "штриховое" обозначение, т.е.

/<̂ »(х), ЛЧх),
но

/ " ( X ) ,  / '" (X ) .

в этой книге не часто будут встречаться производные выше второго по
рядка, поэтому мы не будем разбирать правила, относящиеся к вычисле
нию производных высших порядков. Проще каждый раз последовательно 
вычислить производную нужного порядка, используя уже сформулирован
ные правила (производная суммы, разности, сложной функции и т.д.).

3.5. Максимум и минимум

Начнем с необходимых понятий и определений, а также уточним те, ко
торые уже встречались.

В качестве синонимов терминов "наибольшее значение" и "наименьшее 
значение" употребляются термины "максимум" и "минимум", а именно: 

число М  называется максимумом, или наибольшим значением, функ
ции f(x ) на множестве Л', если

f(x )4  М для любого хе Х\
число т  называется минимумом, или наименьшим значением, функции 

/(х) на множестве X, если

/ (х) > т  для любого хе X.
Значения независимой переменной х, при которых

/(х) = М или /(х) = т,
называются соответственно точками максимума или минимума. Понятия 
минимума и максимума объединяются общим термином "экстремум".

В определении, данном выше, функция рассматривалась на множестве 
X, которое может совпадать с областью определения функции, но может
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быть только частью области определения. Последнее, например, имеет ме
сто, когда линейная и квадратичная функции рассматриваются примени
тельно к экономическим задачам: обе эти функции определены на всей чис
ловой оси, однако экономический смысл иногда могут иметь только поло
жительные значения независимой переменной или функции.

Функция/(х) называется возрастающей на множестве X, если большим 
значениям независимой переменной соответствуют большие значения 
функции, т.е.

/Ц )>/(Х|), если
Функция/(х) называется убывающей на множестве X, если большим зна

чениям независимой переменной соответствуют меньшие значения функ
ции, т.е.

если
Графики функций

/(х)=х^+1, g{x) = -x^-\, 
изображенные на рис. 3.14, иллюстрируют приведенные определения.

У

Рис. 3.14
Из рис. 3.14 ясно, что одна и та же функция может быть убывающей в 

одной части своей области определения и возрастающей в другой. Точка, 
отделяющая область убывания функции от области возрастания (или на
оборот), является экстремумом.
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Для нахождения экстремумов, т.е. точек, в которых функция имеет мак
симум или минимум, а также областей, где функция убывает или возраста
ет, используется понятие производной.

В качестве примера снова возьмем функцию

Дх) = + 1
и найдем ее производную

/ 'W  = 2.v'' + 0 = 2л:.
Вычислим значения производной при х = —1,х = 0 их=2.  Последова

тельно находим

/'(-1 ) = 2-(-1) = -2,
/'(0 ) = 2-0 = 0,
/'(1 ) = 2-1=2.

Вспомним теперь, что производная функции, вычисленная в некоторой 
точке, численно равна угловому коэффициенту касательной, проведенной 
к фафикуфункции вэтойжеточке, иобратимся крис. 3.15.

Y

Рис. 3.15

На рис. 3.15 хорошо видно, что там, где функция у б ы в а е т ,  угловой 
коэффициент касательной к графику отрицателен, а там, где в о з р а с т а 
ет, -  положителен. В точке же э к с т р е м у м а  (в данном случае миниму
ма) угловой коэффициент касательной к графику равен нулю. Таким обра
зом, для того чтобы определить область возрастания и убывания функции



и найти точки экстремума, достаточно найти производную функцию и оп
ределить, где она положительна, отрицательна или равна нулю.

Точки, где производная функции обращается в нуль, называются стаци
онарными. Заметим, что в рассмотренном выше примере слева от стацио
нарной точки производная отрицательна, а справа положительна. Функ
ция в данной точке имеет минимум.

Рассмотрим еще один пример:

f(x) = -д:̂  - I .
Аналогично предыдущему примеру последовательно имеем

f ( x )  = -2x 
и для точек -1,0, 1 соответственно:

/Ч-1) = 2, / '(0 ) = 0, / '(1 ) = -2.
График функции изображен на рис. 3.16.

Рис. 3.16

Из рис. 3.16 непосредственно следует:
• стационарную точку мы имеем при х = О, и в данном случае это мак

симум;
• слева от стационарной точки производная функции положительна, 

а справа -  отрицательна.
Приведенные примеры очень просты, однако результаты, полученные 

при их рассмотрении, имеют общий характер и могут быть с(|юрмулирова- 
ны в виде правила.
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Правило. Для отыскания экстремумов функции/(х) следует найти стаци
онарные точки, т.е. решить уравнение

/ 'W  = 0.
Если смва от стационарной точки производная отрицательна, а 
справа - положительна, то имеет место минимум.
Если слева от стационарной точки производная положительна, а 
справа - отрицательна, то имеет место максимум.
В тех точках, в которых производная не меняет знака, нет ни ми
нимума, ни максимума.

Хорошей иллюстрацией к последнему пункту правила является функция

Дх)=х\
фафик которой приведен на рис. 3.17.

Действительно, вычисляя производную функции

/'(х ) = 3х>-' = 2х̂

и приравнивая ее к нулю
f { x )  = 3x̂  =0,

находим стационарную точку
л: = 0.
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Однако и слева, и справа от стационарной точки производная имеет один 
и тот же знак (положительна)

/ ' ( _ 1 )  = 3 (_1 )2 = 3 , /■(1) = 3(,)2 = 3

Поэтому в этой стационарной точке нет ни минимума, ни максимума, 
что и видно на рис. 3.17.

Строго говоря, сформулированное выше правило относится к поиску 
локальных максимумов и минимумов. Прояснить разницу между максиму
мом (минимумом) и локальным максимумом (минимумом) удобнее всего с 
помощью графика некоторой функции, изображенного на рис. 3.18.

Максимум f(b)

Локальный 
максимум f(a)

Граничная 
точка области 
определения

Окрестность Окрестность 
точки Ь

d
Г раничная 
точка области 
определения

Рис. 3.18

Из рис. 3.18 ясно\что термин "локальный", т.е. “местный", хорошо пере
дает суть дела. Лока^ьиыи максимум подразумевает наибольшее значение 
функции относительно прочих значений функции из некоторой окрестно
сти точки а, в которЛ и достигается локальный максимум. Если найдены 
все локальные максимумы, не представляет труда выбрать из них наиболь
ший, который и будет 
максимум).

максимумом функции (иногда говорят — глобальный
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Следует заметить, что локальный максимум может достигаться не толь
ко в тех точках, где производная обращается в нуль, но ив  г р а н и ч н ы х  
точках области определения (см. рис. 3.18). Поэтому при поисках глобаль
ного максимума следует также учитывать значения функции в фаничных 
точках области определения.

Все сказанное о локальных и глобальных максимумах в равной степени 
относится к локальным и глобальным минимумам.

В заключение приведем еще одно правило поиска локальных экстрему
мов функции, позволяющее избежать вычисления значений производной 
слева и справа от стационарной точки. Заметим, что при выборе точек сле
ва и справа от стационарной точки существует опасность попасть в окрест
ность другого локального экстремума и получить неверный результат Фор
мулируемое ниже правило лишено этого недостатка и, кроме того, сокра
щает вычисления.
Правило. Следует найти стационарные точки и вычислить в каждой из них 

значение второй производной. Максимум имеет место в точках, 
в которых вторая производная отрицательна, минимум — в точ
ках, в которых вторая производная положительна.

В качестве примера рассмотрим квадратичную функцию

f(x ) = ах̂  + Ьх+ с.
Для нахождения стационарных точек вычисляем первую производную 

и приравниваем ее к нулю:

f '{x ) = 2ax + h = Q.
Решая полученное уравнение, находим координаты стационарной точ

ки:

2а Аа

Далее вычисляем вторую производную:

f " (x ) = 2a.
Таким образом, если параметр а положителен (ветви параболы направ

лены вверх), имеет место минимум. Если же параметр а отрицателен, функ
ция имеет максимум, и ветви параболы направлены вниз. Поскольку ста
ционарная точка единственная, локальный экстремум одновременно явля
ется глобальным (на всей оси). Положив для определенности значения па
раметров

а>0, Ь<0, с>0, 
легко получить график функции, приведенный на рис. 3.19.

Ь г 
2а

i



г ФУНКЦИЙ и дифференциальное исчисление

f(x) =  ax^ +  bx +  c

Рис. 3.19

3.6. Предельный анализ в экономике

При изучении предыдущих параграфов у читателя мог возникнуть есте
ственный вопрос: какое все это имеет отношение к экономике и бизнесу? 
Мы постараемся показать, что имеет, и самое непосредственное.

Начиная с этого параграфа и до конца главы будут рассматриваться 
приложения дифференциального исчисления к экономике и бизнесу 
Такое применение дифференциального исчисления называется предель
ным анализом.

В экономике широко используются с р е дн ие  в е л и ч и н ы :  средняя 
стоимость продукции, средняя производительность труда и тд. В равной 
степени средние величины важны и при коммерческой деятельности: сред
ний доход, средний объем продаж и тд. Но при планировании развития 
производства, да и любой предпринимательской деятельности, возникает, 
например, такая задача: требуется узнать, на какую величину вырастет ре
зультат, если будут увеличены затраты, и, наоборот, насколько уменьшится 
результат, если затраты сократятся. Оперируя средними величинами, не по
лучишь ответа на такой вопрос. Здесь речь идет о п р и р о с т а х  перемен
ных величин. В подобных задачах нужно найти предел отношения прира- 
шений рассматриваемых величин или, как говорят, предельный эффект. Сле
довательно, здесь применимо понятие дифференциального исчисления — 
производной функции.

Начнем с понятия предельного дохода. Как уже отмечалось в парагра
фе 2.2, общий или суммарный доход Л естественно определить как произ
ведение цены единицы товара Рна количество товара Q:

Y



Л= PQ.
С другой стороны, количество товара (реализованного) зависит от его 

цены. Эта связь дается кривой спроса, которую, как и ранее, будем считать 
линейной функцией

P~aQ+ b,
где угловой коэффициент а отрицателен, а параметр Ь положителен, поэто
му функция /'убывающая. Строго говоря, такая зависимость Рот 0 харак
терна для монополии, т.е. такой ситуации на рынке, когда одна или несколь
ко фирм полностью контролируют предложение определенного товара или 
услуги и, соответственно, цены на них. Если фирма-монополист увеличи
вает цену, спрос падает. Подставляя выражение для цены Р  в формулу для 
суммарного дохода, получим

Л= PQ=(aQ+b)Q=aQ‘ + bQ, 
т.е. квадратичную функцию, график которой представлен на рис. 3.20.

R

Рис. 3.20

Предельный доход определяется как производная от суммарного дохода 
R по количеству товара Q (единственная переменная, от которой в нашей 
простой модели зависит R). В качестве обозначения для предельного дохо
да удобно воспользоваться соответствующим обозначением производной. 
Таким образом, по определению предельный доход

R ' = ^ ^  = jL {aQ ^ + b Q ] = 2aQ+b. 
dQ dQ^ ’

Экономический смысл предельного дохода очень прост: он п р и б л и 
ж е н н о  равен изменению суммарного дохода при изменении количества 
реализованного товара на единицу. Приблизительность вызвана тем, что при 
таком определении касательная к графику заменяется хордой. Рисунок 3.21 
иллюстрируетсказанное. Еще раз подчеркнем, что прилагательное "предель



ный" в экономике характеризует не сами величины, а эффект их и з м е 
нения .

Кроме понятия предельного дохода используется также понятие средне
го дохода, который определяется как доход на единицу продукции:

о _ Л  ̂ /’О _ о
" • ' ■ в  T "

Это общее выражение показывает, что средний доход совпадает с ценой. 
Конкретное выражение для среднего дохода можно получить, подставляя 
вместо Р  кривую спроса. В случае "монопольной" модели имеем

R =P=aQ+b.ср «
Графики зависимости среднего и предельного доходов приведены на 

рис. 3.22.

98 ’ i/3[пт^ЫФУНКЦ4ЙИЩ

Рис. 3.21 Рис. 3.22

В противоположность монополии рассмотрим другой крайний слу
чай — совершенного, конкурентного рынка. Эта модель предполагает, что име
ется огромное число независимых фирм, продающих о д н о р о д н у ю  
продукцию, и нет никаких препятствий для "вхождения в рынок". Кроме 
того, каждая фирма производит (продает) лишь небольшую долю от обще
го объема продукции и не способна контролировать цены (сговор исклю
чается). При этих условиях возможна устойчивая продажа только по преоб
ладающей рыночной цене. Если обозначить эту постоянную цену, те. не 
зависящую от действий отдельной фирмы, через Ь, кривая спроса будет иметь 
вид

Р=Ь.
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Соответственно, суммарный доход

R=PQ=bQ,
предельный доход

dR dR  ̂=
dQ dQ

[bQ) = b,

средний доход

R = P=h.tp
Отсюда следует, что в модели чистого рынка предельный и средний до

ходы совпадают, как показано на рис. 3.23.

R
R  (средний доход)

R ' q  (предельный доход)

Рис. 3.23

До сих пор рассматривался доход и соответствующий ему предельный 
доход, однако такой же подход может быть применен и к другим экономи
ческим понятиям. Например, если известна функциональная зависимость 
издержек (затрат) Сот объема продукции Q

C=f(Q),
можно определить предельные издержки как

Экономический смысл этой формулы таков: предельные издержки 
п р и б л и ж е н н о  равны изменению полных издержек при изменении 
выпуска на единицу. Объяснение такой приблизительности, данное на 
рис. 3.21, остается в силе.

Рассмотрим теперь производственную функцию, т.е. экономико-матема
тическое уравнение, связывающее переменные величины затрат (ресурсов) 
с величинами продукции (выпуска). В общем случае производство продук-
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ции (продукция понимается широко и включает, например, коммерческую 
и финансовую деятельность) зависит от многих факторов. Такая зависимость 
одной величины от ряда других является функцией нескольких перемен
ных и будет рассматриваться в следующей главе. Сейчас же офаничимся 
случаем, когда количество продукции Q зависит только от приложенного 
труда L (для фирмы это просто численность персонала). В краткосрочном 
плане такое допущение приемлемо, и производственная функция может 
быть записана как

Q - JU ) .
Для оценки эффективности производства часто используется (средняя) 

производительность труда которую естественно определить в виде от
ношения

Руководителей фирмы часто, однако, интересует вопрос, как изменится 
объем продукции Q при увеличении (уменьшении) численности персонала 
L. Ответ можно получить, введя понятие предельной производительности тру
да как производную от продукции Q по величине приложенного труда L

Экономический смысл этого понятия очевиден: предельная произ
водительность труда п р и б л и ж е н н о  равна изменению объема вы
пускаемой продукции при изменении численности персонала на еди
ницу.

Рассмотрим пример, когда производственная функция может быть за
дана в виде

Q = 2 т { Т  - 4Z, = 300Z, - м .

(Можно считать, что это эмпирическая формула.) Вычисляя производную, 
находим предельную производительность труда

4 '50 и

Подставляя в полученную формулу значения L, легко находим соответ
ствующие величины предельной производительности труда. Для примера 
возьмем:

L=\; L = 9\ А =100; L = 250Q\ L = 22 500.
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Результаты вычислений представлены в таблице.

Ql 146 46
100
И

2500
-1

22 500
-3

Из таблицы видно, что предельная производительность труда уменьша
ется с ростом численности персонала и, начиная с некоторой численности, 
становится отрицательной. Эго означает, что при дальнейшем увеличении 
персонала производство продукции будет падать(!). Неожиданный резуль
тат! Тем не менее на практике такое часто наблюдается. Если для какого-то 
дела привлекается слишком много исполнителей, они начинают мешать друг 
другу.

Рассмотрим еще один пример предельного анализа. В параграфе 1.6 рас
сматривалась простая двухсекторная макроэкономическая модель, в рам
ках которой национальный доход ^представляет собой сумму потребления 
С и сбережений ^(сбережения обычно воплощаются в капиталовложениях 
или инвестициях);

Г= C+S.
В свою очередь потребление и сбережения являются функциями нацио

нального дохода, т.е.
C=C(Y) ,  S=S{Y) .

(В  экономических задачах функция часто обозначается той же буквой, что 
и зависимая переменная.) Особый интерес представляет вопрос, как будут 
изменяться потребление и сбережения при увеличении (уменьшении) на
ционального дохода. Для анализа таких проблем вводятся понятия предель
ной склонности к потреблению и предельной склонности к сбережению, кото
рые определяются как

C'= i^£ = A c ( к ) ,  S ' y ^ ^  = - ^ S (Y lг \  ̂ dY dY \ IdY cJY

те. как производные по национальному доходу Кот потребления Си сбере
жений ■Усоответственно. Это определение согласуется с тем, которое было 
дано в параграфе 1.6. Там рассматривался частный случай, когда кривая по
требления представлялась линейной функцией. Очевидно, что в этом слу
чае производная равна угловому коэффициенту прямой.

Следует отметить, что в случае простой двухсекторной модели меж
ду предельной склонностью к потреблению и предельной склонностью 
к сбережению существует связь. Действительно, дифференцируя равен
ство

У= С+ S,
получим
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clY (1Y (1Y
учитывая, что

dY = I, 
dY

окончательно имеем

Су + S'y = 1.

Эта формула позволяет легко вычислять предельнуюсклонность к потреб
лению, если известна предельная склонность к сбережению, и наоборот.

Предположим, например, что потребление следующим образом зави
сит от национального дохода

С= 0,01X2 + 0,2)"+50.
Требуется найти предельные склонности к потреблению и сбережению, 

когда национальный доход составляет 30 единиц, т.е. при

Y= 30.
Находим предельную склонность к потреблению, поскольку задана 

именно функция потребления, дифференцируя по Y:

с с=  — = 0,02К + 0,2.
" " d Y

Подставляем значение национального дохода, равное 30 единицам;

Q  =0,02 30 + 0,2 = 0,8.

Теперь легко находим предельную склонность к сбережению, пользуясь 
равенством

5;.=1-(7у=1-0,8 = 0,2.

Отсюда можно сделать вывод: при данном уровне национального дохо
да общество больше склонно проедать его. Действительно, если националь
ный доход увеличивается на 1 единицу от уровня 30, потребление вырастет 
на 0,8 и только 0,2 единицы пойдут на инвестиции.

3.7. Эластичность экономических функций

Одна из важнейших задач любого бизнеса -  установление связи мех̂ ду 
изменением цены на реализуемую продукцию и доходом. Наивная уверенность,
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что доход тем больше, чем выше цена, при рыночной экономике рано или 
поздно приводит к банкротству. Действительно, суммарный доход выража
ется формулой

Л=Я- Q,
где Р -  цена единицы продукции, а Q -  ее количество. Если фирма повы
шает цену на единицу продукции, это уменьшает объем продаж (вспомним, 
что кривая спроса -  убываюшая функция). Интуитивно ясно, что здесь 
важны не абсолютные изменения цены и количества продукции, а отно
сительные или, как говорят, процентные. Дадим теперь необходимые оп
ределения.

Эластичность спроса от цены определяется как отношение 

Процентное изменение спроса
Процентное изменение цены

Это определение требует некоторых разъяснений. Если какая-то пере
менная величина л: изменяется от значения х, дол:̂ , то

Лх = Xj - Х|
иногда называется абсолютным изменением, а отношение

Дл:

называется относительным изменением величины х. 
Процентное изменение величины х -  это

^1 00 ,

т.е. относительное изменение просто умножается на 100. Взяв процентное 
изменение спроса Q, цены Рн  подставляя их в уравнение эластичности спро
са от цены, получим

Е о  =  - /
Q р

Сокращая общий множитель 100, окончательно имеем

°  Q h P '

Для того чтобы пользоваться этой формулой, необходимо иметь кри
вую спроса, которая и связывает функциональной зависимостью величи



ны PwQ.  Типичный фафик кривой спроса приведен на рис. 3.24, где цена 
уменьшается от значения Р, до что приводит к соответствующему уве
личению спроса от значения Q, до Q̂ .

Рис. 3.24

Из этого же рисунка ясен смысл знака "минус" при определении элас
тичности Е̂ . при таком определении она положительна. Действительно, из
менение цены Р

A/>=
отрицательно, так как кривая спроса -  убывающая функция.

При использовании формулы для эластичности спроса от цены не пред
ставляет труда вычисление

Л Р = Д О = 0 , - О , .
Что касается самих величин Pw Q, то для них можно взять значения А*, и 

Q, или Р̂  и Qj. Разумным компромиссом является использование средних 
знамений, т.е.

= 0,5 (/>,+ /’,), 0,̂  = 0,5(0, + О,).
Вычисленную таким образом эластичность называют дуговой эластич

ностью, т.е. средней на каком-то отрезке кривой спроса (см. рис. 3.24).
Для примера найдем дуговую эластичность спроса от цены, когда цена Р  

изменяется от значения 136 до значения 119, а кривая спроса имеет вид

P = 2 W - Q \



в обозначениях рис. 3.24 имеем

/>,= 136, />2=119.

Подставляя значение /*, в кривую спроса, последовательно получаем

136 = 2 0 0 - 0 ',  0^ = 64, 0  = ±8.

Отрицательное значение отбрасывается как не имеющее смысла, поэтому

е ,  =  8 .

Аналогичным образом подстановка /̂  ̂дает

119 = 200-

откуда
О, = 9.

Далее вычисляем средние значения для Pw Q.

= 0,5 [Р, + P j ] =  0,5(136 + 119)= 127,5;

Q,p = 0,5(<3,+(3j) = 0,5 (8+ 9) =8,5.

Подставляя полученные величины в формулу для вычисления эластич
ности спроса от цены, окончательно имеем:

” Q „  4 Р  8.5 -17

Дуговая эластичность, определенная выше, имеет один существенный 
недостаток: ее значения зависят от выбора второй точки, т.е. от выбора Р̂ . 
В этом можно легко убедиться, если в предыдущем примере для Р̂  взять 
значение, отличное от 119. Эту неоднозначность можно устранить, если 
брать значение 0̂  сколь угодно близко к 0,, т.е. считать, что

^P=P^-P^, ^Q=Q,-Q,
становятся сколь угодно малыми величинами. Это в свою очередь означает, 
что мы переходим к пределу и по определению производной

lim =
д/’-.о Д/> dP

В общем случае, однако, кривая спроса — это функция

P=f(Q)-
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Поэтому следует воспользоваться формулой для производной обратной 
функции

dQ 1
dP dP /'(Q)

dQ

Заменяя теперь в формуле для дуговой эластичности отношение

АО dQ
АР dP ’

приходим к формуле для точечной эластичности спроса от цены:

F  - . f ’  d Q

"  Q dP

Вернемся к предыдущему примеру и вычислим точечную эластичность, 
используя приведенные там данные. Имеем кривую спроса

Р= f(Q ) = 200-Q \
Далее последовательно находим

‘̂ ^=/'(0 ) = -2Q.
dQ 

dQ .
dP / '(0 ) 2(3

Подставляя производную в формулу для точечной эластичности, окон
чательно получаем:

Г
С

1

20 2(3'
Полагая

/>=/>, = 136, (3=0, = 8, 
находим численное значение точечной эластичности

136 136 ,Е  п =----- =---- = 1,0625,
2 8̂  128

как и следовало ожидать, отличное от значения дуговой эластичности.
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В зависимости от численных значений эластичности спроса от цены раз
личают:

• товары эластичного спроса. В этом случае повышению цены на 1% 
соответствует понижение спроса бо л ее  чем на 1%, и наоборот, 
понижение цены на 1% приводит к росту покупок более чем на 1% 
(эластичность больше единицы).

• товары неэластичного спроса. В этом случае повышение цены на 1% 
влечет за собой понижение спроса менее  чем на 1 %, и наоборот, 
уменьшение цены на 1% приводит к росту покупок менее чем на 1% 
(эластичность меньше единицы).

Аналогично эластичности спроса от цены вводится понятие эластично
сти предложения:

Процентное изменение предложения
Процентное изменение цены 

Символически это можно записать

Q АР
В данном случае знак "минус" не нужен, так как кривая предложения -  

это возрастающая функция и эластичность предложения от цены всегда по
ложительна.

Если обозначить через

(0 „Л ) .  (Q v P )
две произвольные точки на кривой предложения, как показано на рис. 3.25, 

Р



и положить далее

АР=Р^-Р^, А0= О ,-0 , ,

/>=0,5(Р,+/>,), 0=О,5(о ,+О2),

то, подставляя их в выражение для Е^, получим дуговую эластичность пред
ложения от цены.

Соответствующее выражение для точечной эластичности предложения 
от цены имеет вид:

e , = L ^ .
Q (IP

Установим теперь важное соотношение между предельным доходом и 
эластичностью спроса от цены, о чем говорилось в начале параграфа. В пре
дыдущем параграфе, когда определялся предельный доход, предполагалось, 
что кривая спроса -  это линейная функция. Теперь же мы будем считать 
кривую спроса произвольной функцией:

Р=ПО).
Тогда суммарный доход будет:

R= Q -P= Q f{Q ).
Предельный доход (см. параграф 3.6) -  это производная от суммарного 

дохода по количеству товара 0, те.

^ - т п - т п ( ^ тdQ dQ

Применяядалее правило дифференцирования произведения двух функ
ций, получаем

Учитывая, что

P=/(Qh
dQ

перепишем предыдущее равенство в виде

Ri = P + Q— =P 
^ dQ Р dQj
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Вспоминая определение точечной эластичности спроса от цены

получим,что

Е
°  Q d P '

\ _ Q  1 _ Q  dP

и, следовательно,

Р dQ Р dQ 
dP

I--

Полученная формула связывает предельный доход с эластичностью и 
справедлива (еще раз подчеркнем это) при произвольной кривой спроса. Ка
кие выводы можно сделать из полученной формулы?

Если спрос неэластичен, т  е.

то очевидно, что

> 1 .

те. предельный доход о т р и ц а т е л е н  при любой цене (непосредственно 
следует из формулы). Это в свою очередь означает, что суммарный доход - 
это убывающая функция в той области, где спрос неэластичен.

Аналогично, если спрос эластичен, те.

^«>1.
то

< I.

и из формулы непосредственно видно, что предельный доход п о л о ж и т е 
лен независимо от цены. Отсюда можно сделать вывод, что для товаров 
эластичного спроса суммарный доход -  это возрастающая функция.

Некоторые другие применения понятия эластичности будут рассмотре
ны в следующих главах.
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3.8. Оптимизация

Термин "оптимизация" имеет очень широкое употребление, а потому 
может зависеть от контекста. В этом параграфе оптимизация будет пони
маться как процесс нахождения экстремума (максимума или минимума) эко
номических функций, те. выбор наилучшего варианта из множества воз
можных. Поскольку оптимизация в значительной степени сводится к оты
сканию максимумов и минимумов функций, рекомендуем еще раз просмо
треть параграф 3.5.

Начнем с двух достаточно простых, но характерных примеров, где для 
большей наглядности параметрам приданы конкретные числовые значения.

Предположим, что в краткосрочном плане производственная функция 
зависит только от численности персонала фирмы и имеет вид

e “ / (L ) = 6L '-0 ,2L’,
где Q -  выпуск продукции, а L — число работающих. Требуется определить 
численность персонала, при которой выпуск Q достигает максимального 
значения.

Прежде всего находим стационарные точки, для чего вычисляем произ
водную и приравниваем ее к нулю;

/'(Z,) = i ^  = 12L-0,6L^=0.
 ̂  ̂ d L

Решая квадратное уравнение, легко находим

/, = 0, L = 20.
Вычисляем вторую производную:

/ " (L ) = i ^  = 12-1,21.

При L - Q  имеем
dL^

/ " ( 0)=  12 > 0.

Отсюда можно заключить, что в этой точке имеется минимум. Это есте
ственно: трудно ожидать выпуска какой-то продукции, если нет ни одного 
работающего.

Для второй точки

/"(20)= 12 - 1,2-20 =-12 <0.
Поэтому в этой точке максимум. Соответствующий выпуск продукции 

<? =/(20) = 6■ (20)̂  - 0,2• (20)’ = 800.
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Часть фафика, соответствующая положительным значениям Qn L (от
рицательные величины лишены смысла), приведена на рис. 3.26.

Рис. 3.26

Далеко не всегда бывает з ад ана  функция, нахождение экстремума 
которой решает задачу оптимизации. В большинстве случаев п о с т р о е 
ние такой функции является частью задачи. Следующий пример поясняет 
сказанное.

Предположим, что для некоторого товара кривые спроса и предложе
ния имеют соответственно вид

P=-3Q„ + 80, P= Q ,+  8,
где Од -  количество товара, относящегося к спросу, а Q .̂- к предложению. 
Каждая единица товара облагается налогом t. Спрашивается, какую вели
чину налога следует установить, чтобы поступления в казну были макси
мальны. Интуитивно ясно: слишком большой налог может "задавить" лю
бую экономическую деятельность. Недостатки слишком маленького нало
га очевидны.

Для того чтобы учесть налоги, достаточно в уравнении, определяющем 
предложение, заменить цену Р ш  Р -  t, так как именно эту сумму реально 
получает производитель. Следовательно, можно переписать уравнение в 
виде

P - t= Q ,+  8 или /’ -G^+8 + л
Учитывая, что в точке равновесия

C?v= Qn= G.
т.е. спрос равен предложению, получаем систему уравнений



I P= Q + S + f,
I />=-30+80.

Поскольку левые части уравнений одинаковы, можно приравнять пра
вые части

е + 8  + /= -ЗО + 80 ,
что после упрощений дает

Q =  18-0,25/.

Вспоминая, что t -  это налог на единицу товара, для суммарного по
ступления налога Гот продажи количества товара Q имеем

Г - /0= /(18-0,25/)=  18/-0,25/^

Это и есть та функция, точки максимума которой дают решение постав
ленной задачи.

Находим стационарные точки

i l  = ^ ( l8 / -  0,25/^)= 18-0,5/= О, 
d f d /

что дает
/=36.

В данном случае стационарная точка только одна. Проверяем знак вто
рой производной в этой точке

i ( l l  = ^ (1 8 - 0 ,5 / )= - 0 ,5  <0.

Как и следовало ожидать, имеет место максимум. Таким образом, опти
мальная (с точки зрения правительства) величина налога составляет 36 на 
единицу товара.

Вернемся теперь к задаче получения максимальной прибыли (см. пара- 
фаф 2.2). Сейчас результат будет получен в общем виде.

Напишем еще раз выражение для прибыли, представленной как разни
ца между доходом и издержками (затратами):

71 = Л - С,
где R = R{Q), С= C(Q) — суммарный доход и затраты соответственно.

Находим стационарные точки, так как максимум может достигаться толь
ко там

rfJt dR dC _ Q
dQ dQ dQ
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Вспоминая теперь определения предельного дохода и предельных из
держек (см. параграф 3.6):

окончательно имеем

«5-С"о-
Таким образом, стационарные точки функции прибыли могут быть най

дены как точки пересечения графика предельного дохода и предельных из
держек, что и показано на рис. 3.27.

Рис. 3.27

В стационарных точках, однако, может достигаться как максимум, так и 
минимум, поэтому необходимо проанализировать знак второй производ
ной. Для этого дифференцируем уже известное нам равенство

что дает

d d

Поскольку нас интересует максимум, то
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d \

dQ^
< о,

откуда следует условие достижения этого максимума

В геометрической интерпретации производная функции - это угловой ко
эффициент касательной к графику функции. Критерий достижения м а к 
с и м у м а  в стационарной точке может быть сформулирован так: угловой 
коэффициент касательной к графику предельного дохода должен быть меньше 
углового коэффициента касательной к графику предельных издержек. В эко
номической литературе это же правило принято формулировать в более 
наглядном виде: график предельных издержек в точке максимума пересекает 
график предельного дохода снизу вверх, если двигаться слева направо.

Посмотрев теперь на рис. 127, можно сразу сказать, что максимальная 
прибыль будет, когда количество товара равно Q̂ . Соответственно, мини
мальная прибыль имеет место в точке Q, (для предпринимателя представ
ляет академический интерес).

Применим полученные результаты к одной частной, но очень распрост
раненной задаче, когда фирма стремится осваивать несколько различных 
рынков. Например, один рынок внутренний, а другой связан с экспортны
ми поставками. Возьмем для определенности кривые спроса

/>, = 500-0,,

/>, = 360-
где нижние индексы относятся к первому и второму рынкам соответствен
но.

Суммарная функция издержек пусть имеет вид

С = 50 000 + 200.
Здесь, очевидно, первое слагаемое представляет постоянные затраты, 

второе - переменные, а

0=0,  + О,
Спрашивается, какую ценовую политику должна проводить фирма, что

бы прибыль была максимальна.
Для решения находим предельные издержки, одинаковые для обоих 

рынков:
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Суммарный доход для первого рынка вычисляем как 

Л, = />, О, =(500-(?,)(?, = 5000,-0,^
Из этого выражения легко находим предельный доход для первого рын

ка

_  dR, _«Ю - -т^ - 5ООО,+(3| )̂ = 5ОО-20,,
dQ, dQ,

Поскольку в стационарных точках

то, подставляя полученные выражения, находим

500- 20, = 20; О, = 240.
Подставляя последнее значение в кривую спроса первого рынка, нахо

дим

/>, =  500 -  О, =  500 -  240 =  260,

т.е. цену, по которой следует продавать товар на первом рынке для получе
ния максимальной прибыли.

Аналогичные вычисления для второго рынка дают суммарный доход:

Л, =  Р^О, -  (360 -  1,5О,)0, =  3600, -  1,50,^

Предельный доход;

dQ̂  dQj 36002 + 1,502 = 360 - 30:.

Приравнивая последнее выражение к предельным издержкам

360-302 = 20,
находим количество товара

340
Q2=-

3

продажа которого на втором рынке приносит максимальную прибыль. Со
ответствующая цена находится из кривой спроса второго рынка

/>j =360 -  l ,5 0 i  = 3 6 0 -  1,5
340 = 190.



Таким образом, найдены две цены, по которым следует продавать товар 
на двух различных рынках, чем и завершается решение задачи.

Перейдем теперь к установлению некоторых обших соотношений, свой
ственных производственной функции. В параграфе 3.6 отмечалось, что в 
простых случаях производственная функция связывает выпуск продукции 
Qc численностью персонала L.

Q=f(L).

Там же было введено понятие средней производительности труда

Р
L L

Представляет интерес выяснить, при каком значении Усредняя произ
водительность труда становится максимальной.

Для этого найдем стационарные точки, используя правило дифферен
цирования отношения двух функций

dP^ ^ n L ) L - f { L )  _ r { L ) - f { L ) / L  
dL 1̂2 ~ L

Вспоминая, что по определению предельная производительность труда 
равна

условие стационарности можно переписать в виде

L

Откуда окончательно имеем

PL = Pl >

те. в стационарных точках предельная производительностьтруда равна сред
ней производительности труда.

На рис. 3.28 показаны типичные графики предельной и средней произ
водительности труда, а также точка их пересечения -  Z,̂ .



Рис. 3.28

Для нахождения максимума необходимо дополнительно проанали
зировать знак второй производной, как это неоднократно делалось 
раньше.



4. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

4.1. Частные производные

В большинстве случаев соотношения, с которыми приходится сталки
ваться в экономике и бизнесе, связывают не две, как это предполагалось до 
сих пор, а сразу несколько величин. Другими словами, представляющая 
интерес величина может зависеть не от одной, а от нескольких перемен
ных. Например, ранее мы считали, что спрос на какой-либо товар опреде
ляется только одним фактором - ценой. В действительности это верно толь
ко частично. На спрос могут также влиять: доходы потребителя Y, цена взаи
мозаменяемых и взаимодополняющих /’̂ .товаров, расходы на рекламу А, 
вкусы потребителя Т.

Взаимозаменяемыми товарами и услугами называются те, которые слу
жат одним и тем же целям, когда покупателю безразлично, какие из това
ров и услуг выбрать. Примерами могут служить автобусы и троллейбусы, 
куры и индейки и т.д. Взаимозаменяемость почти никогда не бывает абсо
лютной. Здесь важна связь между ценой на один товар и спросом на другой, 
взаимозаменяемый: если снизится цена на один товар, спрос на другой 
уменьшится, и наоборот.

Взаимодополняющими товарами называются те, которые в совокупнос
ти удовлетворяют одну и ту же потребность. Например, видеомагнитофоны 
и кассеты, автомобили и покрышки и тд. Снижение цен на первые назван
ные в паре товары приводит к расширению их продажи, что повышает спрос 
на дополняющие их товары.

Зависимость спроса от всех перечисленных выше факторов можно изо
бразить фафически, как показано на рис. 4.1.

Рис. 4.1



Здесь использована уже знакомая нам модель "черного ящика" 
(см. рис. 1.2) стой только разницей, что имеется не один вход, а несколько. 
Это естественным образом подводит нас к понятию функции нескольких 
переменных.

Если каждой упорядоченной паре (х, у) чисел из некоторого множества 
М по определенному правилу ставится в соответствие единственное число 
I, принадлежащее множеству N, то говорят, что задана функция двух пере
менных

i= f{x ,y).
При этом множество М  называется областью определения, а N - множе

ством значений функции.
Возвращаясь снова к модели "черного ящика", функцию двух перемен

ных можно представить в виде схемы, как на рис. 4.2.

Рис. 4.2

Здесь "черный ящик"/представляет собой некоторую совокупность опе
раций (обычно арифметических), которые необходимо проделать над пе
ременными хиу, чтобы получить значения функции z- Например,

Z = f {x ,y )= x y + 2 x

-  это функция двух переменных. Вычисляя ее значение при

х-2, у-3 , (х,у) = (2,3),

получим

г=/(2, 3) = 2-3 + 2-2= 10.
Если же эту функцию вычислить при

х=3, у =2, (л:,у) = (3,2),

то
г=/(3, 2) = 3-2 + 2-3= 12.

Этот пример наглядно показывает важность слов " у п о р я д о ч е н н а я  
пара чисел (х, у)". Следует заметить, что для обозначения независимых пе
ременных и функций можно использовать самые разные символы. Рассмо



треннуЮ выше функцию, например, можно представить, изменив обозна
чения переменных, как

у=/(х^,х^) = х̂ х̂  + 2х,.
Последнее обозначение особенно удобно. Когда имеется функция я пе

ременных, она обычно обозначается

>>=/Ц,х,,
Отличие функции я переменных от функции двух переменных состоит в 

том, что вместо упорядоченной пары чисел берется упорядоченный набор 
(х,, X j , x j, которому по определенному правилу ставится в соответствие 
единственное число -  значение функции.

Как известно, функцию одной переменной можно наглядно изобразить 
в виде фафика. В общем случае фафик функции -  это некоторая линия на 
плоскости (рис. 4.3). Также существует способ наглядного геометрического 
представления функции двух переменных. Для этого достаточно две коор
динатные оси А'и К дополнить третьей осью Z, перпендикулярной первым 
двум (рис. 4.4). После этого независимые переменные можно изображать 
точками на плоскости XOYc координатами, равными значениям независи
мых переменных. Далее из этих точек проводится перпендикулярная к пло
скости XOYлмнш  и на ней откладывается расстояние, равное соответству
ющему значению функции, как показано на рис. 4.4. Совокупность таких 
точек, построенных для всевозможных значений независимых переменных, 
представляет собой фафик функции двух переменных. Обычно это неко
торая поверхность в пространстве (на рис. 4.4 не показано). К  сожалению, 
для функций более чем двух переменных фафик наглядно изобразить не
возможно.



Рис. 4.4

Для функции нескольких переменных вводится понятие частной произ
водной по соответствующей переменной. В случае функции двух перемен
ных

Z = f ( X , y )

понятие частной производной определяется следующим образом:

/ ; . / ; ( х , . ) 4 / ( х , , ) 4 =  и-' ' Эх ' ' дх Лх-̂ о Дх

Первая формула определяет частную производную по х, а вторая -  част
ную производную по у.

Вычисление производных от функций нескольких переменных выпол
няется по обычным правилам дифференцирования функций одной пере
менной, при этом значения всех переменных, кроме одной, по которой вычис
ляется производная, считаются постоянными.

Для примера вычислим частные производные функции

Z “ fix, у) - + ху.
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При вычислении частной производной пох следует переменную >> счи
тать постоянной, поэтому по обычным правилам дифференцирования име
ем:

/;(х,у) = 3х̂  + у.
Аналогично, вычисляя частную производную по у, считаем постоянной 

переменную л::
/;(х.у) = 2у + х.

Второй пример относится к функциям трех переменных. Пусть 

u=f(x,y,z) — ê  + \ny + î xy.
При вычисленииу^' считаем у »  z постоянными:

f ;  = ê  + ẑ y.
При вычислении^' считаем постоянными л: и z-

Наконец, считая постоянными л: и находим^ '̂:

f '̂ = 2zxy.
Оба примера наглядно показывают, что частные производные сами яв

ляются функциями тех же переменных, от которых эти производные вы
числялись. Естественно, как и в случае функции одной переменной, мож
но определить производные от производных, или производные высших по
рядков. Мы ограничимся частными производными второго порядка функ
ции двух переменных.

Если частную производную продифференцировать по х, а частную 
производную^' продифференцировать по>’, получим частные производ
ные второго порядка по х и

э^г a V  Э

/ "  = / " ( х  >-) =  — = . ^  =  А  f i x  и)

Выше приведены часто употребляющиеся обозначения этих функций. 
Если же частную производную/^' продифференцировать по>>, а частную 

производную/^' продифференцировать по х, получим еще одну пару част
ных производных второго порядка:
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Следует обратить внимание на порядок написания нижних индексов - 
он соответствует порядку вычисления производных по различным перемен
ным.

Вернемся к функции, первые частные производные которой были вы
числены выше:

Z = / (х ,  >>) = х’ + >̂  + ху.

Для частных производных второго порядка последовательно имеем

/ "  {х. у ) =— /; [х, у ] = ^ { у + у )= бдг,

Легко заметить, что выполняется равенство

/"у{х,у) = /п{х,у)=1-
Можно доказать, что равенство частных производных второго порядка, 

отличающихся порядком дифференцирования, выполняется для достаточ
но широкого класса функций. В частности, к ним относятся многие функ
ции, встречающиеся в экономике и бизнесе. Поэтому в общем случае:

/''у{х,у) = /"{х ,у).

Для функции двух переменных z - f(x , у), как и для функции одной пе
ременной, можно ввести понятие дифференциала функции, который опре
деляется выражением

dz~f'dx+f;dy,
где дифференциалы независимых переменных принимаются равными при
ращениям



dx = Ax \ dy — ^y.
Как и вслучае функции одной переменной, дифференциал функции двух 

переменных приближенно определяет величину изменения функции при 
малых изменениях независимых переменных:

^z^^sf(x.y)^f;dx+f;dy.
Эта формула тем точнее, чем меньше изменения независимых перемен- 

1!ых, т.е. dxwdy.
Используя дифференциал функции двух переменных, можно получить 

важный результат -  формулу для дифференцирования неявной функции. 
До сих пор предполагалось, что функциональное соотношение между дву
мя переменными всегда имеет вид у = f(x ). Однако между xw y  возможно, 
например, такое соотношение

у  ̂ +  2ху^ -  л: +  1 =  О,
или в общем виде

где/(х, у) -  функция двух переменных. В этом случае говорят, что задана 
неявная функция.

Для вычисления производной неявно заданной функции возьмем диф
ференциал этой функции и приравняем его к нулю:

df(x.y)=f^'dx+f/dy=0.
Действительно, если функция при всех значениях независимых пере

менных равна нулю, ее изменение, а значит, и дифференциал также равны 
нулю. Поэтому

f;dy=-f;dx,
или, разделив обе части на dx получаем формулу дифференциро
вания неявной функции:

dx /;

Пример. Найдем производную неявной функции 

f{x, у)=у^ + 2ху^-х + \= 0. 
Вычисляя частные производные

/ :^ 2 у ‘ -\ ,
//= Ъу̂  + Аху
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и подставляя в полученную формулу, находим

dy_ / ' 2у^~] _ 1-2/
Л  /у Зу̂  + Аху Зу̂  + 4ху

Следует заметить, что приведенная процедура дифференцирования не
явной функции применима в тех случаях, когда получить явную зависимость 

от X бывает затруднительно или вообще невозможно.
В заключение еще раз отметим, что техника вычисления частных произ

водных практически такая же, как и для обычных производных. Единствен
ное отличие для функций нескольких переменных состоит в том, что все пе
ременные, крометой, по которой проводится дифференцирование, мыслен
но считаются постоянными величинами. И в этом случае применимы все 
правиладифференцирования, относящиеся кфункциям одной переменной.

4.2. Применение частных производных в экономике

В начале предыдущего параграфа уже отмечалось, что в реальных случа
ях спрос на товар может зависеть от многих факторов, т.е. спрос -  это функ
ция нескольких переменных. Предположим для определенности, что спрос 
на некоторый товар Q зависит от цены Р, доходов потребителей У и цены 
альтернативного товара В общем случае спрос на отдельный товар при 
прочих равных условиях зависит от уровня цен всех товаров. Практически, 
однако, наибольший интерес представляет изучение влияния цены какого- 
то одного товара, который и называется альтернативным. Таким образом, 
спрос -  это функция трех переменных

0 - П Р ,Р ,,У ).
Спрашивается: как меняется спрос при изменении цен и доходов. Ко

личественно ответ дается с помощью понятия эластичности. Для случая 
функции одной переменной эластичность уже рассматривалась в парагра
фе 3.7. Сейчас будут сделаны необходимые обобщения.

Коэффициенты эластичности

Эластичность спроса от цены (собственной) определяется как

^ _  Процентное изменение спроса 
Процентное изменение цены

при неизменных значениях цены альтернативного товара и доходов Y.
Дословно повторяя рассуждения, приведенные в параграфе 3.7, прихо

дим к формуле для точечной эластичности спроса от цены.
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£ = - Z ^
'' Q дР

Единственное отличие этой формулы от приведенной в парафафе 3.7 - 
наличие ч а с т н о й  производной, что связано с существованием несколь
ких переменных, которые в данном случае считаются постоянными. На
помним, знак "минус" используется для того, чтобы эластичность Е̂ , была 
положительной.

Аналогично вводится перекрестный коэффициент эластичности, опреде
ляемый как

^ _ Процентное изменение спроса
Процентное изменение цены альтернативного товара

Здесь, однако, постоянными считаются собственная цена товара Р  и до
ход Y. При переходе к пределу, когда все изменения становятся сколь угодно 
малыми, получаем формулу для перекрестного коэффициента эластичности

о № .

Знак этого коэффициента может принимать как положительные, так и 
отрицательные значения, что зависит от характера альтернативного товара.

Если альтернативный товар относится к взаимозаменяемым, то рост 
цены приводит к увеличению спроса 0, так как потребители предпочи
тают (при прочих равных условиях) менее дорогой товар. Поэтому для в з а 
и м о з а м е н я е м ы х  товаров

>0,

£,>0.
откуда следует, что

Если же альтернативный товар относится к взаимодополняющим, рост 
приводит к уменьшению спроса Q, так как общие затраты на приобрете

ние двух видов товаров увеличиваются (см. также начало параграфа 4.1). 
Поэтому для в з а и м о д о п о л н я ю щ и х  товаров

^0 <0

и, соответственно.

£,<0.
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Наконец определим эластичность спроса от доходов как

Процентное изменение спросаЕ,-
Процентное изменение доходов

при постоянных ценах как самого товара, так и альтернативного товара. 
Переходя к пределу, когда изменения становятся сколь угодно малыми, по
лучаем формулу для эластичности спроса от доходов:

Q дУ

Коэффициенты эластичности спроса от доходов различны для разных 
товаров, они могут иметь и отрицательные значения. Интуитивно ясно, что 
с ростом доходов предпочтение начинает отдаваться более качественным 
(и дорогим) товарам. Поэтому для качественных товаров спрос увеличива
ется с ростом доходов, т.е.

£•,>0.
С другой стороны, потребление низкосортных товаров с ростом доходов 

не увеличивается, а уменьшается. Для таких товаров

Е,<0,
т.е. эластичность спроса от дохода отрицательна.

В качестве примера возьмем функцию спроса

0 = / (Л  У ) =  100-2Р+  P̂  + Q,\Y

и найдем определенные выше эластичности при значениях 

/>=10; /*^=12; К= 1000.
Начнем с вычисления величины спроса Q при указанных значениях: 

0=/(1О, 12, 1000)= 100- 2-10+ 12 + 0,1-1000= 192.
Вычисляем далее частную производную по Р \

^  = А (  100 - 2 Р + Р . + О,I к) =-2. 
йР дР  ̂ ’

Теперь легко находим эластичность спроса от цены

£ = (-2)=0,104.
Q дР 192

Аналогично, вычисляя
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J ^  = _ ? L (  т - 2 р + р .  + 0,\у]=\, 
дР, <?/>/ I

находим перекрестный коэффициент эластичности

1,0,062.
•“ о  ИР  ̂ 192

Он положителен, поэтому товары взаимозаменяемы. Наконец, вычис
ляя

дУ аК '

находим эластичность спроса от доходов:

E , .X £ ^ . i£ ^ ^ . .0 , I .O ,5 2 .
Q дУ 192

Знак эластичности показывает, что с ростом доходов спрос будет увели
чиваться.

Полезность

Когда говорят о цели производителей и предпринимателей, ясно, что 
это получение максимальной прибыли. Сложнее обстоит дело с мотиваци
ей поведения потребителей. Можно, конечно, предположить, что потреби
тели стремятся максимально увеличивать свои личные доходы. Однако если 
бы это было единственной целью, то все стремились бы работать семь дней 
в неделю по двадцать четыре часа в сутки. В действительности это не так, и 
люди находят разумный компромисс между работой, отдыхом и досугом. 
Аналогично потребители делают покупки, выбирая из ряда различных то
варов и руководствуясь ценой, качеством и другими факторами. Попробу
ем описать поведение потребителя. Потреблению благ ставится в соответ
ствие число и, называемое полезностью. Чем выше оценка, которую дает 
потребитель этим благам, тем больше число U. Предположим, например, 
что имеется два вида товаров С, и и потребитель приобретает первый то
вар в количестве л:,, а второй -  в количестве х̂ . Полезность тогда представ
ляет некоторую функцию от дс, и х̂ , которая может быть записана как

f/= t/Ц.дг,).
Если, положим,

t/(3, 7) = 20; (/(4, 5) = 25,



то это означает, что с точки зрения потребителя лучше приобрести четыре 
единицы товара (7, и пять товара (7,, чем три единицы С, и семь -  Ĝ .

Полезность представляет собой функцию двух переменных (их число 
может быть и больше), для которой могут быть вычислены частные произ
водные

ди д ч ди д ч

Эти частные производные получили название предельных полезностей. 
Если переменные л:, и х̂  меняются незначительно, то результирующее из
менение полезности можно приближенно получить по следующей форму
ле (см. парафаф4.1):

f)jc, (к  ̂ -

Пусть, например, полез 1̂ость U задана как

Требуется оценить (приближенно вычислить) изменение полезности, 
когда X, уменьшается от 100 до 99, а х, увеличивается от 200 до 201.

Для решения находим частные производные

ди _ 1 -.1/4 ̂ V4. ди _ 3 1/4 -1/4  —  Л| л -5 , ---- —  Л;
дх̂  4 ‘  ̂ olXj 4 ‘

Подставляя х, = 100 и х̂  = 200, находим численные значения

_ ^  = l l 0 0 ' ’/‘‘200̂ '"' = 0,42, 
otc, 4

= llQ0'/'*20Q-'/^ = 0,63.

V : , Применение частных произвотм В экономике 129 ̂ ,
_________• i. • •____________________________________

Приращения независимых переменных

Дх, = 9 9 - 100 = -1, Лх̂  = 201-  200= I.

Подставляя значения в формулу, приближенно находим изменение по
лезности

Д У » - ^ Л х , +-^AX j  = 0,42 (-0+ 0,63 1 = 0,21.
rfx, ' filfj
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Возьмем теперь производные от предельных полезностей или, другими 
словами, вторые производные от полезности U. Поскольку переменные х, и 

представляют собой количество приобретаемого товара, то они положи
тельны. Отсюда сразу следует, что производные от предельных полезностей 
отрицательны. Это, в свою очередь, означает, что сами предельные полез
ности являются убывающими функциями по соответствующим перемен
ным. Иначе говоря, по мере роста количества приобретаемого товара-каж
дая следующая единица товара приносит все меньще удовлетворения по
требителю. Этот результат, полученный на частном примере, известен как 
закон убывания предельной полезности. На бытовом уровне этот закон оче
виден: если приобретается пятый автомобиль, то это доставляет меньше удо
вольствия, чем покупка первой мащины.

В параграфе 3.6 уже рассматривалась производственная функция, те. 
уравнение, связывающее ресурсы (факторы производства) и выпуск про
дукции. В рыночной экономике к ресурсам относятся: земля, капитал (ос
новные фонды), труд и предпринимательская способность, т. е. способность 
объединять все виды ресурсов в едином процессе производства товаров и 
услуг. Ограничимся для простоты двумя ресурсами: капиталом К  и трудом 
Z,. Тогда производственная функция может быть записана как

Q - f(K ,L ).
Предельным продуктом фактора производства называется добавочный 

продукт, полученный в результате добавления одной единицы данного фак
тора (ресурса) при неизменной величине остальных факторов производст
ва. Иными словами, это предел соотношения приростов результата и за
трат, которые его вызвали, те. частная производная производственной функ
ции по соответствующей переменной (ресурсу).

Таким образом, пределы1ый продукт капитала — это

д , V f { K  + A K .L ]- f (K ,L ]
с)К  ̂  ̂ ДЛ->0

Если капитал изменяется на величину ДА", а приложенный труд остается 
неизменным, то

Д0= Q^' АК.

Чем меньше АК, тем точнее эта формула.
Аналогично определяется предельный продукт труда:

dL ’ Л/ . - . 0  д/.
Для м;ц1ых изменений труда при постоянном капитале также имеет мес

то приближенное равенство
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Д(3= е ,'А / ..

Если капитал и труд L изменяются одновременно, приращение выпу
ска продукции Л0 может быть приближенно найдено по формуле

Д 0* 0 / АА'+ Q, ’ М .

Кривые безразличия производства

В  парафафе 4.1 уже отмечалось, что фафик функции двух перемен
ных -  это некоторая поверхность в пространстве. К  сожалению, наряду с 
трудностью построения (существуют профаммные пакеты, позволяющие 
изображать такие поверхности на компьютере) эти фафики не очень на
глядны, а для трех и более переменных н с е ю з м о ж н ы . В ы х о д  и з  положения 
подсказывают топофафические карты. На таких картах реальная поверхность 
земли заменяется плоским изображением, а все участки местности, лежащие 
на одной и той же высоте над уровнем моря, соединяются линиями. Этот же 
метод можно применить к анализу производственных функций.

Линия, в каждой точке которой различные сочетания факторов произ
водства (капитал К  и труд L) дают одно и то же количество выпускаемой 
продукции, называется изоквантой, или кривой безразличия производства. 
Таким образом, изокванта состоит из таких пар точек (К, L) (в системе ко
ординат LOK), в которых значения производственной функции одинаковы. 
Математически изокванта определяется уравнением

П К , L) =
где некоторая постоянная величина выпуска продукции.

Характерные графики изоквант приведены на рис. 4.5.



Изокванты обладают следующими свойствами:
• они не пересекаются друг с другом;
• большему выпуску продукции соответствует более удаленная от на

чала координат изокванта;
• поскольку при увеличении затрат одного ресурса объем производст

ва можно сохранить на том же уровне при меньших затратах другого 
ресурса, изокванта имеет отрицательный наклон, те. касательная к 
ней в каждой точке имеет отрицательный угловой коэффициент.

Величина углового коэффициента касательной к изокванте (наклон), 
взятая с обратным знаком, определяет коэффициент заменяемости ресурсов

R = - ^ .  
dL

Поскольку наклон изокванты отрицателен, коэффициент заменяемос
ти при таком определении п о л о ж и т е л е н .  Производную, стоящую в 
правой части и определяющую наклон, следует вычислять по формуле диф
ференцирования неявной функции

/(Ar,L)-0„ = O,
что дает (см. параграф 4.1)

^ dK f l [K ,L )  g;
n {K ,L )~ Q ', '

Таким образом, коэффициент заменяемости ресурсов равен предельно
му продукту труда, деленному на предельный продукт капитала. Геометри
ческая интерпретация полученного результата приведена на рис. 4.6.

Действительно, если производную приближенно заменить отношением 
приращений переменных, то коэффициент заменяемости

d L " ‘ М '
Полагая приращение AL равным единице, получим

R = -Д/Г,
что и показано на рис. 4.6. Особо отметим, что AL отрицательно.

В качестве примера найдем коэффициент заменяемости для модели 
Кобба-Дугласа, которая применялась при анализе развития экономики 
СШ А в 20-30-х годах нашего века. Производственная функция в этой мо
дели имеет простую алгебраическую форму:

Q = AK"L\
где А, а и Ь — положительные константы (постоянные).
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Рис. 4.6

Дифференцируя по К, легко находим предельный продукт капитала

O'*. =
дК

Аналогично вычисляем предельный продукт труда

Q'l = dL
АК‘ч Л  = ЬАК“ 1̂ -\

Подставляя в формулу для коэффициента заменяемости полученные 
выражения, окончательно находим

^ Q; hAK“ L̂ -' _ ЬК 
 ̂Q'k ~ aAK‘’-'L̂  aL '

Отсюда хорошо видно, что коэффициент заменяемости не является по
стоянной величиной, а сам зависит от капитала и приложенного труда.

4.3. Безусловная оптимизация

В главе 3 уже рассматривалась проблема оптимизации, т.е. задача на
хождения максимумов и минимумов экономических функций. Там мы ог- 
раничилисьслучаем одной независимой переменной. Естественно предпо
ложить, что обобщения могут быть сделаны и для функций нескольких пе



ременных. Дадим необходимые определения, ограничившись случаем двух 
переменных.

Число М  называется максимумом функции y=f(x^, х̂ ) на множестве X, 
если существует такая пара (я,, я,) значений аргументов л:,, для которой

/(о,, fl,)= Л/>/(л:,,х,)
для всех (iC|, Xj) из области определения X.

Точка (а,, а̂ ) называется точкой максимума.
Аналогично определяется минимум функции, с той только разницей, 

что берется наименьшее значение функции.
Максимум и минимум обозначаются соответственно символами

Л/= т а х / Ц ,  л^); т  = т \ п / (х ^ ,  х^)

и объединяются термином "экстремум".
Прежде чем перейти к методу нахождения экстремумов функции двух 

переменных, напомним кратко понятие, относящееся к функции одной 
переменной. Если задана функция

y= /W ,
то прежде всего необходимо найти стационарные точки, т.е. точки, в кото
рых производная обращается в нуль. Для этого решается уравнение

П х )  = 0.
Если в стационарной точке а выполняется условие

Г (а )> 0 ,
то в этой точке имеет место минимум.

Если
/ ”(«)< О,

то и точке а функция имеет максимум.
Если

П а )  = 0.
то ситуация неопределенная и необходимы другие методы (см. парафаф 3.5).

Приведем без доказательства алгоритм нахождения максимума и мини
мума функции двух переменных

z=/(x,y).
Стационарные точки находятся из решения системы двух уравнений с 

двумя неизвестными

1//(х,у) = 0,
\/,'(л-.у) = 0.
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Сразу отметим, что решить эту систему уравзнений часто бывает трудно 
и приходится прибегать к численным методам решения на компьютере. 
После того как координаты стационарной точки (или точек) найдены:

х= а; у= Ь,
необходимо определить вторые частные производные и вычислить их зна
чения в стационарной точке

Л "(о .* ); г;у[а.ь].

Далее нужно составить выражение

/ " (а ,й )/;;(«, 6)-[./;(«,/>)]' 

и определить его знак. Обозначим это громоздкое выражение через В. 

a {a ,b )f;,{a ,b )- \ f;;[a .h ) = в.

/ "  {а, Ь) > о, то 

f"y (я, Л) < о, то

Возможны три варианта.
1.Если Д> О и выполняются неравенства / "  (д, 6)>0, 

в стационарной точке (а, Ь) имеет место минимум.
2. Если fi> О и выполняются неравенства / "  (а, Ь) < О, 

в стационарной точке {а, Ь) имеет место максимум.
3. Если й < О, то в стационарной точке (а, Ь) нет ни максимума, ни ми

нимума. В задачах оптимизации этот случай обычно интереса не представ
ляет и позволяет только "отсеивать" некоторые стационарные точки.

Остальные случаи требуют дополнительных исследований.
Из вышесказанного можно сделать вывод: общий план действий при 

поиске максимумов и минимумов функции двух переменных имеет много 
общего с задачей отыскания экстремумов функции одной переменной. И в 
том и в другом случае, во-первых, находятся стационарные точки, во-вто
рых, полученные точки проверяются на наличие максимума или миниму
ма. Разумеется, конкретные формулы сильно отличаются. Попутно отме
тим, что для функции « переменных

y=f{x^,x„ ..., А „ )  

стационарные точки находятся из решения системы уравнений

 V  = 0.
 \ )=о.

 v = o -
т.е. приравниваются к нулю нее частные производные первого порядка. На 
критериях достижения максимума или минимума в стационарных точках 
для функции п переменных мы останавливаться не будем.
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В качестве примера рассмотрим следующую задачу Небольшая фирма 
производит два вида товаров (7, и (7̂  и продает их по цене 1 ООО и 800 соот
ветственно. Функция затрат (издержек) имеет вид:

C=2Q,^ + 20,e,+ Q/,
где и Qj обозначают объемы выпуска соответственно товаров и 

Требуется найти такие значения Q, и Q̂ , при которых прибыль, получа
емая фирмой, максимальна.

Поскольку фирма небольшая, она не может монопольно устанавливать 
цены и вынуждена ориентироваться на рыночные цены, которые не зави
сят от объемов производства Q, и Q, (эти объемы слишком малы). Поэтому 
суммарный доход от продажи товаров Ĝ  и Ĝ

R= lOOOQ, + 800(?,.
Прибыль 7Г представляет собой разницу между доходом /?и затратами С, 

поэтому

7С= Л - С -  (1000Q, + 8ОО0Р - (20,  ̂+ 2Q,Q̂  + О/),
или

я(а,, Q,) = 1000Q, + 8000, - 20,2 - 20,0, - 0,1
Это и есть та функция двух переменных, максимум которой следует най

ти, т.е. решить задачу оптимизации.
Для того чтобы найти стационарные точки, вычисляем частные произ

водные первого порядка

я'^(0,, 0,)= 1000-40,-20,,

Яу (0 , ,  0,) = 800-20,-20,
и приравниваем их к нулю, что дает систему двух уравнений с двумя неиз
вестными

1000 - 40,-20,  = О,
800 - 20,-20, = 0.

Решение этой системы и даст нам координаты стационарной точки. 
Вычитая из первого уравнения почленно второе, получаем

200-20, =0,
или

0 , =  100.

Подставляя полученное значение в первое уравнение, находим

0, = 300.
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Таким образом, стационарная точка имеет координаты 

(0,, Q,) = (100, 300).
Остается выяснить вопрос; имеем ли мы в стационарной точке макси

мум, минимум или не имеем ни того, ни другого. Для решения вычисляем 
частные производные второго порядка

д \ ==-4;
dQ\

и составляем выражение

д \

f)Q]
= - 2;

д \ . =-2

дО] dQ,Q.
= -4- (-2)-(-2)^=4>0.

Кроме того,

к

дО]
= -4 < 0;

<Ю]
= - 2 < 0.

Поэтому в стационарной точке имеет место максимум. Подставляя ко
ординаты стационарной точки в функцию прибыли

тс( 100, 300) = 1 ООО ■ 100 -Ь 800 • 300 -  2 • 100  ̂-  2 • 100 ■ 300 -  300^ = 170 ООО,

Это и есть величина максимальной прибыли, которая достигается при 
объемах производства 0, = 100; = 300, что-завершает решение задачи.

Учитывая актуальность получения максимальной прибыли при любой 
предпринимательской деятельности, разберем еще одну задачу. Фирма реа
лизует часть товара на внутреннем рынке, а другую часть поставляет на экс
порт. Связь цены товара б, и его количества Р,, проданного на внутреннем 
рынке, описывается кривой спроса с уравнением

Л + (?, = 500.
Аналогично для экспорта цена Р, и количество также связаны соот

ношением (уравнением кривой спроса)

2Л+3 0, = 720.
Суммарные затраты даются выражением

С = 50 ООО+ 20(0, + 0̂ )-
Спрашивается, какую ценовую политику должна проводить фирма, что

бы прибыль была максимальна.
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Прежде всего необходимо определить доход фирмы, который склады
вается из двух частей: продаж на внутреннем рынке

Л, = />, 0, = (500-0 ,)0 , = 500(2,-2/
и экспортных поставок

R,= P,Q, = (360 -  l,5Q^)0, = 36Oe,- 1.50/

(в обоих случаях цена берется из соответствующих кривых спроса). 
Поэтому суммарный доход

Л = Л, + = 5000, -  0,  ̂+ 36О03 -  1,50/.

Теперь можно легко найти получаемую фирмой прибыль

я(0,, Q,)= R - С = (5000, - 0,̂  + 3600, - 1,50/) - 
-(50 ООО + 200, + 200,) = 4800, -  0,' + 3400, - 1,50/ - 50 ООО.

Это функция двух переменных, нахождение максимума которой и ре
шает задачу оптимизации.

Вычисляем частные производные первого порядка

л „  (0,, 0,) = 480 -  20,; (0,, 0,) = 340 -  30,.

Приравнивая их к нулю, получаем систему двух уравнений с двумя не
известными

I 480-20, =0,
134О-30, = О.

В данном случае система решается тривиально

0, = 24О; 0, = 340/3,
и мы получили координаты единственной стационарной точки. 

Далее вычисляем частные производные второго порядка

„  д̂ п= -2<0; ---- =-3<0;  = 0
дО] дО] dQ.Q,

и проверяем знак выражения

до] до]
= - 2 - ( - з ) - 0^ = 6 > 0.

Отсюда заключаем, что в стационарной точке (240, 340/3) имеет место 
максимум.
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Для того чтобы ответить на вопрос об оптимальной ценовой политике 
фирмы, подставляем координаты точки максимума п кривые спроса:

/>, = 500 - 0, = 500 - 240 = 260,
/>̂ = 360- 1,5(?2 = 360- 1,5-340/3 = 190.

Это и есть оптимальные цены для продажи на внутреннем рынке и по 
экспорту.

Нам осталось подсчитать максимальную прибыль при оптимальных объ
емах продаж на внутреннем и внешнем рынках. Подставляя полученные 
значения 0, и 0̂  (координаты стационарной точки) в функцию прибыли, 
легко находим

е (240, 340/3) = 480 • 240 - 240' + 340(340/3) - 1,5(340/3)̂  -  50 ООО = 26 866,67.
Этим завершается решение задачи.

4.4. Условная оптимизация

В предыдущем параграфе отмечалось, что задача оптимизации (поиск 
максимумов и минимумов) функций одной и двух переменных имеет мно
го общего. Для функций двух (и более) переменных существует, однако, 
класс задач, не имеющих аналога для функции одной переменной. Пояс
ним сказанное примером.

Пусть полезность (см. параграф 4.2) задана как

где JC, и л:̂  -  количество товаров С, и приобретаемых потребителем, а 
значения функции численно выражают меру удовлетворения покупателя.

Требуется найти такие значения х, и jĉ , при которых потребитель полу
чает наибольшее удовлетворение, другими словами, найти максимум по
лезности.

Легко, однако, заметить, что приведенная функция не имеет максимума 
при конечных значениях переменных. Чем больше величинах,, тем больше 
значения функции. То же самое относится к переменной л:̂ . С другой сторо
ны, здравый смысл подсказывает, что неограниченное потребление, как бы 
это ни было приятно, невозможно. Чаще всего сдерживающим фактором 
является семейный бюджет. Поэтому, например, можно предположить, что 
при стоимости единицы товаров G, и Ĝ , равной соответственно 2 и 3, об
щая сумма, выделяемая покупателем на их покупку, составляет 100. Перво
начальная задача, следовательно, может быть сформулирована так; найти 
максимум полезности



н о  4.ФУНКШ4Й НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

при условии (ограничении)

2л:, + 3х,= 100.
Смысл ограничения ясен: если первый товар приобретается в количест

ве по цене 2, а второй -  в количестве по цене 3, то общие расходы, по 
условию, должны равняться 100.

В общем случае требуется найти э к с т р е м у м  некоторой функции

которая в задачах оптимизации называется целевой функцией, при условии 
(офаничении)

Отсюда название — условная оптимизация, или условный экстремум. 
Функция ^предполагается известной.

Рассмотрим еще один пример. Пусть производственная функция задана 
в общем виде как

Q = f{K ,L),
где Q -  количество произведенных товаров и услуг, а А'и Z, -  капитал и при
ложенный труд.

Обычно на приобретение этих ресурсов любая фирма выделяет фикси
рованную сумму денег, обозначим ее М. Если цена единицы капитала (ос
новных фондов) равна Р̂ ,, а единицы труда -  Р̂ , должно выполняться усло
вие

PJ<.^ P, L ^  М.
Перед любой фирмой в процессе деятельности встает практически 

важный вопрос: как наиболее эффективно распределить имеющиеся 
средства? Другими словами, какую часть общей суммы Л/следует выде
лить на закупку оборудования (капитал К), а какую - на оплату персо
нала (труд L). Математически эта задача формулируется так: найти мак
симум целевой функции (в данном случае это производственная функ
ция)

Q ~ f{K ,L )  
при условии (ограничении по затратам)

Р^К+ P,L = М.
Постараемся дать наглядную геометрическую интерпретацию как самой 

задачи, так и ее решению. На рис. 4.7 изображены и з о к в а н т ы ,  те. ли
нии, в каждой точке которых различные сочетания капитала и труда дают 
одно и то же количество выпускаемой продукции (см. параграф 4.2).
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На этом же рисунке нанесена прямая линия, определяемая уравнением

K=-— L + 
Р .

М

Это просто записанное в другой форме ограничение по затратам.
Прямая линия пересекает изокванты в ряде точек. Имеется, однако, 

изокванта, которая только касается прямой (точка А на рис. 4.7). Эта изо
кванта расположена дальше всего от начала координат (среди изоквант, 
имеющих с прямой общие точки), поэтому она соответствует наибольше
му выпуску продукции (см. параграф 4.2). Отсюда можно сделать вывод, 
что точка ^ (Л ’д, Lj) и дает решение задачи. Величины затрат на капитал 
труд оптимальны с точки зрения максимального выпуска продукции при 
ограничении по затратам, равном М. Далее, вспоминаем, что наклон изо
кванты равен взятому с обратным знаком коэффициенту заменяемости ре
сурсов и определяется выражением

с1К / [[K .L ] Q' 
dL~ f', [K ,L ) Q’,

С другой стороны, в точке касания А наклон изокванты и наклон пря
мой (ограничение по затратам) совпадают, поэтому в точке условного экс
тремума выполняется равенство

К
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Рк Q'k '

т.е. отношение затрат на единицу ресурсов равно отношению предельных 
продуктов соответствующих ресурсов.

При всей наглядности изложенный выше способ поиска условного экс
тремума с практической точки зрения не очень удобен. Существует более 
простой способ решения задач условной оптимизации, так называемый 
метод подстановки. Начнем, как всегда, с простого примера.

Метод подстановки

Пусть для некоторой фирмы производственная функция имеет вид 

Q ^ f(K , L) = 4LK+ L\

Пусть также затраты на единицу капитала и труда составляют 1 и 2 соот
ветственно. Требуется определить уровень затрат на капитал и труд, когда 
выпуск продукции максимален, т.е. такие значения KwL, при которых функ
ция Q достигает максимума. Общая сумма затрат составляет, по условию, 
105, поэтому ограничение по затратам записывается в виде

K+2L=  105.

Для решения выразим К  через L, воспользовавшись последним равен
ством:

К =  105-2Z..

Подставляя это выражение в производственную функцию вместо К, по
лучаем

Q = 4L(\05-2L)+ L̂  = 420L-7L\

т.е. (<ет?ев>'/о функцию одной переменной L. В этом и заключается основная 
идея метода подстановки.

Следующий шаг состоит в нахождении максимума полученной функ
ции одной переменной. Для этого вычисляем производную функции и при
равниваем ее к нулю:

G»'= 420- \4L = 0.
Отсюда сразу находим стационарную точку

L = 30.

Вычисляем вторую производную

С>"=-14<0



и по знаку убеждаемся, что в стационарной точке имеет место м а к с и 
мум. Наконец, подставляя значение стационарной точки в целевую функ
цию, зависящую только от L, определяем максимальный выпуск продук
ции

(2 = 420-30-7-30' = 6300.
Соответствующие затраты на капи,тал находятся подстановкой оптималь

ной величины L в ограничение по затратам:

К=  105-2А= 105 -2-30 = 45.
Этим завершается решение задачи.
В общем случае для нахождения условного экстремума произвольной 

целевой функции

z=f(x.y)
при условии (офаничении)

g(x,y) = 0
также можно применять метод подстановки. Для этого прежде всего, ис
пользуя офаничение, выражают переменную у через х:

У = h{x).
Подставляя в целевую функцию Л, получают некоторую функцию од

ной переменной:

Z=f(x,h(x)) = Р(х).
Далее находят экстремальные точки уже этой функции. По найденным зна
чениям д:, используя функцию у = Н{х), вычисляют соответствующие экс
тремальные значения переменной у, что и завершает решение.

Ксожалению, неявную функцию = 0, выражающую офаничение
задачи оптимизации, часто бывает трудно, а иногда и невозможно выра
зить явно. В этих случаях приходится прибегать к другим методам решения, 
один из которых, называемый методом множителей Лагранжа, изложен 
ниже.

Метод множителей Лагранжа

Если требуется найти условный экстремум целевой функции

z^f(x ,y)
при наличии офаничения

то метод Лагранжа сводится к такой последовательности действий:

t"U :4. Условная оптишзация ■> .143
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1. Вводится новая функция трех переменных, определяемая как

F(x,y, X) =f(x,y) + Xg(x,y),
где X - неопределенный множитель, который рассматривается как новая 
переменная.

2. Ищется экстремум (уже безусловный) этой новой функции. Для этого 
вычисляются частные производные первого порядка и приравниваются к
нулю:

Ь\' (х, у, X) = О,
F/(x,y, Х) = 0,
F^'{x,y, Х) = 0.

Полученные уравнения образуют систему трех уравнений с тремя не
известными. Решение этой системы представляет собой тройку чисел 
(л-„, Х,„), первые два из которых, т. е. (х̂ , и дают координаты точки ус
ловного экстремума исходной функции/(х, у).

Применим метод Лагранжа для поиска экстремума функции

fix, у) = х̂  - 2ху + 12х
при условии

g (л-, у) = в-2х-3у=  0.
Строим функцию

F(x,y, Х)=х^-3ху+ \2х + Х(в-2х-2у) 
и вычисляем частные производные

Г;(х,у. Х) = 2х-3у+ 12-2Х,
F̂  '(x, у, X) = -Зх- ЗХ,

F^'{x,y, Х) = 6-2х-3у.
Приравняв производные к нулю и перегруппировав члены, получаем си

стему трех линейных уравнений с тремя неизвестными

2х-Зу-2Х = -12,
- З х - З Я  = 0,
2х+3у =  6 .

Для решения полученной системы уравнений применим метод исклю
чения, который уже встречался нам в парафафе 1.4. Умножаем первое (свер
ху) уравнение на 3, а вюрое на 2 и складываем. Аналогично третье уравне
ние вычитаем из первого. Этим исключается переменная хц система при
нимает вид:
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!-9у-  12Х = -36,
1 -6j'-2>. = -l8.

Теперь исключаем переменную у, умножая первое уравнение на 6, а вто
рое на 9, и вычитая второе уравнение из первого. В результате

-54Х. - -54, или А. = 1.
Подставляя это значение в уравнение, находим сначала у, затем х:

х= -  1; >-=8/3.
Это и есть координаты точки условного экстремума. Соответствующее 

значение целевой функции

/ (_ !,  8/3) = (-1)^ - 3-(-1).(8/3) + 12-(-1) = -3.
Рассмотрим еще одну задачу Фирма-монополист производит два вида 

товаров G, и (7j в количестве 0, и соответственно. Функция затрат имеет 
вид:

С - 100,+0,0^+100;, 
а кривые спроса для каждого товара:

/’, = 5О-0, + 0,,
Я, = 30 + 20, -  (?,,

где Р, и /*2 -  цена единицы соответствен но товаров G, и (7̂ . Кроме того, фирма 
связана офаничением на общий объем производства товаров (7, и Ĝ , ее квота 
составляет 15 единиц, т.е.

О,+ 0,= 15.
Требуется найти максимальную прибыль, которая может быть достиг

нута при этом условии.
Решение задачи начнем с построения целевой функции, в данном слу

чае прибыли, которая определяется как разница между доходом и затрата
ми:

п= R-C .
Для дохода от продажи товара С, имеем;

Л, = Л е, = (50 - 0, + 0^)0, = 500, -  0,̂  + 0,0,,
где выражение для Р, берется из кривой спроса товара (7,. Аналогично до
ход от продажи товара Ĝ :

Л, = />, 0J = (30 + 20, -  0^)0, = 300, + 20 ,0 ,-

Очевидно, что суммарный доход будет
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л= л, + л, = 50(3, -  + 30,е, + 300,- е/.
Поскольку затраты известны из условия задачи, то прибыль (целевая 

функция) имеет вид:

n(Q,,Q,) = R - C =  (50(2, -  + 3Q,(3, +30(2, - Q,̂ ) -
-(100, + Q,Q, + IOO2) = 400, -  0,̂  + 20,0, + 200, - Q̂ \

Переписав ограничение в виде

я((?,, e^ )= '5- ( ? ,-0 ,=o ,
получаем задачу условном оптимизации (поиска условного экстремума). Для 
ее решения применим метод Лафанжа.

Строим вспомогательную функцию

ДО,, О,, X) = 400, - О ' + 20,0, + 200, - 0,̂  + Х(15 - О, - О,).
Вычисляем частные производные и приравниваем их к нулю:

F'̂  =40 -  20,+  2 0 , - Х = 0,

F'^' = 2O, + 20-2O,-X = 0,
Ч '= 1 5 - 0 ,- 0 ,  = 0.

Мы получили системутрех уравнений с тремя неизвестными. Представ
ляем ее в виде

- 2 0 ,+  2 0 , - Х = -40,
2 0 ,- 2 0 ,- ? .  = -20,

0, + 0,= 15
и решаем методом исключения. Для этого складываем первое и второе урав
нения, что дает

-2Х = -60; Х=30.

Подставляя в первое уравнение полученное значение, получаем

- 2 0 ,+  20, = -10,

0, + 0,= 15,

т.е. систему двух уравнений с двумя неизвестными. Решая ее, легко нахо
дим

О, = 10; О, = 5.
Это и есть координаты точки условного экстремума, те. тот объем про

даж, при котором прибыль максимальна. Соответствующее значение самой 
прибыли будет

л(10, 5) = 40-10 -  10' + 2-10-5 + 20-5 -  5' = 475.



Этим завершается решение задачи.
В заключение следует отметить, что метод Лагранжа в том виде, как он 

был изложен, позволяет находить условные экстремумы. Вопрос о том, мак
симум это или минимум, остается открытым. При решении экономичес
ких задач, однако, часто сам характер задачи подсказывает, что мы можем 
ожидать - максимум или минимум.

Кроме того, существует простой способ анализа точки экстремума, вы
текающий из самого определения максимума. Пусть (л:„, у̂ ) — координаты 
точки экстремума, а f(x^, у„) -  соответствующее значение целевой функ
ции. Берется точка {х, у), близкая к точке (лг̂ , j' )̂, и вычисляется значение 
целевой функции, у).

Если теперь

fix,y)<f(x^,y„),
то в точке (Xj, у̂ ) имеет место максимум.

Если же

/(х, у) >/(х,, у,),
то в точке (х„, >>(,) Имеет место минимум.

В настоящее время существует большое количество профаммных паке
тов, позволяющих численно решать на компьютерах задачи как безуслов
ной, так и условной оптимизации. Однако для эффективного использова
ния этих средств необходимо иметь четкие представления об основных по
нятиях и возможностях оптимизации. Изложению этих основных понятий 
и были посвящены два последних параграфа.
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5.1. Неопределенный интеграл

В математике довольно часто встречаются такие пары операций, кото
рые, если их применять последовательно одну задругой, не производят ни
какого действия, т.е. они как бы нейтрализуют друг друга. Самый простой 
пример - это операции сложения и вычитания. Действительно, если к лю
бому числу а прибавить другое число Ь, а затем вычесть это же число Ь, то

а + Ь — Ь = а
и первоначальное число а осталось неизменным.

Другая хорошо известная пара таких операций -  умножение и деление. 
Очевидно,что

ab/h = а,
т.е. исходное число а осталось неизменным. В математике такие операции 
принято называть обратными. Для операции дифференцирования также 
существует обратная операция, которая называется интегрированием. В этой 
главе дается введение в интегральное исчисление и разбираются некоторые 
приложения к экономике.

Предположим, требуется найти функцию F\x), про которую известно 
только, что ее производная - некоторая другая функция f{x) -  равна т.е.

F '(x )= f(x) = 3x̂ .
В этом простом случае ответ нетрудно "угадать":

Пх) = х̂ ,
а потом проверить, продифференцировав F{x):

F 'ix )^  Зх’-' = Зх*.
Совершенно очевидно, что функцию F{x) можно было взять в виде

F(x) =х̂  +с.



где с -  произвольная пос^^оянная, так как дифференцирование постоянной 
величины дает нуль.

В общем случае функция F(x), для которой выполняется равенство

FU ) = /W
во всех точках области определения функции/(л:), называется первообраз
ной для функции/ (х), или неопределенным интефалом от функции/(х).

Для неопределенного интефала от функции f (x ) имеется специальное 
обозначение

; ' 5.1.НвопрвдвлвиньАттраяЩ(Ш9

F{x) = f{x)dx.

В этих обозначениях предыдущий пример может быть записан как

f{x)dx=  3x^dx = x^+c,

где с -  произвольная постоянная (постоянная интегрирования).
Функция f(x), стоящая под знаком интеграла, называется подынтеграль

ной функцией, а выражение/ {x)dx -  подынтегральным выражением.
Непосредственно из определения следует, что производная неопределен

ного интеграла равна подынтегральной функции, т.е.

d
dx

Ах) dx =/(■«)•

Другими словами, если взять неопределенный интефал отфункции/(дс), 
а потом продифференцировать, т.е. вычислить его производную, мы полу
чим исходную функцию/(х). Именно в этом смысле операции дифферен
цирования и интегрирования являются обратными.

При делении одного числа на другое мы пользуемся таблицей умноже
ния, т.е. обратной операцией. Точно так же при вычислении неопределен
ных интефалов можно использовать таблицу производных (см. пара
граф 3.3). Возьмем, например, степенную функцию

F(x)=x"*\
где п — произвольное вещественное число, и вычислим производную, кото
рую обозначим через/(х), т.е.

F'(x) = /(х) = (я + 1)х”"'-' = (я + 1)х”.
Теперь из определения неопределенного интеграла непосредственно 

следует
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Fix)^x"^ ' = fix ) dx = {n+\)x"dx.

Полученное равенство удобнее представить в виде

x"dx = + с.
п + \

где с -  уже упоминавшаяся произвольная постоянная интегрирования. Та
ким образом, мы получили общую формулу для интегрирования степенной 
функции. Если вернуться к примеру в начале параграфа, то легко вычислить

, 2+1. 2 , -ЗХ 1Зх dx =----- + с = л: + с.

Следует отметить, что формула для интефирования степенной функции 
справедлива при любых п, кроме

я  =  - 1 .

Действительно, если попытаться применить формулу при этом значе
нии п, то в знаменателе получим нуль, а делить на нуль нельзя. Вспомним, 
однако, что для функции

производная
F{x) = In

r {x )= f[x ) = L .
X

Поэтому можно сразу написать

—dx=\nx + с .
X

Совершенно аналогично, взяв функцию

F{x) = е"<,

где т  -  вещественная постоянная, и вычисляя производную

Г(х)= /(х) = /ле'",
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получаем формулу для интегрирования экспоненты

тх , е е ах =--- + с.

Наконец, для показательной функции

Fix) = o'
имеем

F'(x)= f(x) = (t\na.

Откуда получаем формулу для интегрирования показательной функции

a^dx - ■

In а
■ + с.

Полученные формулы удобно объединить в таблицу и запомнить. 
Существуют математические справочники, содержащие сотни и даже 
тысячи неопределенных интегралов от различных функций. Ниже при
ведены те из них, которые имеют наиболее широкое распространение 
в экономике.

т f{x ) dx т f{x)dx

уГ
х"*'- + с
п + 1
( л ^ - 1 )

е " “--- + с
т

I
X

1п д: АГ' in а

В параграфе 3.3 были сформулированы правила дифференцирования 
функций, значительно облегчающие вычисление производных различных 
комбинаций функций (сумма, произведение и т.д.). Существует два п р а 
вила  интефирования, также облегчающие вычисление интегралов. Эти 
правила непосредственно следуют из правил дифференцирования как об
ратной операции.
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cf{x) dx = с f{x)dx.

II. /(x)+^;(x)ld:x= f{x)dx ’ {x)dx.

Первое правило позволяет выносить произвольную постоянную, на ко
торую умножается подынтсфальная функция, за знак интефала.

Второе правило дает возможность легко интефировать сумму двух функ
ций.

Правило 11 сохраняет силу и для большего числа слагаемых.
Приведем пример, показывающий, как эти правила используются на 

практике. Пусть требуется вычислить интеграл

/ = ex'* - 4/  + L
X

dx.

Второе правило интегрирования позволяет представить исходный ин- 
тефал в виде суммы трех интегралов, а именно

/ = bx^dx - 4e"dx + и .

Применяя к каждому из этих интегралов первое правило, можно вынес
ти постоянные множители за знак интеграла, что дает

/ =6 xUx -4 -dx.
X

Полученные интегралы — табличные и вычисляются элементарно. По
следовательно имеем

4+1 5

х'* dx = —---+ с 1 = + с 1,
4+1 ' 5 '

e ' ‘ d x  =  - — +с, =  +с,,
I  ̂ ^



—dx = In х+ с,, 
л:

где С|, Cj, с, — произвольные постоянные, которые удобно объединить в одну, 
положив

с=с ,+ Cj + Cv
Окончательно получаем

бл:"' - 4е̂  + — dx = —д:̂  - 4е’‘ + 2\пх+ с. 
5

В интефальном исчислении нет простой формулы, позволяющей вы
числять интефал от произведения функций. Однако есть полезная форму
ла, которая называется правилом интегрирования по частям.

Пусть

(Кх) = g{x)dx, т.е.

тогда

f{x)g{x)dx =/(дг)С(х) - f ix )G {x )d x . 

Аналогичным образом можно записать

/{x)gix)dx = F{x)g{x) - F{x)g'{x)dx,

где

F{x) = f{x)dx , или F ' {x)= f{x).

Обе эти формулы и представляют п р а в и л о  интефирования по частям. 
В парафафе 3.6 рассматривались различные предельные функции (пре

дельный доход, предельные издержки и др.). Там же было показано, что пре
дельные функции могут быть получены из соответствующих экономичес-
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КИХ функций посредством дифференцирования. Интефирование позволя
ет решить обратную задачу: найти исходную экономическую функцию по 
известной предельной функции.

Пусть, например, для некоторой фирмы предельные издержки (затра
ты) имеют вид

q = / (0 )  = 0'+3O + 5.

Требуется определить суммарные затраты при условии, что постоянные 
издержки равны 90.

Для решения задачи вспомним определение предельных издержек

Су = — = — f(0 ). ̂ dQ dQ  ̂ >

где С= Я(0) и есть искомая функция суммарных издержек. Теперь совер
шенно ясно, что

F[q ) = j  f{Q)dQ  = | ( g 4  30 + 5)rfG = ̂  + + 5G + с,

где с — постоянная интегрирования.
Разумеется, издержки не могут быть неопределенными. Вспомним, одна

ко, что постоянные издержки, т.е. не зависящие от объема производства, по 
условиюзадачи равны 90. Другими словами, если ничего не производится, те.

0 = 0,

постоянные издержки все равно будут равны 90. Поэтому можно записать

()5 -I
/ (̂0) = —  + ±0Ч5-0+с=90,

3 2

откуда сразу находим постоянную интегрирования

с = 90
и окончательный результат

f  ((3) = 1 О Ч  i  0 4  5(?+90.
3 2

Следовательно, постоянная интефирования равна постоянным издерж
кам.

Этот пример типичен: любая прикладная задача всегда содержит усло
вие, позволяющее однозначно определить постоянную интефирования.
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В следующем примере нужно найти суммарный доход R, если известен 
предельный доход

R^=f[Q) = 9-6Q.

Поскольку предельный доход определяется как

j y = ^  = jL r (Q ) ,
^  dQ dQ  ̂ >

где F{Q ) -  искомая функция дохода, то

f [Q)= \f[Q]dQ= f{9-6Q)dQ = 9Q-3Q^+c,
J  J

где с -  постоянная интегрирования.
На первый взгляд кажется, что в условии задачи отсутствуют данные, 

позволяющие определить константу с. Легко, однако, сообразить, что при 
нулевом производстве и доход будет нулевым. Это дает

/1(0) = 9-0-3-0'+ с = О,
т.е. постоянная интефирования равна нулю. Окончательно для дохода имеем

R = 9Q-3Q\
Таким образом, и в этом случае сама задача содержит в неявном виде 

условие, позволяющее определить постоянную интегрирования.
Последний пример относится к макроэкономике. Требуется определить 

потребление С, если предельная склонность к потреблению (см. пара
граф 3.6) задана формулой

Су * —  = о, 5 + .— , ̂ dY ' 4^
где Y-  национальный доход.

Кроме того, известно, что потребление составляет 85, когда националь
ный доход равен 100. Это условие позволит нам определить постоянную 
интефирования.

Аналогично предыдущим примерам можно сразу написать

/ >

C  = j C y d Y  = j  0-5 + - ^  dY = 0,5Y + 0,\jy-'^^dY =

= 0,5 К+ 0,1 —  К'-'Ч с = 0,5 Y+ 0 ,2 /F  + с. 
1/2



Подставляя в полученное равенство

С - 85 и К=  100,
получаем

85 = 0,5 ■ 100 + 0,2V 100 + с= 52 + с,
откуда

с=  85 -  52 = 33.

Окончательно для функции потребления имеем

C = 0 ,5 K + 0 ,2 i/ T  + 33.

5.2. Определенный интеграл

Во многих прикладных задачах требуется не просто найти первообраз
ную, но и определить общую величину изменения F(x) от некоторого зна
чения а до другого значения Ь, те. разность

F{b) -  F\a),
которая получила название определенного интеграла.

Таким образом, определенный интефал от функции/(х) -  это
ь
fix ) dx = F(b) - F(a),
I

где F{x) -  первообразная для функции f(x ), т.е.

F-(x) = /W .
Числа аи b принадлежат области определения функции/(х) и называ

ются соответственно нижним и верхним пределами интегрирования. Функ
ция/(дс), как и в случае неопределенного интеграла, называется подынтег
ральной функцией.

Непосредственно из определения следует: для вычисления определен
ного интеграла от функции/(х) следует найти первообразную, т.е. неопре
деленный интеграл от функции/(х), вычислить полученную первообраз
ную при значениях верхнего и нижнего пределов и вычесть из первого зна
чения второе.

Для примера возьмем определенный интефал

1  - 2 е%  4х̂ dx.



Прежде всего найдем первообразную Р\х), вычисляя соответствующий 
неопределенный интеграл

F{x) = i - 2 e '  + 4x̂ ^d x  = — dx T 2 e"dx + 4 x^dx =
. ^ i X

4 1= Inx- 2е̂ + —X + с,

где с -  постоянная интегрирования.
Далее последовательно находим значения первообразной Fix) в точке 2 

(верхний предел интегрирования)

/•'(2) = 1 п 2 - 2 еЧ -1 2 Ч с  = -3,4183 +с

и в точке 1 (нижний предел интегрирования)

f ( l )  = ln 1-2е' + - i l 4 c  = -4,1032 +с.

Теперь искомый определенный интефал легко вычисляется 

2

-~ 2 е " + 4х̂  </x»f (2 )- f ( l )  = -3,4183 -(-4,1032) =0,6849.
X

Как и следовало ожидать, неопределенная постоянная интегрирования 
сокращается и в окончательный результат не входит. Этот факт носит об
щий характер (отсюда сам термин -  определенный интефал).

Определенный интеграл имеет наглядную геометрическую интерпрета
цию. Он численно равен площади фигуры, офаниченной фафиком подын- 
тефальной функции/(х), двумя прямыми линиями, параллельными оси 0Y 
и проходящими через точки аиЬ  (нижний и верхний пределы интегрирова
ния), и осью ОХ. Предполагается, что функция f (x ) неотрицательна. На 
рис. 5.1 указанная площадь обозначена буквой А. Соверщенно очевидно, что 
верхний предел интефирования можно обозначить через х и считать пере
менной величиной. В этом случае и площадь, показанная на рис. 5.1, будет 
зависеть от величины х, те. является функцией от х, что можно записать как

А{х) = fir) dt.
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Рис. 5.1

Покажем теперь, что/1(х) является первообразной для подынтегральной 
функции fix ), т.е. докажем справедливость равенства

A'(x)=f(x).
Для этого вспомним, что по определению производной

, , /lfx +Дд:)- 
А'(х)= lim' ' Л1-»о Дд:

Рис. 5.2
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с  другой стороны, из рис. 5.2 видно, что имеет место приближенное ра
венство

А(х + ^x)- А{х) »/(х) Ах.
Разделив обе части на Ах, получим

fix)-
.4(jc+Дх)-/1(х)

Дл:

Можно доказать (мы на этом останавливаться не будем), что при пере
ходе к пределу приближенное равенство становится точным, те.

, . -4(л + Ддг)-/1(дс) , .
Г{х )=  lim  ^-^=А'{х). ̂ > ДЖ-.0 дх  ̂ >

Но это и означает, что А(х) является первообразной для функции/(х). 
Поэтому формулой

А = f{x)dx

для вычисления площади мы будем широко пользоваться.
Еще раз отметим, что геометрические фигуры, площади которых можно 

определять по приведенной формуле, ограничены снизу осью ОХ, сбоку - 
двумя прямыми, параллельными оси и сверху-графиком подынтеграль
ной функции/(х). Такие фигуры называются криволинейными трапециями.

Для примера вычислим площадь треугольника, изображенного на рис. 5.3.



Воспользовавшись формулой для вычисления площади, сразу можно 
написать:

f(x ) dx = xdx = 2̂  0̂  
~ 2 ~ '

Здесь использовано обозначение, по которому первообразная заключа
ется в квадратные скобки, а индексы у скобок равны значениям (пределы 
интегрирования), при которых вычисляется первообразная и берется раз
ность. Разумеется, в случае этого простого примера площадь можно найти 
по элементарной формуле площади треугольника, а именно

^= 12  - 2 = 2.
2

Как и должно быть, результаты совпадают.
В следующем примере, несмотря на простоту подынтегральной функ

ции, формулы элементарной геометрии уже ничем помочь не могут. Пусть

/ W = у2

И требуется найти площадь фигуры, показанной на рис. 5.4. 

У

Здесь, очевидно, нижний предел интефирования равен 1, а верхний -  2, 
поэтому

, 3 3 3 3 3 ■
А =

'2
х̂  dx = ■ 1 „3

1 3 "
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Получить этот результат каким-либо другим способом совсем не про

сто.
До сих пор предполагалось, что подынтефальная функция положитель

на. В тех случаях, когда она отрицательна (в промежутке между нижним и 
верхним пределами интефирования), при вычислении площади следует 
просто брать абсолютное значение интефала, те.

А = f{x)dx F {b )- F {o )

где F[x) -  первообразная для функции/(х). 
Рисунок 5.5 иллюстрирует сказанное.

Рис. 5.5

Определенные интегралы обладают с в о й с т в а м и ,  помогающими их 
вычислять и использовать в приложениях. Ниже приводятся эти свойства.

I.

II.

I II.

/{x)dx.cf{x) dx = с 

fix)+g{x)\dx =

9
f{x ) dx = 0.

f ix ) dx + K{x)dx.

IV. f{x)dx = -\f{x)dx. 
h ib



V. fix ) dx = f{x ) dx + f(x)dx.

Первые два свойства непосредственно следуют из правил вычисления 
неопределенных интегралов и в пояснениях не нуждаются.

Третье свойство становится очевидным, если обратиться к геометричес
кой интерпретации определенного интеграла. Действительно, если верхний 
предел интефирования совпадает с нижним, то криволинейная трапеция 
(см. рис. 5.1) превращается в отрезок прямой линии, площадь которого рав
на, конечно, нулю.

Четвертое свойство легко получить из цепочки равенств

fix ) dx = Fib) - F {a ) = - If ia )  - f ib ) fix)dx.

где F(a), F{b) — значения первообразной в точках а »  b.
Наконец, пятое свойство становится ясным, если обратиться к рис. 5.6.

Рис. 5.6

Действительно, площадь криволинейной трапеции, заключенной меж
ду точками я и с, равна

fix )dx .

а площади криволинейных трапеций, заключенных между точками а,ЬчЬ, с, 
соответственно будут

fix ) dx и fix )dx.
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Сумма площадей этих двух криволинейных трапеций равна, очевидно, 
площади первой трапеции, откуда и следует свойство V.

В приложениях часто приходится вычислять площадь геометрических 
фигур, общий вид которых показан на рис. 5.7, а искомая площадь обозначе
на через А. Если площадь криволинейной трапеции, ограниченной функци- 
ей/(х), обозначить/4̂ , а трапеции, офаниченной функцией ̂ х), обозначить 

то второе свойство определенного интефала позволяет сразу получить

fix ) dx -
Г

y =  f(x )

g(x) dx = ’f { x ) - g { x )  d x .

y =  g (x)

a b
Рис. 5.7

Пусть, например, функции/(х) и ^(х) имеют вид

Дх)=х,
g{x)=x^

и требуется определить площадь/1 фигуры, показанной на рис. 5.8. 
У
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Здесь очевидно, что а = О, 6 = 1 и можно применить приведенную выше 
формулу

А = d \ = 1_ 1-1 
2 3 ^ 6 ’

что дает величину искомой площади.

5.3. Численное интегрирование

Прежде чем обратиться к численному интегрированию или, другими 
словами, приближенному вычислению определенных интегралов, сделаем 
однообщее замечание. Любая комбинация функций/(л:) и^(д:) (сумма, про
изведение и т.д.) может быть продифференцирована, если по отдельности 
известны производные функций f(x ) и g (х). К  сожалению, в интефальном 
исчислении дело обстоит по-другому: значения интегралов от функций 
fix ) Mg (j:) не позволяют в общем случае вычислить интефал от произведе
ния этих функций. В этой ситуации вопрос приближенного вычисления ин
тегралов приобретает особую актуальность. С другой стороны, доступность 
вычислительной техники (компьютеры, калькуляторы и т.д.) также способ
ствует широкому применению численных методов.

Рассмотрим определенный интеграл с несколько иных позиций, чем это 
делалось ранее. Пусть требуется приближенно найти площадь криволиней
ной трапеции. Постараемся сделатьэтос помощью ряда примыкающих друг 
к другу прямоугольников, как показано на рис. 5.9.

Дх Дх Дх Дх 
Рис. 5.9
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В данном случае промежуток между точками а » Ь (стороны криволи
нейной трапеции) разделен на четыре равные части, те.

ДХ = Х| -л-„ =jCj -JC, = л:, -Xj = -JC, = {Ь-а)/4.

Полученные равные отрезки берутся в качестве оснований для четырех 
прямоугольников. Высота каждого прямоугольника принимается равной 
f  {c^),f(c^),f{c^) и f(c^) соответственно. Точка с, выбирается произвольно 
между и Cj -  между и Xj и т.д. Если обозначить сумму площадей всех 
прямоугольников через Ŝ  (индекс 4 указывает число прямоугольников), то, 
очевидно, можно написать

5, =/(С|)Ах + /(с^)Дл+/(с,)Ал+/(с4)Ах ,
где каждое слагаемое равно площади соответствующего прямоугольника. 
Из рис. 5.9 хорощо видно, что площадь приближенно равна площади кри
волинейной трапеции.

Предположим теперь, что промежуток между точками а и 6 делится на п 
равных частей. Тогда

Ах=----

- это основание каждого из п прямоугольников. Обозначая сумму площа
дей всех прямоугольников через Ŝ , аналогично предыдущему имеем

5, =/(с,)Ах + + ... +/(с„)Лдг,
или, вынося общий множитель Ах:

5 =[/ (̂с,) + /(с,) + ...+/(01Дх.

Интуитивно ясно (это можно строго доказать), что при неограниченном 
увеличении числа п величина Ах становится сколь угодно малой, а 5 стано
вится равной площади криволинейной трапеции. С другой стороны, в преды
дущем парафафе было показано: площадь криволинейной трапеции можно 
выразить через определенный интеграл. Поэтому можно записать

/(х)Лг = f  (й)- f  (а) = ̂ imj/(c',) + / (сз) +... + / { с „ ) Дх,

где F{x) -  первообразная для функции/(л:).
Как уже отмечалось, далеко не всегда удается найти первообразную, 

поэтому интерпретация определенного интеграла как предела суммы ока
зывается очень полезной в различных приложениях. Действительно, из при
веденной выше формулы следует приближенное равенстЕ)о



/ (x )dx^\f[c ,)+ f[c ,)+ ...+ f[c„) Ах,

где Лл:= [ь-а)/п ,ап  -  число слагаемых в сумме.
Еще раз подчеркнем, что с, выбирается произвольно в промежутке меж

ду точками Х(, и X,, Cj- между х, и Xj и тд. Эта произвольность в выборе 
С|, Cj,..., несущественна при переходе к пределу (Ах становится сколь угод
но мало), но при конечном Ах может сильно влиять на результат.

В качестве примера вычислим определенный интефал

fix ) dx = -  dx,
X

взяв

я = 4,

Ах =
{Ь-а ) 2 - \ = 0,25.

В этом случае

х„ = о= 1,

X ,  = Х о  + Дх= 1,25, 

х, = х„ + 2Дх= 1,5,

Хз = х„ + ЗАх= 1,75, 

х̂  = й - 2.
Вычисления произведем в двух вариантах: в первом случае точки с,, с̂ , 

с,, возьмем полевому краю соответствующих промежутков, т.е.

Cj Xq 1, Cj Xj “  1,25, Cj x̂  1,5, X j 1,75,

a B O  втором случае — по правому краю, т.е.

С|^Х|=1,25; Cj = Xj=l,5; Сз = х,= 1,75; с̂  = х̂  = 2.

Оба случая показаны на рис. 5.10 (ось ОУсмещена).



0,5

l(x) = f

1 ),25 ),5 1,75 2 ^ °

Рис. 5.10

1 1,25 1,5 1,75 2

Вычисляем приближенно определенный интефалдля первого случая (до 
четырех знаков)

1  dx-
X

/(С,)+/(С2)+/(СЗ)+/(С,) ^x =

I I I I
+  +  —  + 0,25 = 0,7595.

1 1,25 1,5 1,75

Для второго случая соответственно

г2

[/(‘̂ |)+/(^2)+/(‘̂ 0+Д ‘̂ 4)-dx-
X

Дх =

1 1 1 1 + + +
1,25 1,5 1,75 2

0,25 = 0,6345.

Как и следовало ожидать, полученные значения отличаются друг от друга. 
Представляет интерес вычислить определенный интеграл через перво

образную (в данном случае это возможно):

, = In 2-In 1 = In 2= 0,6931.
2

- d x  = Injc
X

\



Полученное значение лежит между первыми двумя. Это, кстати, видно 
из рис. 5.10. В первом случае сумма площадей четырех прямоугольников 
больше площади криволинейной трапеции (точное значение интеграла), 
а во втором -  меньше.

Выясним теперь еще один важный вопрос: как влияет выбор числа п 
те. ширины прямоугольников, на точность результатов вычислений? Для 
этого в предыдущем примере возьмем п равным 10. Тогда

Дл:=-
2-

10
: 0 , 1,

^0=
д:, =х„ + Лх= 1,1, 

+ 2Лл: = 1,2,

Будем считать, что высоты прямоугольников определяются по правой 
фанице, т.е.

С| — — 1,1, Cj — Xj — 1,2,..., — 2.

1 -

0.5 -

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9

Рис. 5.11

Рисунок 5.11 иллюстрирует наш выбор (ось (?Ксмещена).
В этом случае для приближенного значения определенного интефзла 

будем иметь (с точностью до четырех знаков)



'  ̂ г '— dx ’= [ 1 1
. +  +  + ■

1
1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6

+ ^  + - L  + —  + 1 ]  0,1 = 0,6688.
1,7 1,8 1,9 2

Если сравнить точное значение интефзла, значение, только что полу
ченное, и значение, вычисленное по четырем точкам, то получим

0,6931 > 0,6688 > 0,6345.
Как и следовало ожидать, увеличение числа промежутков, на которые 

мы делим область интефирования, улучшает приближение.
В качестве простых геометрических фигур, на которые "нарезается" ис

ходная криволинейная трапеция, можно брать не только прямоугольники. 
Это могут, например, быть примыкающие друг к другу трапеции, как пока
зано на рис. 5.12.

Рис. 5.12

В этом случае для приближенного вычисления интеграла f{x ) dx

берется сумма площадей п трапеций. Мы не будем приводить соответ
ствующие расчетные формулы, и вот по каким соображениям: в насто
ящее время существует большое количество программных пакетов, ре
ализующих разнообразные методы приближенного интегрирования. До
ступность этих пакетов и персональных компьютеров зачастую делает 
нецелесообразным создание собственных программ. Более того, хоро
шие калькуляторы для научных расчетов часто обладают встроенными



профаммами для приближенного интегрирования. В этой ситуации нет 
необходимости "изобретать велосипед”, а нужно уметь правильно поль
зоваться уже готовыми средствами. Сделаем поэтому несколько замеча
ний общего характера.

При использовании любой программы для вычисления определен
ных интегралов необходимо задать подынтегральную функцию и преде
лы интегрирования. С тем, как это делается в каждом конкретном 
программном пакете, нужно ознакомиться по руководству пользовате
ля. Еще один задаваемый параметр -  это точность вычисления 5 (от
носительная погрешность). По величине 5 программа обычно автома
тически определяет число шагов интегрирования п. Чем меньше вели
чина 5, те. чем точнее мы хотим провести вычисление интеграла, тем 
больше число п , что в свою очередь увеличивает время вычисления. 
Следует заметить, что подынтегральная функция часто содержит пара
метры, определяемые из эмпирических данных, В этом случае точность 
вычисления 5 следует принять примерно равной точности задания па
раметров. Если, например, параметры определены до трех десятичных 
знаков, нужно задать 5 = 0,001.

После завершения вычислений программа возвращает полученное при
ближенное значение интеграла / и погрешность (абсолютную) Д, равную 
разности точного и приближенного значений интеграла, т.е.

ь
f{x ) Лс = /± л.

I

Это равенство следует понимать следующим образом: точное значе
ние интеграла может оказаться равным любому значению, заключенно
му между

(/ +  Д) и и - is ) .

В свою очередь для Д имеет место приближенная оценка

Л= Л5.
На этом мы завершим рассмотрение вопросов, связанных с численным 

интефированием.

5.4. Применение определенного интеграла в экономике

Начнем с такого понятия рыночной экономики, как излишек, или доба
вочная выгода потребителя (покупателя). Рассмотрим кривую спроса неко
торого товара, заданную как Р = f{Q )  и показанную на рис. 5.13.



Рис. 5.13

Здесь Рд -  равновесная цена, а -  реализуемое по этой цене количест
во товара. Точка равновесия (см. параграф 1.5) находится как точка пересе
чения кривой спроса и кривой предложения (последняя на рис. 5.13 не по
казана). Поскольку на кривой спроса Р -  это цена е д и н и ц ы  товара, то 
общая сумма денег, потраченная потребителями на приобретение количе
ства товара Qd, будет, очевидно, P-Q̂ .

Предположим теперь, что товар в количестве не сразу весь попадает 
на рынок, а выбрасывается небольшими партиями, равными AQ. Это весь
ма распространенная тактика реализации товара. Цель продавца достаточ
но прозрачна: поддержать цену на товар выше равновесной. Действитель
но, после первой партии товара его количество на рынке будет

Q,=^Q.
Цена, соответствующая этому количеству товара, находится из кривой 

спроса:

Л =/(0,).
Если, как мы предполагали, величина ДСмала, можно считать, что вся 

партия товара реализуется по цене /*,, а затраты потребителей на эту партию 
товара составят /*|Д0.

После этого на рынок выбрасывается вторая партия товара, также рав
ная AQ. Однако теперь общее количество товара, попавшее на рынок, будет

Q, = Q, + ^Q=2^Q.
Соответствующая цена также находится из кривой спроса:

P,=f(Q,)-
Можно считать, что вторая партия товара Добудет реализована по це

не Pj, а затраты потребителей составят P̂ t̂ Q-



Этот процесс может быть продолжен до тех пор, пока не получим

о„=о„=«до.
Для того чтобы точно попасть в точку Q„, нужно, оче'видно, выбрать

п
Реализация //-й» последней партии товара будет производиться по цене

р = т „ ) = п о , )  = р,,
т.е. по равновесной цене. Затраты же потребителей на эту последнюю пар
тию товара составят

P^Q=PJ^Q.
Общие же затраты потребителей на все количество товара будут

+ />,Д0 + PhQ  =/((?,)Д0 +f(Q,)^Q +..Лf(Q„)^Q.
Рисунок 5.14 иллюстрирует сказанное выше.

Р

Рис. 5.14

Из рис. 5.14 хорошо видно, что общие затраты потребителей равны сум
ме площадей прямоугольников, а это в свою очередь приближенно равно 
определенному интефалу (см. параграф 5.3):

/ (0 ,)Д (?  + /(02)Д0 + ... + / (0 „)Д 0  = f {Q ) dQ.



Если теперь число п будет становиться сколь угодно большим, а величи
на AQ соответственно сколь угодно малой, то приближенное равенство пре
вратится в точное. Таким образом, суммарные затраты потребителей при 
продаже товара партиями AQ , когда эти партии становятся сколь угодно 
малыми, будут равны площади криволинейной трапеции между точками О
и 00-

По определению принимается, что излишек потребителя - это разность 
между гипотетическими затратами потребителей, которые могли бы быть, 
и реальными затратами в условиях рынка, равными Если обозначить 
добавочную выгоду для потребителя через CS, то

CS =
0.

f {Q ) d Q -P ,Q ,.

Геометрическая интерпретация приведенного определения дана на 
рис. 5.15.

Рис. 5.15

В качестве примера найдем излишек потребителя, если кривая спроса 
задана уравнением

P ^ f(Q ) = 29-3 Q \

а равновесное количество товара равно 2. Подставляя в кривую спро
са, сразу находим равновесную цену Р̂ :

Р = ДО,) = 29-3-2 ■ 17.

Теперь можно воспользоваться формулой для добавочной выгоды по
требителя CS, что дает



c s  =
Qo

f {Q )d Q - P ,Q ,  = (29-30^)</Q- 17 2 =

= 2 9 0 - Q^]o- 34 = 29 - 2-2 ’ -34 = 16.

Рассмотрим еще одно понятие рыночной экономики -  добавочную вы
году, или излишек производителя (продавца). Для этого возьмем кривую пред
ложения некоторого товара P - f (Q ).  График этой кривой и точка равнове
сия (пересечение с кривой спроса) показаны на рис. 5.16,

Рис. 5.16

Точно так же, как некоторые потребители, благодаря действию рыноч
ных сил, получают возможность приобрести товар по цене ниже той, кото
рую они были готовы заплатить, так и производители иногда получают воз
можность поставить товар на рынок по более высокой цене, чем та, на ко
торую они были согласны. Действительно, кривая предложения дает раз
личные цены, по которым производители готовы поставлять на рынок со
ответствующее количество товаров. Так, по цене /’„(см. рис. 5.16) будет по
ставлено количество товара Предполагая, что весь товар будет реали
зован по цене легко найти доход R:

R = PA -
с  другой стороны, количество товара, меньшее чем производители 

поставляли бы, согласно кривой предложения, по более низкой, чем Р̂ , цене. 
Указанная на рис. 5.16 область представляет добавочную выгоду произво
дителя, обозначаемую PS. Для вычисления площади этой области, очевид
но, можно написать



P S = P ,Q ,~ f {Q ) dQ.

Покажем, как полученная формула может быть использована на прак
тике. Пусть кривая предложения имеет вид

/>=/(0 = 7 + 403,

а точка равновесия между спросом и предложением достигается при коли
честве товара

Q=0o = 3.
Требуется определить добавочную выгоду производителя PS. Прежде 

всего из кривой предложения находим равновесную цену Р̂ .

Я„=/(0„) = 7 + 4.3^= 115.
Подставляем полученное значение в формулу для добавочной выгоды 

производителя

е. .1
PS = P ,Q ,~ / (е )  dQ^ 115 3- (7 + 4(?’ )rf(?= 345 - IQ+Q*

D [J

= 345-7-3- 3̂ = 345-21 -  81 =243,

что непосредственно дает ответ
Рассмотрим теперь задачу нахождения капитала (основных фондов) по 

известным чистым инвестициям. Напомним: чистые инвестиции (капита
ловложения) -  это общие инвестиции, производимые в экономике в тече
ние определенного промежутка времени (чаще всего -  года), за вычетом 
инвестиций на возмещение выходящих из строя основных фондов (капи
тала). Таким образом, за единицу времени капитал увеличивается на вели
чину чистых инвестиций.

Если капитал обозначить как функцию времени K{f), а чистые инвести
ции -  /(О, сказанное выше можно записать в виде

dt

те. это производная от капитала по времени /.
Часто требуется найти приращение капитала за период с момента вре

мени до t̂ , те. величину



Замечая, что K{t) является первообразной для функции /(/), и вспоми
ная формулу, связывающую первообразную с определенным интефалом 
(см. парафаф 5.2), можно сразу написать:

1̂
Пусть, например, по заданным чистым инвестициям

/(/)= 7000V7 = 7000/'  ̂

нужно определить приращение капитала за три года. Очевидно, что = О,

Непосредственное применение формулы дает 

ДЛ'=АГ(3)-АГ(0) =

= 7000

/, = 3.

7000/'^rfr = 7000
3

0 3 Q

= 24248,71.

Теперь, оставляя неизменной функцию /(О, задающую инвестиции, по
пробуем ответить на вопрос: через сколько лет приращение составит 50 ООО, 
те.

ООО.
Обозначая искомый промежуток времени через Т, можно написать

г
^K=

или, подставляя численные значения,

50 ООО = IQOOt^^dt.

Мы получили уравнение, которое интересно тем, что неизвестная вели
чина Т -  это верхний предел интефирования. Для рещения вычислим оп
ределенный интефал

7000/'^Л = 7000
3

= 4666,67



Теперь уравнение можно записать в виде
4666,677’’/' = 50 ООО.

В данном случае это нелинейное уравнение решается достаточно про
сто. Разделим обе части на постоянный множитель, что дает

7’V^= 10,71.
Возводя обе части в степень 2/3

( t,.V2)2/.i ^

окончательно получаем
7= 4,86.

Именно столько лет требуется, чтобы приращение капитала составило 
50 ООО.

В заключение разберем некоторые применения определенного интег
рала в области финансов. В парафафе 2.4 приводилась формула

S=
которая позволяет определять величину вклада S через промежуток време
ни /, если начальный вклад составляет /*и процентная ставка г начисляется 
непрерывно.

Рассмотрим теперь обратную задачу для нахождения стоимости аннуи
те та  (регулярных платежей) применительно к непрерывным процентам.

В этом случае платежи зависят от времени, т.е. являются функцией от t, 
что можно записать как Р= P(t).

Требуется определить величину вклада З'через Л'лет. Для решения разо
бьем Л'летна W равных промежутков времени А?, как показано на рис. 5.17.

t i

PU)\

N - f,

'1̂ ___

tf ...

Р = P(t)

+̂1 
Рис. 5.17

N
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Если поступления непрерывны, то в течение малого промежутка време
ни At их можно считать постоянными, а их величина от момента времени 
до составит приближенно

Pit,) At.
За время (N  -  t.) наращенная сумма, рассчитанная по формуле непре

рывных процентов, за счет начисления процентов на взнос Дл)Д/станет 
равной

Теперь, чтобы получить общую величину вклада ^через /Улет, достаточ
но сложить все "малые вклады", а именно

(лг-0)/100_̂ At.

Это приближенное равенство станет точным, если промежуток време
ни Д/будет становиться сколь угодно малым. В этом случае сумма, стоящая 
в правой части, превращается в определенный интеграл (см. парафаф 5.3). 
Окончательная формула имеет вид

P { t )/ dt.

В парафафе 2.4 рассматривалось понятие дисконта, связанное для не
прерывных процентов с формулой

P=Se
Эта формула дает возможность определить величину начального вкла

да Р, если известно, что через t лет он должен составить величину S, а не
прерывная процентная ставка равна г. Задача аннуитета в этом случае мо
жет быть сформулирована так: найти величину начального вклада Р, если 
регулярные выплаты по этому вкладу должны составлять З'ежегодно в тече
ние N  лет

Расчетная формула (ее вывод аналогичен аннуитету с платежами) 
такова:

Р =

где /•- непрерывная процентная ставка.
Для примера вычислим начальный вклад Р, если выплаты должны со

ставлять 100 в течение 4 лет, а процентная ставка равна 7, т.е.
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5= 100; л̂ “ 4; г=7. 
Подставляя численные значения в формулу, получаем

Р = -0,07( ,
е ш -

=  100 1 -0,07(-е
0,07

100

Это и есть искомый начальный вклад.
Рассмотренные примеры, разумеется, не исчерпывают всех возмож

ных приложений определенного интеграла в экономике, бизнесе и 
финансах, а просто демонстрируют плодотворность понятия определен
ного интеграла.

4

а



6. МАТРИЧНАЯ АЛГЕБРА

6.1. Векторы и матрицы

В этой главе мы познакомимся с новым математическим понятием, име
ющим многочисленные приложения к экономике и бизнесу, -  понятием 
матрицы. Ближе всего к этому понятию стоят хорошо всем известные обыч
ные таблицы. Начнем поэтому не с определений, а с наглядного примера.

Предположим, некоторая фирма-поставщик производит и реализует два 
вида товаров: товар 1 и товар 2. Поставки осуществляются еженедельно трем 
различным фирмам-покупателям, назовем их фирма 1, фирма 2 и фирма 3. 
Схема поставок следующая: товар 1 поставляется фирмам 1—3 в количестве 
3, 7 и 2 соответственно, а товар 2 — в количестве 5, 8 и 4. Для контроля по
ставок удобно составить следующую таблицу.

Товар Количество товара, поставляемого фирме
1 2 3

1 3 7 2
2 5 8 4

Смысл этой простой таблицы очевиден: если, например, нас интересует 
количество товара 1, поставляемого фирме 2, достаточно взять пересечение 
соответствующих строки и столбца, что сразу дает количество поставляе
мого товара -  7. Если теперь убрать названия строк и столбцов, а оставшу
юся часть таблицы обозначить через/4 и изобразить в виде

3 7 2 
5 8 4

мы получим пример того, что в математике называется матрицами. Пред
положим, фирма 3 обанкротилась, что приведет к исчезновению соответст
вующего столбца. Опуская названия и обозначая оставшуюся часть табли
цы через В, получим еще один пример матрицы:
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в= 3 7 
5 8J

Теперь дадим необходимые определения.
Совокупность m-w чисел, расположенных в виде прямоугольной табли

цы из т  строк и п столбцов, называется матрицей размера тхп, или прямо
угольной матрицей. Числа, из которых составлена матрица, называются эле
ментами матрицы.

Элементы матрицы обычно обозначают двойными индексами: а . , где 
первый индекс i означает номер строки, второй индекс j  -  номер столбца, на 
пересечении которых стоит элемент (нумерация строк производится свер
ху вниз, а столбцов слева направо). Для матрицы А размера тхп употребля
ется следующее обозначение:

А = ‘ 2л

Вместо квадратных скобок часто используют круглые скобки. 
Например, для матрицы В, рассмотренной выше, имеем в общих обо

значениях

В = *11 *12 
*21 *22

Элементы матрицы В, очевидно, имеют следующие значения:

*„ = 3, Л, = 7, 6„ = 5, 6,, = 8.
Действительно, например, стоит на пересечении первой строки и вто

рого столбца матрицы:

В = ГГт 1 Первая строка

— Второй столбец

что дает число 7. Аналогично находятся остальные элементы В.
В общем случае индексы / и j, определяющие положение элемента в 

матрице можно для наглядности считать к о о р д и н а т а м и ,  указываю
щими местоположение а,.вА, как показано ниже:

"21 ^̂22

“ ml “ m2 а

5 8



щ щ щ т

Z

‘ ml

Здесь показаны только "угловые" элементы матрицы А и сам элемент о..
Матрица размера 1хл, т. е. состоящая из одной строки и я столбцов, 

имеет специальное название -  вектор-строка. В этом случае первый 
индекс не нужен, и вектор-строка в общем случае может быть пред
ставлена как

А==[а, flj ... а,].

Аналогич но матрица размера тх  1, состоящая из m строк и одного столб
ца, называется вектор-столбцом и имеет вид

А =

В заключение приведем краткое обозначение для матрицы А размера 
тхп:

А=[а^] или Л = {а.).

6.2. Операции над матрицами

Над матрицами можно производить некоторые математические опе
рации, которые напоминают действия, выполняемые над обычными 
числами (сложение, умножение и т.д.). Рассмотрим эти операции по
дробнее.

Начнем с определения, которое представляется совершенно естествен
ным.
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Две матрицы одинакового размера тхп называются равными, если все 
элементы, стоящие на одних и тех же местах, равны между собой. Тогда пи
шут

А= В,
г а е А ч В -  матрицы (не путать с числами!).

Другими словами, если /1 = (а^; Д= [6^, то равенство матриц означает 
а ^ =  b . { i =  1,2, 1 ,2 ,..., п).  '

Вернемся к примеру с фирмой-поставщиком, который разбирался в пре
дыдущем парафафе. Как и там, предположим, что в первую неделю постав
ки задаются матрицей

А =
3 7 2 
5 8 4

а во вторую неделю пусть матрица, определяющая поставки, будет

В = 2 5 3 
4 6 5

Для руководителей фирмы представляет интерес не только информация 
о недельных поставках, но и суммарный объем продаж за две недели. Оче
видно, если в первую неделю товар 1 поставлялся фирме 2 в количестве 7, 
а во вторую неделю - соответственно в количестве 5, то за две недели фир
ма 2 получила 12 единиц товара 1. Аналогичные рассуждения справедливы 
для остальных фирм-покупателей, а также для товара 2. Если теперь матри
цу, выражающую суммарные поставки, обозначить через С, то для нее бу
дем иметь

С=

Другими словами, каждый элемент матрицы С равен сумме соответст
вующих (с теми же индексами / и J) элементов матриц А и В. Матрица С 
называется суммой матриц Av\ В .Ъ  общем случае имеем следующее опре
деление.

Пусть даны две матрицы Aw В  одинакового размера тхп

'з + 2 7 + 5 2 + 3 5 12 5 '
5 + 4 8+6 4+5 9 14 9

" м “ |2 • “ и  ' *1 . ^ 2 - ■

А = " л -  “ 2« , в  = *2 . *22 -

«m2 -  , ^̂m\ *«я2 ••• л !
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тогда суммой матриц Аи В  будет следующая матрица С:

С=

(7||+Л|, a,j+6,2 ... а,„+Л,„

"21+*21 "22+̂ 22 ••■ “ 2л+*2л

Символически это записывается так:

С=А+В.
Отметим, что /и и w -  произвольные натуральные числа, а многоточием 

обозначены невыписанные элементы матриц.
Следующая операция, которую можно производить над, матрицами, - 

это умножение матрицы на произвольное вещественное число. Обратимся 
снова к примеру с фирмой-поставщиком.

Пусть недельная поставка товаров задается матрицей

3 7 2 
5 8 4

Предположим далее, что в течение четырех недель объемы поставок не 
менялись. Спрашивается, каковы месячные (за четыре недели) поставки 
товаров.

Если взять определенный товар, например товар 1, и конкретную фир- 
му-покупатель, пусть это будет фирма 3, совершенно ясно, что поставки 
этой фирме за месяц будут в 4 раза больше, чем за неделю, те. не 2, а 8. То же 
самое справедливо для других товаров и фирм, а это в свою очередь означа
ет: каждый элемент матрицы месячных поставок в 4 раза больше соответст
вующего элемента матрицы недельных поставок. Обозначая матрицу ме
сячных поставок через В, можно написать

В = 4 3  4-7 4-2 12 28 8
4-5 4-8 4-4 20 32 16

Дадим теперь определение для общего случая. 
Если задана матрица А размера тхп

А =
II «12 ■•• « и

21 "2 2  ••• "2 «

ml ■
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произведением матрицы А на вещественное число к называется матрица В, 
элементы которой имеют вид

В =
*11 *12 -
*21 *22 - *2«

*ш1 *и2 - ^̂n

к а,| к а , 2 .... к- «1,
к- flj i к "22 • к ‘‘ гп

к “ «2 ■... к

Другими словами, каждый элемент исходной матрицы А умножается на 
одно и то же число к. Символически можно записать

В = к Л ,
TAtAwB-  матрицы (не путать с числами!).

Операции над матрицами, которые рассматривались до сих пор, выгля
дят достаточно естественными и не представляют особых трудностей для 
понимания. А вот следующая операция -  умножение матриц -  может, на 
первый взгляд, показаться сложной и искусственной. Обратимся поэтому 
сначала к примеру

Предположим, фирма приобретает фи вида товаров С,, и (7, в коли
честве 70, 120,110 соответственно, что можно изобразить вектор-строкой Q

Q=[70 120 ПО).
Цена Ĝ  составляет 12 за единицу товара, цена -  17 и цена С, - 9, что 

можно изобразить вектор-столбцом

Р=
12
17
9

Спрашивается, каковы общие затраты фирмы на приобретение этих то
варов по указанным ценам. Ответ очевиден: надо просто умножить количе
ство каждого товара на соответствующую цену и сложить промежуточные 
результаты, что дает

70-12 + 120-17 + 110-9 = 3870.
Эту последовательность действий можно изобразить в таком виде;

= [3870].
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Тонкими линиями попарно соединены числа из вектор-строки и вектор- 
столбца, которые перемножаются. При этом первый элемент вектор-строки 
умножается на первый элемент вектор-столбца, второй элемент умножается 
на второй, третий на третий. Полученные три числа складываются.

Мы получили пример умножения вектор-строки на вектор-столбец. Ра
зумеется, число элементов в каждом из векторов может быть произволь
ным. Главное, чтобы оно было одинаковым (в противном случае какому-то 
элементу не найдется пара). Результатом умножения вектор-строки на век
тор-столбец всегда будет число. Учитывая, что вектор-строка и вектор-стол- 
бец -  это частные случаи матриц, перейдем к общему определению умно
жения матриц.

Произведением матрицы А размера тхк  на матрицу В  размера кхп назы
вается такая матрица С размера тхп, каждый элемент которой с.., стоящий 
на пересечении /-й строки и j-vo столбца матрицы С, получается в виде про
изведения /-Й строки матрицы Л нау-й столбец матрицы В.

Произведение /-й строки матрицы нау-й столбец матрицы Д берется по 
правилу умножения вектор-строки на вектор-столбец.

Символически это записывается в виде

С = А В .
Из определения следует, что перемножать можно не любые матрицы, а 

только те, которые удовлетворяют условию: число столбцов матрицы А (пер- 
вый сомножитель) равно числу строк матрицы В  {«горок сомножитель). Если 
это условие не выполнено, то невозможно вычислить произведение строки 
матрицы А на столбец матрицы В  по правилу умножения вектор-строки на 
вектор-столбец. Из определения также следует, если матрицаразмера ту.к 
умножается на матрицу ̂ размера кхп, то матрица С, являющаяся их произ
ведением, будет иметь размер тхп. Ниже проиллюстрирован процесс ум
ножения матрицы А на матрицу В\

Матрица А

... ■ Мат
...

РИ1ш В

- '

Ŵ атри

'^11

ца С =

'  1л

4 В

i =

- « т *

[^1 - Ч / « 1 ” гт

"Л -  ,Умножим, для примера, матрицу А на матрицу В, где

« I I  «12 ' 1 2 '
, в= ' ^ 1 * 1 2 ' 2 1

" л  "2 2  , 2 3 . * 2 , ^ 2 . 13



" >Pi • . >-

Если обозначить их произведение как

С=

то элементы матрицы С

Си = " , Г * и  + « 12- * „ =  1-2 + 2-1 =4,

С,2 = « | , - * , 2  + «,2 ' * 22= +2-3 = 7,

С2, = ‘' 2,-*„ + « 22- *j,=  2-2 + 3-l =7,

‘ 2̂2 = " 2, - * , 2  + " 22- 622= 2 - 1  +3 - 3 = II. 
Окончательный результат может быть записан в виде

С=А В  = 4 7 
7 II

'2 1 1 2 ' 2 1+1-2 2 2 + 13 '4 7
13 2 3 11+3-2 1 2 + 3 3 7 11

Возьмем теперь те же самые матрицы А и В  и в их произведении поме
няем сомножители местами. Проделав вычисления, аналогичные вышепри
веденным, легко находим

В А =

Из сравнения с матрицей С видно, что для данных матриц >4 и Д выпол
няется равенство

А В  = В  А.
Этот результат не должен вводить в заблуждение. Взяв другие матрицы 

А н В

А = 10 , в  = 0 1 ■
0 0 0 0

В = 0 1
, в  .4= 0 0

0 0 0 0

легко находим

Отсюда сразу можно сделать вывод: при умножении матриц в общем 
случае

А В * В А .



Другими словами, известное из школьной алгебры правило "от измене
ния порядка сомножителей произведение не меняется" для матрицы не вы
полняется. Это "негативное" правило не позволяет менять порядок сомно
жителей, когда мы имеем дело с матрицами.

Операции над матрицами (сложение, умножение и умножение на чис
ло), которые рассматривались выше, обладают определенными с в о й с т 
вами.  Ниже приводятся эти свойства (они могут быть легко проверены).

I. ( А +  В ) +  С = А + { В +  Q .

П.А+ 0=А,
III.  ( A - B ) - C = A - ( B - Q .

IV. к(А +  И) =  кА +  кВ.

Здесь/4, B w C - матрицы, к -  вещественное число, а через ^обозначена 
нулевая матрица, т.е. такая матрица, у которой все элементы равны нулю.

Легко заметить, что приведенные свойства очень напоминают правила 
действий с обычными числами. По аналогии с алгеброй чисел можно по
этому говорить о матричной алгебре.

Завершим парафаф, применив понятия матричной алгебры к системам 
линейных уравнений, которые неоднократно нам встречались на протяже
нии этой книги. В общем случае систему двух линейных уравнений с двумя 
неизвестными можно представить в виде

«2,̂ . + = *2-
где X, и ATj -  неизвестные, а а,,, а,,, о,,, Ojj, 6,, -  постоянные величины
(параметры). Эта система обозначений очень удобна. Во-первых, каждый 
параметр стоит на "своем" месте. Например, относится к первому урав
нению (первый индекс равен 1) и является коэффициентом при неизвест
ной Xj (второй индекс равен 2). Во-вторых, отпадает необходимость вво
дить большое количество буквенных обозначений.

Возьмем теперь матрицу А  и два вектор-столбца Х и  В  в виде

“ и «12 , х = , в  =
,"21 "22 , .*2

А =

Тогда систему двух линейных уравнений с двумя неизвестными можно в 
матричных обозначениях представить как

А Х =  В.
Действительно, умножая матрицу^ на вектор-столбецполучаем век- 

тор-столбец с элементами



 ̂ X =

Приравнивая полученный вектор-столбец вектор-столбцу Д и вспоми
ная, что матрицы (в частном случае вектор-столбцы) равны между собой, 
когда равны все элементы, стоящие на одних и тех же местах, получаем ис
ходную систему уравнений.

Рассмотрим теперь систему п линейных уравнений с п неизвестными. 
Аналогично случаю двух уравнений такую систему можно представить в виде

а,,дг,+А,̂ , + ... + в,„х =А,,

1V, + «„Л  + -  + "„Л  = 
Взяв матрицу/4 и два вектор-столбца Х и  В

«и "и
А = . х  = , в =

исходную систему уравнений можно записать в матричных обозначениях

А Х = В ,
где матрица А имеет размер п х п , а Х  к В  имеют размер я х 1.

Таким образом, матричная система записи у н и в е р с а л ь н а  и не за
висит от размерности системы линейных уравнений, т.е. от числа п.

6.3. Обращение квадратных матриц

Внимательный читатель наверняка заметил, что, говоря об аналогии меж
ду матричной алгеброй и обычной алгеброй чисел, мы "забыли” операции 
вычитания и деления. Что касается вычитания, то для чисел эта операция 
сводится к сложению и умножению на число, а именно

а -  6 = а + (-1)6.
Точно так же поступают и в случае матриц. Если Ли В -  матрицы одина

кового размера, то по определению

А - В  = А + (-\)В.
Операциюделениядля чисел тоже можно свести к умножению, если вве

сти понятие обратного числа.



Обратным относительно а называется такое число Ь, для которого вы
полняется условие

190, j й.

аЬ=
Очевидно, что в случае чисел

Ь= — = а’ '.

Такого же подхода (введение обратной матрицы) придерживаются и в 
матричной алгебре. Начнем с некоторых понятий, необходимых для даль
нейшего.

Матрица называется квадратной, если число ее строк равно числу столб
цов. Таким образом, квадратные матрицы имеют размер пхп.

Квадратная матрица вида

/ =
1 О ... О

О 1 ... о

о о ... 1

называется единичной матрицей и обозначается буквой I. Все элементы та
кой матрицы равны нулю, кроме элементов с одинаковыми первым и вто
рым индексами, которые равны единице, т.е.

«„=>■
Единичная матрица обладает важным свойством: умножение произволь

ной квадратной матрицы А на единичную дает в результате матрицу А. Бо
лее того, порядок сомножителей в этом случае не имеет значения, т.е.

1 А ~ А 1 - А .
Проверим справедливость последнего равенства для произвольной ква

дратной матрицы А размера 2x2. Вычисляем

1 0 «12 ' l - f l , i  + 0 а „ l-f l l2  +0-^ 22 «11 «12
0 1 “ 21 «22 0 +1- flj, 0- а ,2 +  1 «21 «22

I  А =

Совершенно аналогично находим 

А 1 =

что и требовалось проверить.

= А.

« И  «12 1 0 «11 «12 '

«21 «22 0 1 «21 «22
= А,
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Для произвольной матрицы размера т х  п (необязательно квадратной) 
вводится операция транспонирования. Поскольку эта операция не имеет 
аналога в обычной алгебре, вернемся к примеру с фирмой-поставщиком 
(см. параграф 6.1). Таблицу, приведенную в параграфе 6.1, очевидно можно 
представить в другой форме, как показано ниже;

Фирма Количество поставляемого товара
1 2

1 3 5
2 7 8
3 2 4

Мы просто заменили строки столбцами и наоборот. От такой замены 
смысл таблицы измениться, конечно, не может. Например, как в первом, 
так и во втором случае число 7 означает количество товара 1, поставляемого 
фирме 2.

Матрицу, соответствующую таблице в парафафе 6.1, мы обозначали там 
буквой А. Она имела вид

А = 3 7 2 
5 8 4

Если теперь обозначить матрицу, соответствующую перевернутой таб
лице, через то

3 5 
7 8 
2 4

Матрица А  ̂называется транспонированной к А (отсюда в обозначении 
верхний индекс 7), а сама процедура перехода от/4 к /4̂  называется операци
ей транспонирования. Теперь нетрудно дать определение произвольной ма
трицы размера т х  п.

Если элементы строк матрицы

^ = К 1
размера т х  п расставлены в столбцы (при этом одновременно элементы 
столбцов расставляются в строки), то полученная матрица размера п х т  
называется транспонированной к и обозначается

Аг = (а,>).
Связь между элементами матриц А^иА задается равенством



Каждой квадратной матрице у4 размера пх п можно однозначно поста
вить в соответствие число £>, которое называется определителем (иначе де
терминантом) матрицы А и обозначается

D= det(/l) = det

Существуют правила, позволяющие вычислять определитель квадрат
ной матрицы любого размера. Мы, однако, ограничимся матрицей размера 
2x2. В этом случае имеется следующая формула для вычисления определи
теля'.

II «12 ••• " и

21 "2 2  ••• "2 «

л| «л2 •••

Z)=det(i4) = det

Отметим также, что определитель числа, точнее, матрицы размера 1x1, 
состоящей из одного числа, равен этому же числу, т.е. если а -  веществен
ное число, то

det(<7) = а.
Дадим теперь определение обратной матрицы.
Обратной для квадратной матрицы Л размера я х я называется такая мат

рица (обозначается А~̂ ) также размера я х я, для которой выполняется ра
венство

А '■А =  А А-' =  1,

где I -единичная матрица.
Обозначение обратной матрицы не должно вводить в заблуждение. Это 

не возведение в минус первую степень, а просто обозначение. Во всем ос
тальном просматривается аналогия с числами (см. начало данного парагра
фа), только вместо числа 1 берется единичная матрица I.

Как же вычислить обратную матрицу, те. построить алгоритм, позволя
ющий по элементам матрицы А получать элементы обратной матрицы А~'1 
Для этого нам потребуется понятие алгебраического дополнения.

Предположим, задана квадратная матрица А размера пх п. Если взять 
произвольный элемент матрицы а̂  и вычеркнуть строку и столбец, на пере
сечении которых он стоит (/-я строка иу-й столбец), то останется квадрат
ная матрица размера (я — 1) х (я -  1). Для этой матрицы можно вычислить 
определитель, который мы обозначим (это всегда число). Алгебраическое



дополнение (обозначается /1̂  элемента вычисляется по следующему пра
вилу:

Для примера возьмем матрицу размера 3x3:

А =
1 3 7
2 5 1
3 1 6

и вычислим алгебраическое дополнение
Вычеркиваем 1-ю строку и 2-й столбец, что соответствует значениям 

индексов

/=1, У=2.
Далее, вычисляем определитель оставшейся части матрицы

0,2 = det 2 1 
3 6 = 2 6 - 3  1 = 9.

Окончательно для алгебраического дополнения имеем 

^,, = (-l)'^^Z),, = (-l)-9 = -9.
Теперь мы готовы к тому, чтобы привести а л г о р и т м ,  т. е. последова

тельность действий, позволяющую вычислять матрицу А~', обратную для 
квадратной матрицы А размера пхп:

^= К1 .
1. Каждый элемент а., матрицы А заменяется соответствующим алгеб

раическим дополнением
2. Полученная таким образом матрица подвергается операции транс

понирования.
3. Вычисляется определитель исходной матрицы А, и транспонирован

ная матрица (см. п. 2) умножается на число l/det(y )̂.
Все сказанное можно записать в виде формулы:

det(A)

,̂2 -
'̂ 21 '̂ 22 - 2̂п

Л . ^2

В качестве примера вычислим матрицу/4*', обратную для квадратной ма
трицы А размера 2x2:
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А =

Будем придерживаться а л г о р и т м а ,  изложенного выше.
1. Вычеркивая строки и столбцы, находим определители Л^(они равны 

элементам, остающимся после вычеркивания)

^ , . ’ " 22' 0 , г = « 2,- ^ 2, = « 12- ^ 2 2  = "и- 
Используя полученные значения, находим последовательно алгебраи

ческие дополнения А.:
V

Л, = ^M=(-'V «22 = 2̂2.
/1, = (-1 )-  /), = (- !) ’
/12, = (- ! )-  D^=(-\y  =

= (- ! ) -  Д , = (-1Г «„ = 0,,
2. Составляем из алгебраических дополнений матрицу и транспонируем

ее

■^п
Г

"22 -«21
Т

“ 22 -«12
,^21 /1̂ 2 -"12 «11 ..-«21 «11

3. Вычисляем определитель исходной матрицы А

detM  = det[ " "  "
 ̂  ̂ [ “ 2. "

Окончательно для обратной матрицы ^ ' имеем:

1 «22 -«12 1 «22 -«12
det(-4) .-«21 «и «11«22-«21«12 .-«21 «1!

В этом примере определение алгебраических дополнений тривиально — 
они отличались от элементов матрицы разве что знаком. Если же взяться за 
вычисление обратной матрицы размера 3 х 3, то придется находить девять 
(по числу элементов матрицы) алгебраических дополнений, каждое из ко
торых связано с вычислением определителя матрицы размера 2x2. Вооб
ще, вычисление обратной матрицы большого размера -  очень трудоемкая 
процедура и обычно выполняется на компьютерах. Более того, даже хоро
шие калькуляторы часто содержат встроенные программы для вычисления 
обратной матрицы. Поэтому проводить такие расчеты вручуютак же неле



по, как писать гусиным пером. А вот понимать, как выполняются такие вы
числения, очень желательно.

6.4. Системы линейных уравнений

Рассмотрим систему п линейных уравнений с п неизвестными

+ + -  + =

" „л  + + -  + " „ л  = *„•
Решением системы называется совокупность п значений неизвестных

дГ| = а,,

при подстановке которых все уравнения системы обращаются в тождества.
Может случиться, что система не имеет решения. В этом случае она на

зывается несовместной.
В парафафе 6.2 было показано, что система линейных уравнений может 

быть представлена в матричной форме как

А Х=В,
где А -  матрица, составленная из коэффициентов при неизвестных систе
мы, X -  вектор-столбец неизвестных, а В -  вектор-столбец свободных чле
нов.

Используя матричное представление и понятие обратно(1 матрицы, мож
но сразу получить решение системы линейных уравнений. Действительно, 
умножая обе части последнего равенства на матрицуобратную  для мат
рицы А, получаем

А-'-А Х= А  ' В.
Учитывая, что

А-'А = Г, 1 Х = Х ,
окончательно имеем

Х=А-'В .



в правой части последнего равенства стоит произведение матрицы /t' и 
вектор-столбца В. Результатом будет вектор-столбец, который и представ
ляет собой решение системы уравнений

а.

К  сожалению, как отмечалось в конце предыдущего парафафа, вычис
ление обратной матрицы большого размера, т.е. когда число уравнений в 
системе велико, представляет собой непростую задачу На практике для ре
шения систем линейных уравнений чаще всего применяется метод последо
вательного исключения неизвестных (метод Гаусса), который излагается ниже. 
Предварительно сделаем одно замечание.

Над уравнениями системы можно производить следующие преобразо
вания: изменять порядок уравнений; умножать уравнение на постоянное 
число; прибавлять к одному из уравнений другое, умноженное на любое 
число. В результате таких преобразований, которые называются элементар
ными, всегда получается система уравнений, р а в н о с и л ь н а я  исходной, 
т.е. имеющая те же самые решения.

Метод последовательного исключения неизвестных сводится к следующей 
схеме. Для того чтобы решить систему уравнений

"2Л + ‘»2Л+-+«2Л=*2;

выписывают так называемую расширенную матрицу этой системы

« I I «12 - « 1 „

/ )= «21 «22 « 2 „ *2

« „2  -

которая представляет собой матрицу коэффициентов А, дополненную век
тор-столбцом свободных членов В. Последний для удобства отделяется чер-
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той. Затем над строками матрицы D  производят элементарные преобразо
вания; разрешается изменять порядок строк (соответствует изменению по
рядка уравнений); умножать строки на отличные от нуля числа (отвечает 
умножению соответствующих уравнений на эти числа); прибавлять к лю
бой строке матрицы любую другую ее строку, умноженную на число (со
ответствует прибавлению к одному из уравнений системы другого уравне
ния, умноженного на это число).

С помощью таких преобразований каждый раз получается расширен
ная матрица новой системы, равносильная исходной. При этом стараются 
привести матрицу D  к "треугольному" виду, из которого решение системы 
находится непосредственно, а именно

du ‘

D = 0 2̂2 2̂

0 0 ~ d„„
Действительно, последняя строка матрицы соответствует уравнению

‘/-Л “пп п п
откуда

с_
= а .  =

Предпоследней строке матрицы соответствует уравнение 

Подставляя вместо неизвестной полученное значение а ,̂ находим

где запятыми в матричных элементах отделяется первый индекс от второго. 
Таким образом, находится вся совокупность и значений неизвестных

что и представляет собой решение исходной системы уравнений.
В качестве примера решим систему трех линейных уравнений с тремя 

неизвестными

л, + + Зх, = 2;
X, -  +JCj = 0;
+ 3Xj — Xj = —2.



Расширенная матрица этой системы имеет вид

12 3 2
1 -1 1 0
1 3 - 1 -2

Стремясь привести матрицу к "треугольному" виду, вычитаем первую 
строку из второй и третьей и оставляем саму первую строку неизменной. 
В результате получим матрицу

1 2 3 2
0 -3 -2 -2
0 1 -4 -4

Далее, прибавив утроенную третью строку ко второй, имеем

1 2 3 2
0 0 -14 -14
0 1 -4 -4

Разделив вторую строку на 14 и поменяв ее местами с третьей, оконча
тельно приводим расширенную матрицу к "треугольному" виду

12 3 2 ■
0 1 -4 -4
0 0 1 1

Но это расширенная матрица системы

д:, + + Зх̂  = 2;
< -  4ДГ, = -4;

и ,=  1,
равносильной исходной системе. Подставляя значение л:, во второе уравне
ние, находим х̂ .

х , - 4 - 1 = - 4 ,  Xj = 0.

Подставляя значения х^их^в первое уравнение, находим х,:

х, + 2-0 + 3-1 =2, л:, = -1.
Таким образом, решение исходной системы линейных уравнений имеет 

вид:
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X| = —1, JCj = 0, Xj= 1.
В заключение отметим, что при решении систем линейных уравнений с 

большим числом неизвестных используются, разумеется, компьютеры, для 
которых созданы многочисленные профаммы, позволяющие эффективно 
находить решение.

6.5. Матрицы в экономических приложениях

Вернемся к простой двухсекторной макроэкономической модели, кото
рая рассматривалась в параграфе 1.6. В этой модели равновесие между по
треблением Си доходами Кнаходится из решения системы уравнений

C=aY+b-,
Y=C+ I,

где I  -  инвестиции (не путать с обозначением единичной матрицы), а на 
параметры а и Ь  наложим офаничения:

0<а< 1; *>0.
Требуется выразить эндогенные величины Си Кчерез экзогенные — а,Ь 

и /. Напомним, что при использовании моделей в экономических расчетах 
все величины подразделяются на экзогенные, или входные данные (рассчи
тываемые вне модели), и эндогенные, или выходные неизвестные {определяе
мые в процессе решения).

Для решения задачи представим систему уравнений в матричной фор
ме. Предварительно перенесем все эндогенные величины (потребление Си 
доходы Y) в левые части уравнений, а именно

С - а У ‘ Ь-

-С+ У=1.
Эту систему уравнений, равносильную исходной, можно записать в виде

А Х = В ,

где

А  =
1 -а 

- 1  1
Х= В= \ь

Чтобы убедиться в справедливости такой записи, достаточно умножить 
матрицу А на вектор-столбец А':



'.гм

1 -а ■ С C-aY
-1 1 . Y _ -C+Y

А Х=

Приравнивая элементы полученного вектор-столбца к элементам век
тор-столбца В, получаем требуемую систему уравнений.

Умножая матричное уравнение

А Х= В
на обратную матрицу ‘ и учитывая, что

А 'А = 1 ,
легко находим

Х = А ^ 'В .
В параграфе 6.3 было показано, что в общем случае для матрицы А раз

мера 2x2
^ = К 1

обратная матрица Л-' имеет вид

А-'=. 1

det(^)

Подставляя сюда элементы нашей матрицы А

и вычисляя определитель 

det(/l) =det

получаем

А =

1 -а 
-1 1

А-'=■

1 - а  

-1  1

= 1 l-(-l). Ы = 1 - А .

I - а
I а 
1 I

Это позволяет определить вектор-столбец X:

В= ' 1 а Ь 1 1яа1
1 - а I I / 1 - а Ыг!



с  другой стороны, мы определили вектор-столбец как

;f=[ '

Приравнивая элементы двух вектор-столбцов, окончательно находим

С= b + a l 
1 - а

С= Ь+ ! 
1 - а

Полученные значения определяют точку равновесия между потребле
нием Си доходами К, если известны уровень инвестиций и зависимость по
требления от доходов (параметры а и Ь).

Рассмотрим теперь матричной модели, те. модели, построенной
в виде таблицы (матрицы). Такие модели обычно отображают соотношения 
между затратами на производство и его результатами. Широкое распрост
ранение матричных моделей связано с тем, что запись данных в табличной 
форме облегчает их обработку на компьютерах и дает наглядное представ
ление о результатах расчета.

Простая макроэкономическая модель, рассмотренная в парафафе 1.6, 
предполагает наличие всего двух секторов экономики: производители и 
потребители. От производителей идет поток товаров и услуг, а от потреби
телей -  поток денег (рис. 6.1). При этом товары и услуги можно измерять не 
в физических объемах, а в текущих рыночных ценах, те. в стоимостных объ
емах. В этом случае все потоки, изображенные на рис. 6.1 стрелками, мож
но измерять в денежных единицах. Наименования денежных единиц, как и 
везде в этой книге, бyдyt опускаться.

Поток
денег

Производители

Потребители

Поток 
товаров 
и успуг

Рис. 6.1

Прямоугольник, обозначенный на схеме как "Производители", включа
ет все многообразие фирм, предприятий и целых отраслей производства, 
занимающихся активной экономической деятельностью. Всю производи
мую ими продукцию (товары и услуги) удобно разделить на две части: про
межуточный продукт и конечный продукт.



Промежуточный продукт — это та часть совокупного продукта, которой 
производители обмениваются между собой или используют для собствен
ных нужд. Например, электроэнергия используется практически в любом 
производстве. В свою очередь, энергетический комплекс нуждается в про
дукции огромного количества отраслей.

Конечный продукт — это вся продукция, предназначенная для потреби
телей.

Иногда используется термин "конечный спрос", чтобы подчеркнуть: 
в рыночной экономике только товар, "нашедший" покупателя, обладает сто
имостью. Себестоимость товара никого не интересует, кроме тех, кто этот 
товар произвел.

Рассмотрим простой пример, поясняющий сказанное. Пусть произво
дители состоят всего из двух фирм: фирма 1 и фирма 2. Предположим, что 
совокупный продукт, выпускаемый фирмой 1 за год, составляет в стоимо
стных объемах 400. (Это может быть 400 тысяч долларов или 400 миллионов 
рублей.) Для этого производства используется продукция собственных под
разделений фирмы 1 в объеме 40 и закупленная у фирмы 2 в объеме 320. 
Аналогичные цифры для фирмы 2 таковы: совокупный продукт -  500, по
ставки собственных подразделений -  100, закупки у фирмы 1 -  200. Таким 
образом, фирма 1 поставляет самой себе 40 единиц и фирме 2 -  200 еди
ниц. Если из совокупного продукта фирмы 1, равного 400, вычесть эти две 
величины (промежуточный продукт), то получим конечный продукт, вдан- 
ном случае равный 160;

400-40-200= 160.
Аналогично фирма 2 поставляет самой себе 100 единиц и фирме 1 -320, 

что дает в сумме промежуточный продукт Если его вычесть из совокупного 
продукта фирмы 2, равного 500, то получим конечный продукт:

500- 100- 320 = 80.
Полученные результаты можно наглядно представить в виде схемы, изо

браженной на рис. 6.2.

202|-

40

320

100

Ф и рм а  1 
400

200

Ф ирм а 2 
500

160
Конечный
продукт

'(конечный
спрос)

Конечный 
80 продукт 

^  (конечный 
спрос)

Рис. 6.2
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Здесь стрелками обозначены все стоимостные потоки, а числами вели
чины этих потоков. Числа в прямоугольниках показывают совокупный про
дукт для каждой фирмы. К  этому примеру мы будем неоднократно возвра
щаться для иллюстрации общих результатов.

Модель, изложенная выше для простого случая двух фирм-производи- 
телей, получила название модели “затраты-выпуск", или модели межот
раслевого баланса.

Далее удобно перейти к нормированным величинам. Другими словами, 
к затратам, отнесенным к единице (в стоимостном выражении) продукции. 
Для нашего простого примера это можно пояснить с помощью таблицы, 
показанной ниже:

Фирма Поставки фирме

0,1 0,4

_02.
Здесь первый столбец показывает, что для производства единицы про

дукции фирме 1 необходимы поставки от фирмы 1 (самой себе) в размере 
0,1, а от фирмы 2 в размере 0,8. Действительно, разделив поставки фирмы 1 
самой себе (это 40) на совокупный продукт фирмы 1 (это 400), получаем

40
4 ^

= 0 , 1.

Аналогично для поставок фирмы 2 на единицу продукции фирмы 1

320
400*

= 0 ,8 .

Второй столбец таблицы относится соответственно к поставкам фирме 2 
для производства единицы продукции. Еще раз подчеркнем -  в стоимост
ном и нормированном выражении.

Если опустить наименования, то таблицу можно представить в виде ма
трицы

"п  "|2 0,1 0,4'
а 21 °22 0,8 0,2

где элементы матрицы а̂  называются коэффициентами прямых затрат (про
изводственными коэффициентами).

Одна из важнейших предпосылок модели "затраты-выпуск" -  линейность 
связей — состоит в том, что выпуск продукции предполагается пропорцио
нальным прямым затратам, т.е. если, например, мы хотим увеличить вы



пуск вдвое, то необходимо в 2 раза увеличить все затраты. Линейность свя
зей — это, разумеется, упрощение реальной экономической действитель
ности, облетающее, однако, проведение расчетов.

Для нашего простого примера линейность связей означает следующее.
Если обозначить совокупный продукт фирмы 1 и фирмы 2 через х, их^.а 

конечный продукт -  через ŷ  и соответственно, то будем иметь систему 
линейных уравнений

X, = 0,1Х| + 0,4Xj +
] Х2 = 0,8Х| + 0,2х2 + У2,

которая связывает производство на каждой фирме друг с другом и конеч
ным продуктом (спросом). Действительно, если собственные затраты на 
единицу продукции фирмы 1 составляют 0,1, то для выпуска х, продукции 
они будут О, |Х| (линейность связей). Соответственно, если фирма 2 на про
изводство единицы продукции осуществляет закупки у фирмы 1 на 0,4, то 
для производства количества х̂  эти закупки составят 0,4Xj. Поставки фир
мы 1 самой себе и фирме 2 в сумме с конечным продуктом у, как раз и со
ставляют совокупный продукт Х|. Это и есть первое уравнение системы. 
Рассуждая аналогично, получаем второе уравнение.

Эту систему уравнений в матричных обозначениях можно записать в виде

0.1
0,8

0,4
0 , 2 >-2

мли в более компактной форме

Х = А Х +  Y,
где А -  уже известная нам матрица коэффициентов прямых затрат, z X w Y -  
вектор-столбцы совокупного и конечного продуктов соответственно.

В общем случае, когда имеется п отраслей производства, можно ввести 
матрицу коэффициентов прямых затрат размера я х я:

“ п “ |2 ••• «I,
А = "21 "22 - “ 2л

/ " I ««2

Здесь каждый элемент означает количество продукции (в стоимост
ном выражении), которое отрасль / поставляет отрасли Л для производства 
единицы продукции.

Если определить вектор-столбцы совокупного продукта X и конечного 
продукта Укак



х=

'^1 ' У\ '
Уг

• , Y=
,

У" .

где X, и -  соответственно совокупный и конечный продукт отрасли /, то Л' 
и Y связаны матричным уравнением

Х = А Х +  У,
известным как уравнение Леонтьева. Покажем, как можно использовать 
уравнение Леонтьева для решения различных задач.

Пусть требуется определить конечный продукт каждой отрасли, если 
известны объемы совокупных продуктов и матрица коэффициентов пря
мых затрат. Для решения достаточно переписать уравнение Леонтьева в виде

Y = X - A X
И подставить заданные АчХ .

В качестве примера рассмотрим случай двух фирм-производителей, когда 
совокупный продукт фирмы 1 равен 200, а фирмы 2 -  300. В этом случае

Х= 200
300 А = 0,1 0,4

0,8 0,2

и, подставляя в уравнение, сразу находим 

Y= X- А Х= '200 0,1 0,4’ 200 200' ' 140 60
300 0,8 0,2. 300 300 220 80

Таким образом, конечный продукт фирмы 1 равен 60, а фирмы 2 -  80.
Перейдем к более трудной обратной задаче -  определению совокупного 

продукта по известному конечному продукту (конечному спросу). Отметим, 
что именно эта задача чаще решается на практике, так как в рыночной эко
номике именно спрос задает объемы производства.

Вновь воспользуемся уравнением Леонтьева, перенеся члены, содержа
щие X, в левую часть, а именно

Х - А  Х= Y.
Это равенство можно переписать в виде

(1-А)-Х= Y.



Действительно, вспоминая свойства операций над матрицами и опре
деление единичной матрицы /, имеем

{ 1 - Л ) Х = 1 Х - А Х = Х - А Х .
Умножим обе части уравнения на матрицу (/ -  А)-', обратную для мат

рицы {1—Л):

Учитывая, что по определению обратной матрицы 

окончательно имеем
Â = К

Вернемся к нашему простому примеру с двумя фирмами-производите- 
лями. Предположим, что конечный продукт фирмы 1 должен составить 70, 
а фирмы 2-120. Требуется определить необходимый совокупный продукт 
каждой фирмы. Матрица коэффициентов прямых затрат .4 предполагается 
известной

А= 0,1 0,4 
0 , 8 0 , 2

Для решения находим матрицу 

и вычисляем для нее обратную матрицу

1 0' 0,1 0,4 0,9 -0,4
0 1 0.8 0,2 -0.8 0.8

1 0,8 0,4 2 1
0,4 0,8 0,9 2 2,25

Мы воспользовались формулой для вычисления обратной матрицы раз
мера 2x2 (см. параграф 6.3), Теперь, подставляя в формулу заданный век- 
тор-столбец конечного продукта У, находим

Y= ' 1 1 ■ 70 ' 260'
2 2,25 120 410

Таким образом, чтобы удовлетворить конечный спрос, совокупный про
дукт фирмы 1 должен составить 260, а фирмы 2-410.

Отметим, что самая трудоемкая часть задачи -  это вычисление обрат
ной матрицы (/-  /<)-', если учесть, что ее размер в реальных задачах может



шЬоношШсйхпрйлоЗк(Ш6(\̂ 1̂ р̂  ̂ *

достигать нескольких сотен. Однако когда эта матрица найдена, расчет раз
личных вариантов представляет собой сравнительно простую процедуру. 
Например, предположим, что в последнем примере конечный продукт фир
мы I равен 60, а фирмы 2 -  80, т.е.

60
80

то, используя ранее вычисленную матрицу (/-  Л У\легко находим

2 1 60 ■ 200
2 2,25 80 300Х=

Таким образом, для удовлетворения последнего варианта конечного 
спроса совокупный продукт фирмы 1 должен быть 200, а фирмы 2 -  300.

В заключение отметим, что в реальных задачах приходится иметь дело 
не с двумя фирмами, а с сотнями отраслей производства. Решение таких 
задач немыслимо без использования компьютеров и соответствующего про- 
фаммного обеспечения.
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