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ПРЕДИСЛОВИЕ

С 1969 года при высших учебных заведениях в соответствии 
с Постановлением ЦК КПСС и Совета Министров СССР открыты 
подготовительные отделения для рабочей и сельской молодежи. 
Перед этими отделениями поставлена ответственная задача — 
обеспечить повышение уровня общеобразовательной подготовки 
молодых рабочих, колхозников, лиц, демобилизованных из рядов 
Советской Армии, создать у них прочный фундамент знаний для 
дальнейшего успешного обучения в вузе.

Изучение математики на подготовительных отделениях суш,е- 
ственно отличается от изучения математики в средней школе. 
Отличие это состоит прежде всего в том, что на подготовитель­
ном отделении происходит обучение лиц с законченным средним 
образованием, имеющих перерыв в учебе. Обучение математике 
на подготовительных отделениях заключается в комплексном 
повторении школьного курса, в воспитании активных знаний и 
творческого усвоения навыков оперирования с математическими 
объектами. Основной упор при этом делается на те вопросы, 
глубокое и полное понимание которых является особенно важным 
при изучении высшей математики. Все эти особенности изучения 
курса математики на подготовительном отделении были учтены 
при создании данного пособия. Оно написано на основе лекций, 
которые читались авторами в течение ряда лет на йодготовнтель- 
1юм отделении М осковского государственного университета им. 
М. В. Ломоносова.

Первые четыре главы пособия «Действительные числа», «Ал­
гебраические выражения», «Алгебраические уравнения и неравен­
ства» и «Степени и логарифмы» содержат материал, научаемый на 
подготовительном отделении в первом семестре. Материал сле­
дующих пяти глав: «Тригонометрия», «Функции и их графики», 
«Уравнения с одним неизвестным», «Неравенства с одним неиз­
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вестным» и «Предел последовательности и предел функции» изу­
чается во втором семестре.

Последние две главы являются дополнительными. Они полез­
ны для будущей специализации, например, системы линейных 
уравнений — для будущих экономистов; комплексные числа — для 
будущих студентов технических вузов; поля, группы, кольца — 
для будущих математиков.

В пособии уделено большое внимание теоретическому мате­
риалу, приводятся некоторые понятия и определения, отсутствую­
щие в школьных учебниках, но необходимые при изучении выс­
шей математики. Поэтому пункты и разделы, показавшиеся 
трудными читателю при первом знакомстве с книгой, можно 
опустить с тем, чтобы вернуться к ним в дальнейшем.



Г л а в а  I. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫ Е ЧИСЛА

§ 1. Натуральные числа

Ряд натуральных чисел. Понятие натуральных чисел возникло 
нз потребностей счета. Натуральные числа можно сравнивать 
между собой, при этом ясно, какое из двух чисел больше. Все 
натуральные числа, расположенные в порядке возрастания, обра­
зуют ряд натуральных чисел: первое число —единица, второе — 
два, третье — три и т. д. У каждого натурального числа есть свое 
место в этом ряду. В дальнейшем ряд натуральных чисел будем 
обозначать буквой N .

Чтобы обозначить, что число т больше числа п, употреб­
ляется запись п. Д ля  обозначения того, что число т меньше 
числа п, употребляется запись m <  п. Называют эти записи не­
равенствами натуральных чисел. Чтобы обозначить, что число m 
и число п  — одно и то же число, употребляют запись т — п п  на­
зывают ее равенством натуральных чисел.

Сложение натуральных чисел можно определить, используя 
ряд натуральных чисел, следуюш,им образом.

Сложить два натуральных числа т  и л - з н а ч и т  найти в ряду 
натуральных чисел число р{р~> т), находящееся на и-м месте 
от числа т, причем счет начинается с числа т - |- 1 .  Это число р 
называется суммой чисел т и п и  обозначается т -{-п, а числа 
т и п  называются слагаемыми. Например, т  +  3 — число, стоящее 
после числа т  на третьем месте. Чтобы сложить несколько на­
туральных чисел, надо сложить сначала первые два, затем к по­
лученной сумме прибавить следующее натуральное число и т. д.

Умножить натуральное число т  на натуральное число п — 
значит найти натуральное число равное: а) п, если т = \ \  б) сум­
ме т  чисел, каждое из которых есть п, если m >  1. Это число q 
называется произведением чисел m и я  и обозначается тп, а числа 
т  и п называются сомножителями. Например, умножить нату­
ральное число 2 на число л - з н а ч и т  найти натуральное число 
равное сумме двух чисел, каждое из которых есть число п. Это 
число обозначается 2п, т. е. q =  2n. Чтобы перемножить несколько 
натуральных чисел, надо сначала перемножить первые два, затем 
полученное натуральное число умножить на следующее натураль­
ное число и т. д.



Приведем основные з а к о н ы  сложения и умножения нату­
ральных чисел:

а) т -\-п  =  п -\-т  (коммутативность сложения);
б) +  +  — / +  (/тг +  я) (ассоциативность сложения);
в) тп — пт  (коммутативность умножения);
г) (1т) п =  I (та) (ассоциативность умножения);
д) 11 =  1п +  т п  (дистрибутивность сложения относительно 

умножения).
Если число т  взято сомножителем k  раз (^ — натуральное 

число, большее единицы), то произведение
т т  . . .  т

k  раз

называют k -й степенью числа т  и обозначают /и*, т. е. по опре­
делению

т'‘ =  т т  . . .  т .
к раз

Кроме того, по определению
/?г* =  т.

Справедливы следующие свойства степеней:
а) =
б)
в) тЧ<̂  =  {т1^.

Эти свойства доказываются с помощью основных законов сложе­
ния и умножения натуральных чисел.

Определим действия, обратные сложению и умножению нату­
ральных чисел, —действия вычитания и деления для натураль­
ных чисел.

Вычесть из натурального числа п  натуральное число т —  
значит найти натуральное число р  такое, что

т +  р==п. (1)

Не для любых натуральных чисел п и т  существует такое нату­
ральное число р, что выполняется равенство (1). Если п ^ т ,  то 
такое число существует и единственно. Оно называется разностью 
чисел п  и т  и обозначается п — т, число п  называется умень­
шаемым, а число т — вычитаемым.

Разделить натуральное число п  на натуральное число т  — 
значит найти натуральное число q такое, что

mq =  n. (2)
Не для любых натуральных чисел п и т  существует такое нату­
ральное число q, что выполняется равенство (2). Если такое 
число существует, то числа т и q называются числа
п  и обозначаются^

q =  n : m \  m =  n : q .



Опираясь на основные законы сложения и умножения натураль­
ных чисел н определения действий вычитания и деления, можно 
доказать следующие утверждения или, другими словами, теоремы.

Т е о р е м а  1. Если число т есть делитель чисел и то 
т есть делитель суммы

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку т  есть делитель числа /г,, 
то H i ^ m q i .  Аналогично n^ =  mq.^. Применяя закон дистрибутив­
ности сложения относительно умножения натуральных чисел, 
имеем / ; i -г/г^ =  mq^^mq.^, = / « (^i +  ̂ 2)- Следовательно, число 
делится на число т.

Т е о р е м а  2. Если число т есть делитель чисел и щ  и 
то число т есть делитель разности п ^— п„.

Справедливость этого утверждения доказывается аналогично.
Отметим еш,е несколько очевидных свойств равенств натураль­

ных чисел:
а) если т ^ п ,  то m +  k =  n +  k  для любого натурального 

числа /г;
б) если т ~ п ,  то т —  1 - n ^ l  для любого натурального числа I 

такого, что т  >  /;
в) если т -=п, то т р пр для любого натурального числа р\
г) если т - = то m : q  n : q  для любого натурального числа q, 

являющегося делителем числа т.
Расширенный ряд натуральных чисел. Рассмотрим новое 

ч и сло - число нуль. Д ля его обозначения употребляется символ (>. 
Нуль не является натуральным числом и считается числом, пред­
шествующим всем натуральным числам. Ряд натуральных чисел 
вместе с числом нуль называется расширенным натуральным  
рядом. Расширенный натуральный ряд будем обозначать буквой Z„.

В расширенном натуральном ряду можно определить действия 
сложения и умножения: для этого к определениям сложения и 
умножения натуральных чисел достаточно добавить определения 
сложения н умножения, в которых участвует число нуль:

а) 0-\~п==п +  0 -  -п;
б) 0 - f 0  =  0;
в) ()-п =  11-0 = 0;
г) 0 - 0 = 0 .
По определению нулевая степень любого натурального числа т 

есть единица, т. е. т ® = 1 .
Деление на нуль и возведение нуля в нулевую степень явля­

ются запрещенными действиями.
Чтобы производить действия над числами из расширенного 

натурального ряда, надо уметь их записывать. Запись одного и 
того же натурального числа зависит от системы счисления.

В основе всякой системы счисления лежит следующий нрин- 
цип: некоторое количество единиц составляет новую единицу 
следующего высшего разряда. Это число называется основанием 
системы счисления. Если за основание системы принято число два, 
то система счисления называется двоичной, если за основание



принято число двенадцать— система называется двенадцшперин- 
ной и т. д.

Дальш е будем рассматривать только десятичную систему 
счисления. В этой системе вводится десять знаков, называемых 
цифрами; для обозначения первых девяти натуральных чисел — 
знаки 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, а для числа н уль— знак 0. В этой 
системе счисления число десять обозначается символом 10, а каж ­
дое натуральное число р  представляется в виде

p =  a„-10« +  a„_i-10"-»+ . . .  +G2-102 +  ai-10 +  flo. (3)

где п — число из расширенного натурального ряда, — одно из 
чисел 1, 2, 3, 9, каждое из Яо, а^, а. ,̂ a„_i — одно из
чисел О, 1, 2, 3, . . 9 .  Заметим, что если число п будет больше, 
чем число девять, то оно само должно быть записано в виде (3).

Д ля записи числа р обычно употребляется другая форма 
записи, основанная на принципе позиционного значения цифр. 
Суть этого принципа заключена в том, что каж дая цифра, кроме 
своего значения в зависимости от начертания, получает еще и 
так называемое позиционное значение. Например, цифра 5 может 
иметь значения: пять единиц, если стоит в изображении числа р 
на первом месте справа; пять десятков, если стоит в изображе­
нии числа р  на втором месте справа, и т. д. Н а этом принципе 
и основана обычная запись натуральных чисел. Запись 2705 
означает, что число состоит из двух тысяч, семи сотен, нуля 
десятков и пяти единиц, т. е.

2705 =  2-103 +  7 -1 0 ^ +  0-10 +  5.

Если взять число р, представленное в виде (3), то его запись, 
основанная на позиционном принципе, будет такая;

(черта сверху ставится для того, чтобы отличать это число от 
произведения . .a.fiiao). В дальнейшем будут употребляться
две формы записи натурального числа р:

а) р =  а„а„_,. . .а^а^а^,
б) р =  10” +  G „_i-10«-1+  . • • + й ,-  10-̂  +  а ,- 10 +  а„,

т. е. дальше будем пользоваться равенством

=  ««• 10"+a„_i-10«-»+ . . .  +  fl̂  - Ю^+а^- 10 +  До- (4)

Признаки делимости. Ранее уже отмечалось, что не всегда 
одно натуральное число делится на другое. Поэтому представ­
ляет интерес выделение тех случаев, когда деление возможно. 
Выделению этих случаев весьма полюгают так называемые приз­
наки делимости. Приведем некоторые из них. Заметим предвари­
тельно, что из вышеизложенного вытекает, что:
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а) нуль делится на любое натуральное число,
б) любое натуральное число делится на единицу.
Т е о р е м а  3. Чтобы натуральное число р  =  а„а„^^. . .а^а^а^ 

делилось на 2,  необходимо и достаточно, чтобы последняя цифра а,  
этого числа делилась на 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докаж ем, что если число а^ делится 
на 2, то число р  также делится на 2. Запишем число р  в виде

р =  а  +  Р, (5)
где

«  =  («„• +  1 0 " - ? + . . . + a , . 1 0  +  ai ) .  10,

Р =  йо-

Каждое слагаемое в правой части равенства (5) делится на 2, 
следовательно, и вся сумма делится на 2, т. е. число р  делится 
на 2.

Докажем обратное утверждение. Если число р  делится на 2, 
то число «о также делится на 2. По свойству б) равенств из ра­
венства (5) вытекает, что

Oo =  P - { a „ - 1 0 ”- i  +  a„ _ i -1 0 ' ’- ? +  . . .  + f l 2 - 1 0  +  a i ) -10 .

Каждый член разности правой части равенства делится на 2, 
следовательно, вся разность делится на 2, т. е. число а^ делится 
на 2. Теорема доказана.

Натуральные числа, делящиеся на два, и число нуль назы­
ваются четными числами. Все остальные натуральные числа 
называются нечетными. Теорему 3 можно переформулировать 
так; для четности любого натурального числа p =  a „ a „ _ j . . .ajajOj 
необходимо и достаточно, чтобы последняя цифра этого числа 
была бы числом четным.

Рассмотрим характерные черты доказательства теоремы 3. 
В самой теореме сформулированы, а затем и доказаны два утверж­
дения: а) из делимости числа на 2 следует делимость на 2 
числа р {достаточное условие делимости числа р на 2); б) из дели­
мости числа р на 2 следует делимость на 2 числа а„ {необходи­
мое условие делимости числа р на 2). Если свойство делимости 
числа а„ на 2 обозначим буквой А , а свойство делимости числа р 
на 2 обозначим буквой В, то первое утверждение можно кратко 
сформулировать так; из А  следует В  (Л = ф Б ), а второе утверж­
дение— из В  следует А  (Л < = Б ). Теорему с помощью введенных 
символов можно записать так; А ^ В .

Запись А ^ В  означает также, что свойство А,  более простое 
н легко проверяемое, является необходимым и достаточным усло­
вием для выполнения более сложного свойства В.

Так как свойство А  является достаточным условием для свой­
ства В  (Л = Ф в), то на практике, убедившись в том, что послед­
няя цифра является четной, можно быть уверенным, что и все 
число делится на 2. Так как свойство А  является необходимым
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условием для свойства 5  (Л <= В),  то, установив, что число <2„ 
не делится на 2, можно утверждать, что н число р  не делится 
на 2, т. е. теорему 3 можно сформулировать так: если послед­
няя цифра числа р делится на 2, то число р  делится на 2, если 
она не делится на 2, то число р  не делится на 2.

Отметим, что если некоторое свойство С является достаточным 
условием для свойства D,  то это еще не означает, что пет чисел, 
обладающих свойством D,  но не обладающих свойством С. Напри­
мер, достаточным условием делнмости числа р  на 4 является 
условие ai=--a^ =  Q. Справедливость последнего утверждения сле­
дует из представления числа р  в виде

р =  (а„. +  10”- * +  . . .  + 0 з -  10 +  а , ) - 10?

и делимости числа 100 на 4. В то же время, например, число 252 
делится на 4, хотя две последние его цифры не нули.

Если доказано, что некоторое свойство Е  является необхо­
димым условием для свойства D , то это еще не означает, что 
нет чисел, обладающих свойством Е , но не обладающих свойст­
вом D. Например, необходимым условием делимости числа р  на 4 
является четность числа р. Справедливость последнего утвержде- 
}Н1Я очевидна, ибо если число р  делится на 4, то тем более оно 
делится на 2. В то же время, например, число 1222 не делится 
на 4, хотя оно четное.

Если же доказано, что свойство S является необходимым и 
достаточным условием для свойства Q, а свойство S  легко про­
веряется для любого числа р, то, найдя все числа, обладающие 
свойством S ,  можно сказать, что найдены все числа, обладающие 
более сложным свойством Q.

В дальнейшем для краткости будем часто пользоваться сим­
волами =», <|=, «Ф в следующем смысле: запись A f= >L  будет 
означать, что из утверждения М , стоящего слева от символа =̂ >, 
следует утверждение L, стоящее справа. Запись Q<j=S будет 
означать, что из утверждения S, стоящего справа от символа 
следует утверждение Q, стоящее слева. Запись £  f  будет 
означать, что утверждения, стоящие слева и справа от символа 
равносильны, т. е. одновременно и из утверждения F, стоящего 
справа от символа фф, вытекает утверждение Е ,  стоящее слева, 
и из утверждения Е , стоящего слева от символа вытекает 
утверждение F, стоящее справа.

Сформулируем и докажем еще признаки делимости натураль­
ных чисел на 4 и на 9.

Т е о р е м а  4. Д ля  того чтобы натуральное число р  =  
=  .а^а^а^ делилось на 4, необходимо и достаточно, чтобы
число а^йд делилось на  4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть число а,а^ 
делится на 4. Запишем число р  в виде

Р =  ф +  ’]’. (6)
12



1'де
Ф = ^  +  10"-=*+ . . .  + а , -  10 +  fl,)- lOS

Каждое слагаемое в правой части равенства (6) делится на 4, 
следовательно, и вся сумма делится на 4, т. е. число р  делится 
на 4.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть число р  делится на 4. По свой­
ству б) равенств из равенства (6) вытекает, что

а,а, =  / ? - (а„• 10"-? +  a „ _ i • 10«-“ +  . . .  + « , •  10 +  02)-10?.

Каждый член разности правой части равенства делится на 4, 
следовательно, вся разность делится на 4, т. е. число 
делится на 4. Теорема доказана.

Например, число 1232 делится на 4, так как число 32 делится 
на 4, а число 15126 не делится на 4, так как число 26 не делится 
на 4.

Т е о р е м а  5 . Д ля  того чтобы натуральное число р  =  
=  о„а„_1 . . .а^а^йа делилось на 9, необходимо и достаточно, чтобы 
сумма всех цифр данного числа делилась на 9.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть сумма цифр 
данного числа делится на 9. Запишем число р  в виде

10« +  й„_1-10”- 1 + • . . +а , - 1 0 ^  +  а ,-1 0  +  ао.

Легко видеть, что справедливо равенство

10*== 9 9 . . .  999-1-1.
к  раз

Пользуясь этим равенством, перепишем р  в виде

Р =  Т +  >̂ (7)
где

Y =  ( a „ - 9 ^ ^ 9 - b a „ _ i - 9 9 . . .9  +  . . .  -Ь а ,-9 9 -Ь й ,-9 ),
л раз (л -  1)раз

К — ап +  а „ ^ 1 + . . . + а ^ .

Каждое слагаемое в правой части равенства (7) делится на 9, 
следовательно, и вся сумма делится на 9, т. е. число р  делится 
на 9.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть число р  делится на 9. По свой­
ству б) равенств из равенства (7) вытекает, что
(йо +  «1 +  • ■ • +  й„) =

=  / j - { a „ . g ^ - i - a „ _ i . 9 9 ^ +  . . .  -Ь й ,.§ 9  +  а ,-9 ).
п  раз (« -  1)раз
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Каждый член разности правой части равенства делится на 9, 
следовательно, вся разность делится на 9, т. е. число (O o -fa j-f  
+  . . . + а „ )  делится на 9. Теорема доказана.

Например, число 1215 делится на 9, так как 1 + 2 + 1 + 5  =  9, 
а число 4232 не делится на 9, так как 4 +  2 +  3 +  2 = 1 1 ,  и 11 
не делится на 9.

Простые и составные числа. Множество натуральных чисел 
состоит из единицы, простых и составных чисел. Натуральное 
число, большее единицы, называется простым, если оно не имеет 
делителей, кроме единицы и самого себя. Натуральное число, 
большее единицы, называется составным, если оно имеет хотя бы 
один делитель, отличный от единицы и самого себя.

Пользуясь этим определением можно показать, что любое 
составное число имеет хотя бы один делитель, который явля* 
ется простым числом.

Т е о р е м а  6. Простых чисел бесконечно много.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что существует лишь конеч­

ное число простых чисел p i, р^, . . . ,  р„. Тогда каждое нату­
ральное число, большее 1 и не совпадаюш,ее ни с одним из этих 
чисел, будет составным. Число р =  P i• /Оа• Рз • • • • • +  1 не совпа­
дает ни с одним из чисел Pi, р^, Рз, . . р„, так как оно больше 
каждого из них. По нашему предположению, простых чисел, 
кроме /?1, Pi, . . . ,  р„, нет. Следовательно, число р  составное и 
поэтому делится хотя бы на одно из чисел р^, р^, . . . ,  р„.

С другой стороны, число р  не делится ни на одно из чисел 
Pi, Рг, . . . ,  р„, поскольку произведение р , - р 2*. .  . - р„  делится 
на каждое из этих чисел, а число 1 ни на одно из них не делится.

Таким образом, предположив, что существует лишь конечное 
число простых чисел, приходим к противоречию. Следовательно, 
множество простых чисел бесконечно.

Теорема 6 доказана способом от противного. Этот способ 
заключается в следующем: строится отрицание утверждения, сфор­
мулированного в теореме. Затем на основании построенного отри­
цания приходим к выводу, который либо неверен, либо противо­
речит сделанному отрицанию. Тем самым из двух логически 
возможных ситуаций (либо верно данное утверждение, либо его 
отрицание) остается только одна — верно данное утверждение.

Всякое составное число р можно записать в виде произведе­
ния простых чисел: так, например, 221 =  13-17. В этом случае 
говорят, что число р разложено на простые множители.

При разложении числа на простые множители некоторые из 
них могут встретиться в разложении не один раз. Принято писать 
этот простой множитель в степени, показывающей, сколько раз 
он является сомножителем, например 360 =  2^-3“-5*.

Любое натуральное число р можно записать в виде

р = р № - . . р " » ,  (8)
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где Pi, — различные простые делители числа р,  а
« 1, « 2, — число их повторений в разложении числа р.
Разложение (8) натурального числа р на простые множители 
единственно, т. е. не существует других простых чисел, являю ­
щихся делителями числа р,  и степени a j , а^,  не могут
быть заменены другими степенями. Итак, справедлива следующая 
теорема, принимаемая здесь без доказательства.

Т е о р е м а  7 (основная .теорема арифметики). Д л я  каждого 
натурального числа р  >  1 существует единственное его разложе­
ние на простые множители.

Если натуральные числа р^ и р^ делятся на одно и то же 
натуральное число р, то число р называется общим делителем  
чисел Pi и р. .̂ Наибольшее натуральное число, на которое делятся 
/7, и р^, называется наибольшим общим делителем  этих чисел 
(ЙОД). Например, НОД чисел /?, =  132 =  2'“-3 -И  и ^2  =  90 =  
=  2-3^-5 равен 2 -3  =  6.

Если Н ОД двух чисел равен 1, то они называются взаимно 
простыми. Взаимно простыми являю тся, например, числа 33 ==; 
=  3-11 и 35 =  5 .7 .

Т е о р е м а  8. Если натуральные числа р^ и р^ взаимно прос­
тые, а натуральное число р делится и на р^ и на р^, то р  
делится на произведение р^р^.

Доказательство теоремы опустим.
Заметим, что если числа р^ и р.̂  не являются взаимно прос­

тыми, то утверждение теоремы не всегда верно. Например, нату­
ральное число 180 делится на 4 и на 6, но не делится на их 
произведение — на 24.

Наименьшим общим кратным  (НОК) двух натуральных чисел 
Pi, Pi называется наименьшее натуральное число, которое делится 
и на и на р. .̂ Например, НОК чисел 132 и 90 есть число 
2=-3^-5-П =  1980.

Деление с остатком. Если в результате деления натурального 
числа р  на натуральное число т  получилось натуральное число q 
такое, что p — mq, то говорят, что р  делится на т. Как следует 
из вышеизложенного, не всегда в результате деления получается 
такое число q. Однако всегда возможно деление с остатком.

Разделить натуральное число р на натуральное число т с 
остатком — это значит найти два числа ^ и г из расширенного 
натурального ряда такие, что справедливо равенство p =  m q-\-r, 
причем г удовлетворяет условию О г <  т .  Число q называет­
ся частным, а число г — остатком. Если г =  0, то говорят, 
что натуральное число р  делится на натуральное число т без ос­
татка.

Т е о р е м а  9. Пусть р и т — любые натуральные числа. Тогда 
существует единственная пара чисел q и г из расширенного нат у­
рального ряда, удовлетворяющая условиям-. p =  m q-\-r и т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если р < , т ,  то пара чисел <7 =  О, л =  р 
удовлетворяет условиям теоремы.
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Если р — т,  то пара чисел q = l ,  г — О удовлетворяет усло­
виям теоремы.

Если т п р  делится на т,  то существует натуральное 
число qi такое, что p =  m qi, тогда пара чисел q =  qi и г =  0 
удовлетворяет условиям теоремы.

Если р У  т и р яе  делится па т, то пара чисел =  1 и 
г^ =  р  — т  будет удовлетворять условиям

р =  Г 1 > 0 .

Поскольку р  не делится на т , то г ^ ф г п .  Значит, либо r i<^tn,  
либо г ^ '> т .  Если г ^ < т ,  то пара чисел ^==1 и г =  удовлет­
воряет условиям теоремы.

Если г ^ > т ,  то число г^ =  г^ — т  таково, что ri — ni-\-r^ и
О <  /-2 <  Tj. А потому справедливо равенство

р — т-2-\-г.2.

Т ак как р не делится на т, то г ^ Ф т .  Значит, либо г.^< ,т , 
либо т. Если то пара чисел q =  2 и г =  г^ удов­
летворяет условиям теоремы.

Если же Гз >  т ,  то повторяем этот процесс до тех пор, пока 
на каком-то k -м шаге окажется, что

p =  tnk +  r^, О < г^  <  m.

А это означает, что пара чисел q =  k  и г =  г,̂  удовлетворяет 
условиям теоремы. Существование такого k-ro шага вытекает 
из следующей аксиомы для натуральных чисел: для любых нат у­
ральных чисел р и т таких, что р ^  т , найдется натуральное 
число I такое, что р  <  ml.

Итак, доказано существование пары чисел q н г, удовлетво­
ряющих условиям теоремы.

Теперь докажем единственность гакой пары чисел. Предпо­
ложим, что есть две пары чисел q, г и q^, г̂ ,, удовлетворяющие 
условиям теоремы, т. е. такие, что

p =  mq +  r и 0 ^ r < m ,  
p =  /72^„-fr„ и 0 < Г о < т .

Следовательно, mq +  r =  mq^ +  r^.
Предположим для определенности, что >  г, тогда О <  г„ —

—  г < т  и 9  — ̂ 0 >  О и m (^ — д'о) =  Г(, — г . В этом случае в послед­
нем равенстве в правой части стоит натуральное число, меньшее 
чем т, а в левой части — большее чем т  или равное ему, и, 
следовательно, равенство m {q — q̂ )̂ =  rg — r является неверным. 
Аналогично, рассматривая случай Гд <  г, приходим к противо­
речию. Следовательно, г =  Го- Тогда из равенства m {q — q„) — 
=  Гд — г =  0 следует равенство q =  qo, т. е. пара чисел q и г, 
удовлетворяющая условиям теоремы, единственна. Теорема дока­
зана.

Приведем пример применения теоремы 9.
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Докаж ем, что если р — простое число, большее трех, то одно 
из двух чисел ( р — 1) или ( р + 1 )  делится натри.  Действительно, 
число р  не делится на три без остатка, так как оно простое и 
больше трех. Следовательно, остаток при делении на 3 может 
быть 1 или 2. Если остаток равен единице, т. е. если 1,
то ясно, что число р — 1 делится на 3. Если остаток равен двум, 
т. е. если р —3^2 +  2, то ясно, что число р + 1  делится на 3.

Д оказанная теорема дает способ нахождения наибольп]его 
общего делителя (НОД) двух чисел. Возьмем два числа р  и т из 
расширенного натурального ряда и пусть, для определенности, 
р >  т. Если т== 0, то НОД (р; 0) -= р. Если т  О, то р =  
причем, либо р делится на т  без остатка, т. е. /• =  (), либо р 
делится на т  с остатком г, где О <  г <  /п. В первом случае 
НОД (р; т) =  т, но Н О Д  {т\ 0) =  ш, т. е. справедливо равен­
ство Н О Д (р; т )  =  НОД(яг, г). Оказывается, что аналогичное 
равенство

Н О Д (р; ш )- ..Н О Д (т ; г) (9)

имеет место и в случае О <_ г т.
Действительно, пусть / — общий делитель чисел р и т, т. е. 

пусть p — lk  и т =  1п, где k, I н д — натуральные числа. Так как 
p ^ ^ m q -\-r  и г >  О, то Ik — tnq у  О, т. е. l{k  — n q ) > 0 .  Но тогда 
k  — n q y O  и г — Is, где s =  ^ — — натуральное число, т. е. I
является делителем числа г.

Значит, каждый общий делитель чисел р и m является общим 
делителем чисел т н г. Рассуж дая аналогично, получим и обрат­
ное утверждение; каждый общий делитель чисел т \\ г явля­
ется общим делителем чисел р и т. Отсюда следует, что совпа­
дают и наибольшие общие делители этих пар, т. е. что верно 
равенство (9). Так как m <  р и г С ,т , то задача нахождения 
НОД (т ;  г) является более простой, чем задача нахождения 
Н О Д (р ; т).

Рассмотрим следующий пример. Найти НОД (1428; 420).
Т ак  как  1428 =  4 2 0 -3 + 1 6 8 , то НОД(1428; 420) =  Н О Д (420;
168).
Так как 4 2 0 =  168-2 +  84, то НОД(420; 168) =  Н О Д (168; 84).
Т ак  как  168 =  84-2, то Н О Д (168; 84) =  Н О Д (84; 0) =  84, т. е.
НО Д (1428; 420) =  84.

Таким образом, способ нахождения Н О Д (р; т) заключается в 
применении равенства (9).

После нахождения Н О Д  (р; т) оказывается возможным найти 
и наименьшее общее кратное этих чисел: НОК (р; т). Д ля  этого 
надо воспользоваться теоремой 10, доказательство которой опустим.

Т е о р е м а  10. Н О Д (р; т ) -Н О К (р ; т ) ^ р - т .
Например, найдем НОК (1428; 420). И з предыдущего при­

мера следует, что НОД (1428; 420) =  84. Следовательно,
Н О К(1428; 420) = =  7140.
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§ 2. Дроби

Выше отмечалось, что деление не всегда выполнимо в множе­
стве натуральных чисел. Например, в множестве натуральных 
чисел нельзя 5 разделить на 4. Чтобы деление было выполнимо 
всегда, приходится рассматривать новые числа — части натураль­
ных чисел, или дроби.

Обыкновенные дроби. Число, равное k-\\ части числа единица
(fe — натуральное число, большее единицы), обозначают Если 
эта часть берется т  раз ( т — натуральное число), то получаемое 

в результате этого новое число обозначают Число, определяе­

мое по этому правилу при помощи двух натуральных чисел р  и 
7 ((7 >  1) и записываемое как у ,  называют дробью или частным

натуральных чисел р и q, при этом р  называют числителем этой 
дроби, а чж ло q — знаменателем.

Всякое натуральное число можно считать дробью со знамена­
телем единица, т. е. любое натуральное число п можно записать
как дробь у .  Поэтому дальше ограничение ^ > 1  на знаменатель 
дроби снимается и говорят, что частное двух любых натуральных 

чисел р Vi q есть дробь и при этом множество всех дробей со­
держит в себе множество всех натуральных чисел.

Две дроби ~  и считаются равными, если произведение 

числптеля первой дроби на знаменатель второй равно произведе­
нию числителя второй на знаменатель первой, т. е. — =  - ^ ,  если

q к
pk =  qm.

Аналогично — > ,  если p k >  mq\ — если pk<Cmq.q R. q R
Суммой двух дробей называется дробь, числитель которой 

равен сумме произведений числителя первой дроби на знаменатель 
второй и числителя второй дроби на знаменатель первой, а зна­
менатель равен произведению знаменателей этих дробей, т. е.

рк-\-дт  
q k qk '

Произведением  двух дробей называется дробь, числитель кото­
рой равен произведению числителей этих дробей, а знаменатель — 
произведению знаменателей, т. е.

р т    рт
q к ~  qk '

Справедливы следующие основные з а к о н ы  сложения и умно­
жения дробей:
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а) -  +  “  (коммутативность сложения),Cj К fZ Cj

б) (■^ +  х ) ( т ' ^ 4 ' )  (ассоциативность сложения);

е) (коммутативность умножения);<7 л И Я

г) ( х ' т )  (ассоциативность умножения);

Д) f — +  -^ ')  • — =  ~  • ‘Г +  'Т’ • ~  (дистрибутивность сложенияЛ у л  Q tt  к  tX

относительно умножения).
Разделить дробь на дробь — значит найти дробь - j  та­

кую, что
I т  ____

k ' п q '

В отличие от натуральных чисел, деление для дробей всегда 
выполнимо. Используя определение равенства двух дробей, легко 
показать, что

I ____рп
к qtn '

Вычесть из дроби у  дробь - ^ — значит найти д р о б ь т а к у ю ,

что
т  , г _ _ Р _
п ^  S q ‘

Вычитание так же, как и для натуральных чисел, не всегда выпол­

нимо. Е с л и и л и  — =  -^>  то не существует дроби, которая

бы при сложении с дробью давала бы дробь у .  Если же -^ >

>  , то вычитание выполнимо и легко видеть, что в этом случае
г рп  —  mq

nq

Из определения равенства двух дробей вытекает основное свой­
ство дробей: если числитель и знаменатель данной дроби умно­
жить или разделить на одно и то же натуральное число k , то 
получится дробь, равная данной:

Р _ p k

р
Cl

простые.

я як

Д робь у  называется несократимой, если числа р п q взаимно
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Т е о р е м а  1. Если ~— несократимая дробь, то дробь равна

ей тогда и только тогда, когда т =̂  pk и п =  qk, где k  — некото­
рое натуральное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть m = p k  и
n -^qk. Тогда дроби у  и равны по основному свойству дробей.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть у  =  По определению равен­
ства дробей p n ~ m q .  Л евая часть этого равенства делится на 
число р,  следовательно, согласно основной теореме арифметики 
(см. § 1, теорема 7) и правая часть делится на р. Так как числа р  
и q взаимно простые, а произведение mq делится на р,  то на р 
делится т  (т. е. существует натуральное число k  такое, что т =  pk). 
Подставляя значение т  в равенство p n ~ m q ,  получаем пр ~  pkq , 
откуда n =  qk. Теорема доказана.

Конечные десятичные дроби. Рассмотрим те дроби у , у кото­
рых знаменатель 9  =  10*, где ^ — некоторое натуральное число. 
Д ля  каждой такой дроби принята специальная форма записи, а 
именно: пишут числитель дроби и, отсчитав с правой стороны k  
цифр, отделяют их запятой; если в числителе меньше цифр, чем к, 
иапр[1мер п цифр (я <  к), то пишут числитель и перед его первой 
цифрой дописывают к ~ п  нулей, затем ставят запятую  и перед 
ней еще один нуль; если же в числителе к цифр, то пишут числи­
тель, перед его первой цифрой ставят запятую и перед ней допи­
сывают нуль.

3721 21 131
Так, например, дроби - щ - » то т щ » -Що быть записаны

так; 37,21; 0,0021; 0,131.
Дробь, записанная в таком виде, называется конечной деся­

тичной дробью.
Значит, дроби 37,21; 0,0021; 0,131 могут служить примерами 

конечных десятичных дробей. Вообще, каждую конечную деся­
тичную дробь будем дальш е обозначать так:

а„ а^а,а^. . .а^, (1)

где & — натуральное число, Со — число из расширенного натураль­
ного ряда, каждое из а^, а^, . . . ,  — одно из чисел О, 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9. Часто конечную десятичную дробь называют просто 
десятичной дробью, опуская слово «конечная».

Любая конечная десятичная дробь легко переводится в обык­
новенную. Д ля этого надо записать в числитель целое числе, кото­
рое получается, если отбросить запятую у десятичной дроби, а 
в знаменатель написать число 10 в такой степени, сколько цифр 
стоит у десятичной дроби после запятой, после чего дробь можно 
сократить на общий множитель, если он есть, например 0,34 =  

34 17
100“  50 •
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Записать обыкновенную дробь в виде конечной десятичной — 
значит найти конечную десятичную дробь, равную данной. Есте­
ственно поставить вопрос: любую ли обыкновенную дробь можно 
записать в виде конечной десятичной дроби? Оказывается, что 
здесь дело обстоит намного сложнее, чем с переводом конечной 
десятичной дроби в обыкновенную.

Т е о р е м а  2. Всякая дробь — , где натуральное число q не
имеет простых делителей, отличных о т 2  иЪ , может быть запи­
сана в виде конечной десятичной дроби.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дана дробь у ,  где 9  =  2“ -5".
По основному свойству дроби любая обыкновенная дробь не изме­
нится, если числитель и знаменатель ее умножить на одно и то
же число. Умножая числитель и знаменатель дроби на 2"5"’, 

получим
р р _ 2'‘-5"‘ -р 2«.5">/7 2"5“ /7
q '2’̂ 2'̂  ^ • 5'̂  *

Так как произведение 2" •5"'р — натуральное число, то, обозначая
р_ 
q

его через I, запишем дробь в виде ~  — ю«+м > откуда видно, что

дробь ^  может быть записана конечной десятичной дробью. Теоре-£  
я

ма доказана.

Т е о р е м а  3. Если данная несократимая дробь у  может

быть записана конечной десятичной дробью, то ее знаменатель не 
содержит простых множителей, отличных от 2 и 5.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если 7 = 1 ,  то теорема очевидна. Рас­
смотрим случай, когда q ^ L  Дробь — по условию представлена 

в виде конечной десятичной дроби, значит справедливо равенство

=  — , где ; и ^ — натуральные числа. Так как — несократимая 
(/ Ю* q

дробь, то из теоремы 1 вытекает, что 1 =  рт и =  qm. Число
10* содержит только простые множители 2 и 5. Значит, и число 
qm  не имеет других простых множителей, кроме 2 и 5, что выте­
кает из единственности разложения числа на простые множители. 
Следовательно, число q не содержит других простых множителей, 
кроме 2 и 5. Теорема доказана.

Т е о р е м а  4. Д ля  того чтобы несократимая дробь ~  могла
быть записана конечной десятичной дробью, необходимо и доста­
точно, чтобы ее знаменатель не содержал никаких других простых 
множителей, кроме 2 и Ъ.

Справедливость теоремы 4 вытекает из теорем 2 и 3.
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Теперь рассмотрим дробь у , где p v i q  — взаимно простые числа,
и q содержит простые множители, отличные от 2 и 5. Как выте­
кает из теоремы 4, эта дробь не может быть записана конечной 
десятичной дробью. Но такие дроби могут быть записаны при 
помощи так называемых бесконечных периодических десятичных 
дробей.

Бесконечные периодические десятичные дроби. Выше конечной 
десятичной дробью была названа дробь, записанная в виде (1), 
где после запятой стоит конечное число цифр. Естественно беско­
нечной периодической десятичной дробью назвать десятичную дробь, 
у которой после запятой стоит бесконечно много цифр, причем 
одна цифра или упорядоченная совокупность цифр, начиная с не­
которого места после запятой, повторяется. Более точно это можно 
сказать так: бесконечной периодической десятичной дробью назы­
вается дробь, которая может быть записана в виде

а „ а , а , . . . а ^ . . . ,  (2)
где

1. а„ — число из расширенного натурального ряда;
2. в записи (2) — для любого натурального числа т  на т-м 

месте после запятой стоит одно из чисел О, 1, 2 ,  . . . ,  9, при этом 
или «о отлично от нуля, или, если равно нулю, то существует 
хотя бы одно натуральное число q такое, что на ^-м месте после 
запятой стоит одно из чисел 1, 2, . . . ,  9;

3. существуют такие натуральные числа I и р,  что для любого
натурального п '^ 1  справедливо равенство а„+р =  а„, при этом 
упорядоченная совокупность цифр (a^a^+j.. называется
периодом бесконечной периодической десятичной дроби (2).

Обычно при записи бесконечной периодической десятичной 
дроби многоточие ставится после несколько раз повторенного 
периода, т. е. тогда, когда становится понятным, какое число 
является периодом этой дроби.

Например, очевидно, что дробь
4 ,27131313 ... (3)

есть бесконечная периодическая десятичная дробь с периодом (13).
Вместо того чтобы писать период несколько раз и потом ста­

вить многоточие, принято писать период один раз, заключая его 
в круглые скобки;

4 ,27131313 ... = 4 ,2 7 (1 3 ),
0 ,4 5 4 5 4 5 ... = 0 ,(4 5 ) .

Справедлива следующая теорема, доказательство которой опу­
скается.

Т е о р е м а  5. Всякая дробь где р  и q взаимно просты ия
q содержит хотя бы один простой множитель, отличный от 2 
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и 5, может быть единственным образом записана в виде бесконеч­
ной периодической десятичной дроби.

Объединяя теоремы 4 и 5, получаем, что любую обыкновенную 
дробь можно записать в виде либо конечной десятичной дроби, 
либо бесконечной периодической десятичной дроби. Приведем без 
доказательства правило перевода бесконечной периодической деся­
тичной дроби в обыкновенную (это правило будет доказано 
в гл. IX).

Чтобы обратить бесконечную периодическую десятичную дробь 
в обыкновенную, надо из числа, стояш,его до второго периода, вы­
честь число, стоящее до первого периода, и сделать эту разность 
числителем, а в знаменателе написать цифру 9 столько раз, сколько 
цифр в периоде, и после девяток дописать столько нулей, сколько 
цифр между запятой и первым периодом. Например:

„ 11 720— 1172 10548 1172-9 293-4 2 9 3 .
U ,11 /Z (U ) 90000 90000 9-10000 4-2500 2 5 0 0 ’

0,(45)

4 , 2 7 ( 1 3 ) :

99 9-11 1 1 ’

42 713 — 427 42 286 2-21 143 21 143
9900 9900 2-4950 4950 '

Пользуясь этим правилом, можно показать, что любую конеч­
ную десятичную дробь также можно представить в виде бесконеч­
ной периодической десятичной дроби, причем двумя способами. 

Например:

О 172 — 0 172( 0) — — О 172-9000 9000 9.1000

0 1 7 2 - 0  171 (9)— — 1548 172-9 Q
U ,l /Z  — и ,1 / ц у ^  9000 9000 9-1000

Чтобы не было двух разных представлений одной и той же 
конечной десятичной дроби, принято не иметь число 9 в периоде. 
Тогда каж дая десятичная конечная дробь может быть единствен­
ным образом записана в виде бесконечной периодической деся­
тичной дроби с периодом О и, наоборот, каждая такая дробь есть 
конечная десятичная дробь. Итак, имеет место

Т е о р е м а  6. Каждая обыкновенная дробь ~  может быть
единственным образом представлена в виде бесконечной десятичной 
периодической дроби и, напорот , каждая бесконечная десятич­
ная периодическая дробь может быть единственным образом пред­
ставлена в виде обыкновенной дроби у .

Таким образом, можно сказать, что каждая бесконечная пе­
риодическая десятичная дробь есть другая форма записи некоторой 
вполне определенной обыкновенной дроби.
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§ 3. Целые числа

Выше уже отмечалось, что вычитание не всегда выполнимо 
в множестве натуральных чисел. Например, в множестве натураль­
ных чисел нельзя вычесть из числа 3 число 5. Поэтому возникает 
необходимость в расширении множества натуральных чисел.

Введем в рассмотрение новые числа — натуральные числа со 
знаком минус, т. е. числа вида (— /п), где т  — натуральное число, 
и будем называть такие числа отрицательными целыми числами. 
Отр'шштельное целое число (— яг) называют иногда числом, про­
тивоположным натуральному числу т.

Будем говорить, что два целых отрицательных числа (— т) и 
(— /i) равны, если равны натуральные числа т  и п. Теперь рас­
смотрим множество чисел, состоящее из всех натуральных чисел, 
нуля и всех целых отрицательных чисел. Будем считать, что два 
числа из этого множества равны, если либо они — равные нату­
ральные числа, либо они — равные целые отрицательные числа, 
либо каждое из них есть нуль. Определим теперь действия сло­
жения и умножения для чисел из этого множества. Если оба 
числа, которые надо сложить или умножить, есть числа из рас­
ширенного натурального ряда, то действия сложения и умножения 
для этих двух чисел определяются так же, как в § 1. Если же 
одно число или оба числа, которые надо сложить или умножить, 
есть отрицательные целые числа, то действия сложения и умноже­
ния для этих двух чисел производятся следующим образом:

а) (— т) +  {— п) --  — (ал +  «);
б) ( ~  т) О - О -|- (— т) =  — т\

' — (т — п), если т у п \
в) (— т)  ~1- /I =  /г — /и, если т <  п;

 ̂ О, если т =  п\
г) (— т) а --- т  (— п) ^  — (тп)\
д) (— /«)(— «)
е) (— т) • О -г О • {— ал) - 0.
Множество чисел, состоящее из всех натуральных чисел, нуля 

и всех отрицательных целых чисел, с только что введенными 
определениями равенства и действий сложения и умножения, назы­
вается множеством целых чисел и обозначается буквой Z, а сами 
эти числа называются целыми числами. Натуральные числа иногда 
называются также целыми положительными числами.

Основные законы сложения и ум1южения целых чисел анало­
гичны основным законам сложения и умножения натуральных 
чисел и потому здесь не приводятся.

Д ля действий сложения и умножения целых чисел вводятся 
обратные действия — вычитание и деление (кроме деления на нуль). 
При этом действие вычитания теперь всегда выполнимо, а действие 
делеш 1я не всегда. Но, как и для натуральных чисел, для целых
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чисел всегда оыполпимо деление с остатком. Ниже рассматривается 
подробно лишь деление с остатком целого числа на натуральное 
число.

Деленне с остатком. Разделить целое число а на натуральное 
число т с остатком— это значит найти два целых числа q н г 
таких, что справедливо равенство a =  mq +  r, причем число г 
удовлетворяет условию О ^  г <  т .

Если г = 0 ,  то говорят, что целое число а делится нацело на 
натуральное число т.

Т е о р е м а  1. Пусть а — любое целое число и т — любое нат у­
ральное число. Тогда существует единственная пара целых чисел 
q и г, удовлетворяюищя условиям: a — mq +  r и 0 ^ г < / « .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Случаи, когда а — натуральное число, 
был разобран в § 1.

Если а==0, то пара чисел q — 0  и г —О удовлетворяет усло­
виям теоремы.

Пусть а=- — /г — целое отрицательное число. Тогда « — нату­
ральное число, и по уже доказанному получаем, что существует 
пара целых чисел qi и такая, что n =  mqi +  ri и 0 ^ r i < / n .  
В случае, если r i = 0 ,  из равенства п ^  mq^ +  t i  вытекает равен­
ство a = m q ,  где q =  {— <7i), т. е. пара чисел q =  — q̂  ̂ и г ^ О  
удовлетворяет условиям теоремы. Если 0 < r i < / n ,  то из равенства 
п - - mqi +  вытекает равенство а  =  (— — I) m +  ( т  — г^), и тогда
пара чисел ^ — 1 и r - = m ~ r i  удовлетворяет условиям
теоремы.

Итак, для любого целого числа а и любого натурального числа 
т  существует пара целых чисел q vi г таких, что a =  mq +  r и
О <  г <  /и.

Единственность пары целых чисел q и г доказывается так же, 
как и в теореме 9 § 1. Так же, как и в § 1, целое число, деля­
щееся на 2 нацело, будем называть четным числом, а делящееся 
на 2 с остатком г~=1 — нечетным.

Приведем некоторые с л е д с т в и я  теоремы 1.
а) Любое четное число а может быть записано в виде a — 2q, 

где q — некоторое целое число.
б) Любое нечетное число а может быть записано в виде а — 

=2 q i - \ - \ ,  где q^— некоторое целое число.
в) Любое целое число а, делящееся нацело н а тр и ,  может быть 

записано в виде a =  3q, где q — некоторое целое число.
г) Любое целое число а, не делящееся нацело на три,  может 

быть записано в одном из следующих видов: а =  3/ +  1 или а — Зп-\- 2, 
где I и п — некоторые целые числа.

д) Любое целое число а, делящееся нацело на некоторое нат у­
ральное число k, может быть записано в виде а =  kq, где q — неко­
торое целое число.

е) Любое целое число а, не делящееся нацело на некоторое нат у­
ральное число k, может быть записано в виде a — kq-\- г, где г — одно 
из чисел 1, 2, . . . ,  (/г— 1), а q — некоторое целое число.
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в  зависимости от делимости целых чисел на данное натураль­
ное число k  множество целых чисел можно разбить на k  классов. 
Например, если k =  2, то множество всех целых чисел разбивается 
на два класса: четные числа и нечетные числа.

Множество всех целых чисел можно разбить такж е и на три 
класса:

а) числа, кратные числу три, т. е. числа вида 3 <7, где ^ — 
любое целое число;

б) числа, имеющие при делении на три остаток единицу, т. е. 
числа вида 3/ +  1» где / — любое целое число;

в) числа, имеющие при делении на три остаток два, т. е. числа 
вида Зп +  2, где /г — любое целое число.

Из приведенных примеров ясно, как разбить множество целых 
чисел на 4 класса, 5 классов и т. д.

Приведем примеры, показывающие, как разбиение целых чисел 
на классы помогает решать ряд задач.

1. Д оказать, что при любом целом Ь число fc ( 2 Ь + 1) (7 6 + 1 ) 
делится на три.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем множество всех целых чисел 
на три класса: а) б) 3 <7 + 1 ; в) 3^ +  2, где <7 — любое целое 
число.

Пусть Ь — любое число из класса а). Тогда Ь (2 & + 1) ( 7 Ь + 1) =  
=  3<7 (6 ^ +  1) (2 1 ^ + 1), откуда видно, что при любом целом ^ это 
число делится на 3.

Пусть Ь —любое число из класса б). Тогда Ь ( 2 Ь + 1) (7Ь + 1) =  
=  (3 ^ + 1 )-3  (2 9  +  1 ) ( 2 1 9  +  8 ), откуда видно, что при любом целом 
q это число делится на 3.

Пусть fe — любое число из класса в). Тогда Ь (2 Ь + 1) (7 & + 1) =  
=  (3<7 +  2)(6^ +  5)-3 -(7^  +  5), откуда видно, что при любом целом 
q это число делится на 3.

2. Д оказать, что среди любых k  последовательных целых чисел 
есть число, делящееся нацело на k.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Все целые числа можно разбить на 
следующие k  классов:

kq,
kq
kq +  2,

kq +  { k— l),

где (? — любое целое число.
Пусть даны k  последовательных целых чисел, начинающихся 

с некоторого целого числа Ь, т. е. Ь, ф +  1), ф +  2), . . . ,  [6  +  (fe— ])], 
и пусть число Ь содержится в классе kq +  i для некоторого
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t [ t = 0 , 1 , 2 , 1 )], т. e. пусть 6  = ^ < 7  + 1, где 7  — некоторое
целое число. Поскольку среди k  последовательных чисел есть число

{b +  { k - i ) ] ^ { k q  +  i +  { k - i ) ] = k i q + [ ) ,  

которое делится нацело на k,  то утверждение 2  доказано.

§ 4. Рациональные и иррациональные числа

Рациональные числа. К ак уже отмечалось выше, в множестве 
натуральных чисел не всегда выполнимы действия вычитания и 
деления. В § 2 множество натуральных чисел было расширено до 
множества обыкновенных дробей, и в этом множестве действие 
деление уже всегда выполнимо; однако действие вычитания выпол­
нимо не всегда. Поэтому возникает необходимость во введении 
новых чисел.

Введем в рассмотрение новые числа — 5/7оби со знаком минус, 
т. е. числа вида ( — — где т  и га — натуральные числа. Дробь

^ н а з ы в а ю т  иногда числом, противоположным дроби

Теперь рассмотрим множество чисел, состояш,ее из всех дробей, 
нуля и всех дробей со знаком минус. Можно считать, что каж ­
дое число из этого множества есть отношение целого числа к 
натуральному. Поэтому будем считать, что это множество состоит
из чисел вида у , где q — натуральное число, а р  — целое число. 

Будем считать, что два числа у  и из этого множества

равны, если справедливо равенство pn =  qm. Будем считать, что 
сложение и умножение чисел из этого множества производится по 
следующ,им правилам:

Р , т _  рп-\- дт р т _  рт
? qn q ' п  qn '

Множество чисел, состоящее из всех чисел вида у ,  где q —
натуральное число, а р — целое число, с только что введенными 
определениями равенства и действий сложения и умножения, назы­
вается множеством рациональных чисел и обозначается буквой Q, 
а сами эти числа называются рациональными числами.

Если р  — натуральное число, то число называется гаоложи-
тельным рациональным числом, или положительной дробью.

Если же /? — отрицательное число, то число называется

отрицательным рациональным числом, или отрицательной дробью. 
Ясно, что множество целых чисел — часть множества рациональ­
ных чисел.
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Д ля действий сложения и умножения рациональных чисел 
вводятся обратные действия — вычитание и деление, при этом оба 
эти действия, за исключением запрещенного деления на нуль, 
всегда выполнимы.

Основные законы сложения и умножения рациональных чисел 
аналогичны основным законам сложения и умножения целых чисел 
и потому здесь не приводятся.

Если рациональное число г взято сомножителем k  раз {k >  1), 
то произведение г г . . . г  называют k -й степенью числа г и обозна-

к  раз

чают Г*, кроме того, по определению г* =- г.
Как и для натуральных чисел, справедливы следующие свой­

ства степеней рациональных чисел:
а) =
б) «  -(г .гз) '» ;
в) (г*)'» =  г*“ ;

д) если k > m ,

По определению =  1 для любого рационального числа г, кроме 
числа нуль.

В связи с понятием степени рационального числа часто воз­
никает задача: для данного натурального числа k  и для данного 
положительного рационального числа найти другое положи­
тельное рациональное число r.j такое, что г \ =  г^.

Эта задача не всегда имеет решение.
Т е о р е м а  1. Не существует рационального числа, квадрат  

копюрого равен 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что существует рацио­

нальное число у  такое, что =  2. Не ограничивая обн1,ности,
будем считать р п q взаимно простыми (если числитель и зна­
менатель данного рационального числа имеют общие множи­
тели, то число у ,  полученное после сокращения, равно дан­
ному). Пользуясь свойством г) степеней рациональных чисел,

2запишем наше предположение в виде =
Из определения равенства рациональных чисел вытекает, что 

p^ =  2q' .̂ Поскольку правая часть этого равенства делится на 2, 
то и левая должна делиться на 2. Но число р? делится на 2 
только в случае, если число р делится на 2 (если р  не делится 
на 2, то р^ также не делится на 2). Поскольку р  делится на 2, 
то существует целое число k  такое, что p ^ 2 k .  Подставляя это 
значение р  в равенство p '^ ^ 2 q ‘‘, получаем, что q^ =  2k^. Поскольку
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правая часть этого равенства делится на 2, то и левая делится 
па 2, значит, число q делится на 2, т. е, q =  2m.

Итак, получили, что числа р м q имеют общиГ; множитель —
число 2, а по предположению в равенстве ^ y j ‘* = 2  числа p w q
взаимно простые. Это противоречие и означает, что сделанное 
предположение неверно, а верно утверждение теоремы.

Таким образом, возникает необходимость ввести новые числа, 
отличные от рациональных, такие, например, как число, квадрат 
которого равен 2.

Иррациональные числа. В § 2 были введены в рассмотрение 
бесконечные периодические десятичные дроби. Теперь расширим 
что понятие, введя в рассмотрение новые числа, которые будем 
называть бесконечными десятичными дробями.

Бесконечной десятичной дробью назовем число, которое может 
быть записано или в виде

(1)
или в виде

— Й0.01ЙО.. . 0* . . . ,  (2)
где «о — число из раснл1рснного натурального ряда, а^, а^, . .
. . . ,  а^, . . .  — числа из множества чисел О, 1 , 2 ,  3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Многоточие означает, что для любого натурального числа т  на 
т -п  месте после запятой стоит число а„.

Если среди чисел о„, Ui, а. ,̂ . . . . .  хотя бы одно отлично 
от нуля, то число, записанное в виде (1), будем называть поло­
жительной бесконечной десятичной дробью, а число, записанное 
в виде (2), будем называть отрицательной бесконечной десятич­
ной дробью. Если среди чисел а„, а^, а^, а^,. . .  нет чисел,
отличных от нуля, то число, записанное в виде (1), будем счи­
тать равным числу, записанному в виде (2), и называть нулевой 
бесконечной периодической десятичной дробью и обозначать так: 
0,(0). Очевидно, что множество всех бесконечных десятичных 
дробей содержит в себе:

1) множество всех положительных периодических бесконечных 
десятичных дробей;

2) множество всех отрицательных периодических бесконечных 
десятичных дробей;

3) нулевую бесконечную периодическую десятичную дробь. 
Покажем теперь, что только что перечисленными периодиче-

СКИЛН1 бесконечными десятичными дробями не исчерпывается мно­
жество всех бесконечных десятичных дробен.

Т е о р е м а  2. Бесконечная десятичная дробь
0,1010010001000010000010000001...,

образуемая по правилу, за каждой единицей идет группа нулей, 
содержаищя на один нуль больше, чем предыдущая гриппа ,— не 
является периодической десятичной дробью.

29



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что это периодическая 
дробь. Пусть ее период состоит из п  цифр и первый период 
начинается с k-ro  места. Ясно, что в рассматриваемой дроби, 
начиная с некоторого т-то места, каждой единице будут пред­
шествовать (2 п + 1 )  или более подряд идущих нулей. Рассмотрим 
каждую из таких групп нулей, начинающуюся с любого р-го 
места, где р > ^  и р '> т .  Возьмем теперь нуль, стоящий посре­
дине этой группы, ^ о т  нуль находится либо в начале, либо 
в конце, либо внутри некоторого периода длины п, но во всех 
перечисленных случаях этот период целиком лежит на взятом 
отрезке из (2 п + 1 )  или более нулей. Значит, период состоит из 
одних нулей, и, следовательно, в записи дроби с ^-го места 
должны быть только нули, а это неверно. Теорема доказана.

Из вышеизложенного вытекает, что каждое рациональное число 
может быть записано в виде бесконечной периодической десятич­
ной дроби. Поэтому естественно иррациональным числом назвать 
число, которое может быть записано в виде бесконечной неперио­
дической десятичной дроби.

В дальнейшем будем считать, что любая бесконечная перио­
дическая десятичная дробь есть вполне определенное рациональ­
ное число, а любая бесконечная непериодическая десятичная 
дробь есть вполне определенное иррациональное число. Заметим, 
что в силу этих определений нулевая бесконечная периодическая 
дробь есть число нуль.

§ 5. Действительные числа

Л\ножество всех бесконечных десятичных дробей (с вводимыми 
ниже определениями равенства, суммы и произведения этих чисел) 
называется множеством действительных чисел и обозначается 
буквой R , а каждая бесконечная десятичная дробь называется 
действительным числом. Положительная бесконечная десятичная 
дробь будет называться положительным действительным числом, 
отрицательная бесконечная десятичная лробь — отрицательным  
действительным числом, пулевая бесконечная периодическая де­
сятичная дробь (с периодом нуль)  — числом нуль. Поскольку 
бесконечные десятичные дроби есть периодические и непериоди­
ческие, то каждое действительное число является либо рацио­
нальным, либо иррациональным.

Д ва положительных действительных числа 
а о ,а ^ а ^ . . . а ^ . . . ,

равны, если Ь  ̂— а^ для всех чисел k  из расширенного натураль­
ного ряда.

Из двух положительных действительных чисел 
а „ ,а ,а ,.. . о * . . . .

• • -bf^. . ,
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первое больше второго, если либо а^ >Ь ^ ,  либо если ао=Ьо, но 
а^ >Ь ^ ,  либо если а^=Ь^,  a i = b i ,  а„ =  Ь„ (для некоторого 
натурального числа п), но >  b„+i.

Д ва действительных числа

а о , а , а , . . . а ^ . . .  и - Ь ^ Ь ^ . . .Ь„. . .

называются противоположными, если Ь  ̂=  а^ для всех чисел k 
из расширенного натурального ряда. Два отрицательных дейст­
вительных числа равны, если равны противоположные им числа. 
И з двух отрицательных чисел больи1е то, у которого противопо­
ложное (положительное) число меньше. Полол<ительное число 
больше нуля и любого отрицательного числа. Н уль больше 
любого отрицательного числа.

Рассмотрим приближенные значения бесконечных дробей. Обо­
рвем на каком-то месте бесконечную положительную десятичную 
дробь, изображающую данное положительное действительное 
число. Получим конечную десятичную дробь (которую можно 
записать в виде бесконечной с периодом нуль). Эта дробь б\дет 
меньше дашюго числа (или равна ему). Т акая дробь называется 
приближенным значением данного положительного действитель­
ного числа с недостатком.

Если положительную бесконечную десятичную дробь оборвать 
ка каком-то k -м месте и к полученной дроби прибавить дробь

- Ц ,  то получим конечную десятичную дробь, которая больше 
10 *

данного действительного числа. Т акая дробь называется прибли­
женным значением данного положительного действительного 
числа с избытком.

Если отрицательную бесконечную дробь оборвать на каком-то 
месте, то получим конечную десятичную дробь, которая больше 
данного действительного числа (или равна ему). Такая дробь 
называется приближ енным значением данного отрицательного 
действительного числа с избытком.

Если отрицательную бесконечную дробь оборвать на каком-то

к-ч  месте и к полученной дроби прибавить дробь ^ ™

гюлучим конечную десятичную дробь, которая меньше данного 
действительного числа. Т акая дробь называется приближенным  
значением данного отрицательного числа с недостатком.

П р и м е р ы .  1. Приближенным значением числа 0,4(31) с не­
достатком будут следующие конечные дроби: 0,4; 0,43; 0,431; 
0,4313; 0,43131; . . .  Приближенным значением этого же числа 
с избытком будут дроби 0,5; 0,44; 0,432; 0,4314; 0,43132; . .  .

2. Приближенным значением числа — 3,2(17) с недостатком 
будут следующие конечные дроби; —3,3; —3,22; —3,218;
—3,2172; —3,21718; . . .  Приближенным значением этого же
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числа с избытком будут дроби —3,2; — 3,21; — 3,217; —3,2171; 
—3,21717; . . .

Определим теперь действия сложения и умиол<еиия для дейст­
вительных чисел.

Суммой двух действительных чисел называется число, которое 
больше (или равно) суммы двух любых приближенных их значе- 
)И1Й с недостатком, но меньше (или равно) суммы двух любых 
приближенных их значений с избытком.

Без доказательства примем, что такое число всегда суш,ест- 
вует и притом только одно.

Отметим частный случай: сумма действительного числа а и 
противоположного ему числа (которое будем обозначать (— а)) 
есть число нуль.

Произведением  двух действительных положительных чисел 
. . а * . . .  и Ь^уЬ^Ь^.. . Ь^ . . .  называется число, которое больше 

(или равно) произведения двух любых приближенных их значе­
ний с недостатком, но меньше (или равно) произведения двух 
любых приближенных их значений с избытком.

Без доказательства примем, что такое число всегда сущест­
вует и притом только одно.

Произведение двух действительных отрицательных чисел 
и {— Ьа,Ьф.^. . .Ь^. . . )  равно произведению 

противоположных им положительных чисел a„,aia2 . . . .  и
&оЛ^2 - • •  • ■ Произведение двух действительных чисел, име­
ющих разные знаки a o .a if lj.. . а * . . • и (— • -Ь^. . . )  или 
(— ао.й,а2 - • • •) и . .Ь^ . . . ,  равно отрицательному числу,
противоположному произведению чисе.т1 . м ^ . . .  и

Произведение двух чисел, одно из которых есть нуль, равно 
нулю.

Справедливы следующие основные з а к о н ы  сложения и ум­
ножения действительных чисел:

а) а +  & =  Ь +  а  (коммутативность сложения);
б) {a-\-b)-Yc — a-\-{b +  c) (ассоциативность сложения);
в) аЬ =  Ьа (коммутативность умножения);
г) (аЬ)с==афс) (ассоциативность умножения);
д) (а +  Ь)с =  ас-\-Ьс (дистрибутивность сложения относительно 

умножения).
Д ля  действий сложения и умножения действительных чисел 

вводятся обратные действия — вычитание и деление.
Вычесть из действительного числа а действительное число Ь — 

значит найти действительное число с такое, что Ь-\-с — а.
Разделить действительное число а на отличное от нуля дей­

ствительное число Ь — значит найти действительное число d такое, 
что bd =  a.

На множестве действительных чисел действия вычитания к 
деления, за исключением запрещенного деления на нуль, всегда 
выполнимы.
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Если действительное число а-взято множителем п  раз (п — на­
туральное число, п > 1 ) ,  то произведение а а . . . а  называют п-й

п  раз
степенью числа а и обозначают а". Кроме того, по определению 
<г̂  =  й. Свойства степени действительных чисел аналогичны свой­
ствам степени рациональных чисел и потому здесь не приводятся. 
В связи с понятием степени действительных чисел часто возникает 
такая задача: для данного натурального числа п  и для данного 
неотрицательного действительного числа а найти другое неотри­
цательное действительное число Ь такое, что Ь'‘ ==а.

Неотрицательное число Ь такое, что его п-я степень есть д ан ­
ное число а, т. е. ft" =  а, называется арифметическим корнем  
степени п  из неотрицательного числа а и обозначается Ь = ^ а .

Т е о р е м а .  Д л я  любого натурального числа п и любого неот­
рицательного числа а существует и притом единственный в мно­
жестве неотрицательных чисел арифметический корень степени п 
из числа а.

Доказательство теоремы опустим.
В случае п =  2 в обозначении корня цифру 2 не пишут; 

в случае п =  1 корень 1-й степени из числа а есть само число а. 
Арифметические корни могут быть рациональными и нррациопаль- 
ны.ми числами.

Например, у  ^  есть рациональное число у ;  >^2 —есть
иррациональное число (это вытекает из теоремы 1 § 4).

Заметим, что по определению арифметический корень из числа О 
есть нуль.

Абсолютной величиной (или модулем) действительного числа а 
называется: само это число, если с — положительное число; нуль, 
если а  — нуль; число противоположное числу а, если а — отрица­
тельное число. Абсолютная величина действительного числа а 
обозначается | а | .  Сформулированное выше определение можно 
коротко записать так:

а, если а  >  0;
О, если а =  0;

— а, если а  <  0.

Основные свойства абсолютных величин действительных чисел 
будут приведены в главе П .

Заметим, что в силу определения арифметического корня из 
неотрицательного числа для любого действительного числа спра­
ведливо равенство | / а ^  =  | а | .

Поставим более общую задачу: для любого действительного 
числа а и любого натурального числа п найти действительные 
числа Ь такие, что Ь’‘ =  а. Если такие числа существуют, то они 
называются действительными алгебраическими корнями п-й сте­
пени из действительного числа а. Если число а  неотрицательное,
2 м. к. Потапов и др. 33



то, как говорилось выше, существует одно неотрицательное число Ь 
такое, что Ь" =  а, т. е. для любого неотрицательного числа а 
всегда существует хотя бы один алгебраический корень Ь, для 
обозначения которого есть специальный символ ^ а  (арифмети­
ческий корень). В случае существования других алгебраических 
корней, кроме арифметического корня, для их обозначения нет 
специальных символов.

Рассмотрим вопрос существования алгебраического корня из 
действительного числа. Заметим, что в этом параграфе утвержде­
ния о количестве действительных корней для данного действи­
тельного числа принимаются без доказательства. Их справедли­
вость будет вытекать из общей теоремы о количестве корней из 
комплексного числа (гл. XI).

Пусть а =  0;. тогда для любого натурального числа п сущест­
вует и притом только один алгебраический корень п-я  степени — 
число Ь, равное 0.

Пусть а — положительное число и п — нечетное натуральное 
число (n =  2 k + \ ) .  Тогда существует и притом только один ариф­
метический корень =  из этого числа и других действи­
тельных алгебраических корней из этого числа нет. Таким 
образом, существует только один алгебраический корень нечетной 
степени из положительного числа, а именно арифметический 
корень.

Пусть а  — положительное число и п — четное натуральное 
число {n =  2k). Тогда существует и притом только один арифме­
тический корень =  а и действительный алгебраический ко­
рень &2 =  — а из этого числа. Таким образом, существуют два 
действительных алгебраических корня четной степени из положи­
тельного числа а: =  а и &2 =  —

Пусть а  — отрицательное число и /г — четное натуральное число 
{n =  2k). Поскольку любое не равное нулю действительное число 
в четной степени есть положительное число, а число О в любой 
натуральной степени есть нуль, то нет ни одного действитель­
ного числа Ь такого, что — отрицательное число. Значит, нет 
действительного алгебраического корня четной степени из отри­
цательного числа.

Пусть а  — отрицательное число и п — нечетное натуральное 
число {п =  2^ +  1)- Покажем, что есть одно действительное отрица­
тельное число Ь такое, что Ь" =  а. Обозначим с =  — а. Тогда 
с >  О, и потому существует единственный арифметический ко­
рень d степени (2 ^ + 1 )  из числа с: или d =  с =
=  '̂‘'*'1/ — а =  1 а I . Положим теперь b =  — d. Тогда _
=  (— l)=*+*£f«+i =  ( _ i ) c  =  ( _ l ) ( _ G )  =  a. Значит, 6 =  — 
есть отрицательное число такое, что6-*+‘ =  а, т. е. —
действительный алгебраический корень из отрицательного чи­
сла а.
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П р и м е р ы .  1. Пусть а =  — 7, п =  5, тогда вещественный 
алгебраический корень 5-й степени из числа (—7) есть число

2. Пусть а =  —8, п =  3, тогда вещественный алгебраический 
корень 3-й степени из числа (—8) есть число Ь =  — t /  \ —8 | == 
=  _ | / 8  =  _ 2 .

З а м е ч а н и е .  Иногда корень нечетной степени из отрица­
тельного Числа а записывают в виде Ь =  понимая под
этим число Ь =  — Например,  вместо 6 =  — y ' l  пишут 
6 = / — 7. Но в дальнейшем такая запись употребляться не будет.

М ‘ _________ и
й А  T lh . Г"

Рис. 1.

Перейдем теперь к геометрической интерпретации  действи­
тельных чисел. Пусть дана горизонтальная прямая (рис. 1). Она 
имеет два взаимно противоположных направления. Назовем одно 
из этих направлений положительным, а другое отрицательным. 
Д ля определенности за положительное направление выберем 
направление вправо (если смотреть по рисунку). Зафиксируем 
на прямой некоторую точку О и назовем эту точку началом от­
счета. Точка О разбивает прямую на две части, называемые 
лучами. Луч, направленный вправо, назовем положительным лу ­
чом, а луч, направленный влево,— отрицательным лучом. Пусть 
задан отрезок, принятый за единицу длины; в таких случаях 
говорят, что введен масштаб.

Прямую, на которой выбрано начало отсчета, положительное 
направление и введен масштаб, называют числовой прямой.

Каждой точке числовой прямой можно поставить в соотвепг- 
ствие действительное число по следующему правилу:

— выбранной точке О поставим в соответствие число нуль;
— каждой точке N  на положительном луче поставим в соот­

ветствие положительное число а, где а — длина отрезка ОЛ';
— каждой точке М  на отрицательном луче поставим в соот­

ветствие отрицательное число Ь, где |Ь | —длина отрезка ОМ.
Таким образом, каждой точке числовой прямой (при выбран­

ном масштабе) поставлено в соответствие единственное действи­
тельное число.

Покажем, что этим процессом перебраны все действительные 
числа. Предположим противное, т. е. пусть некоторое действи­
тельное число с не поставлено в соответствие некоторой точке 
на числовой прямой. Если число с положительное, то найдется 
отрезок, длина которого равна с. Отложив этот отрезок вправо 
от точки О на числовой прямой, получим точку, которой число с 
должно соответствовать, т. е. получим противоречие. Если же 
число с отрицательное, то найдется отрезок, длина которого
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равна [с], отложив этот отрезок влево от точки О на числовой 
прямой, получим точку, которой должно соответствовать число с, 
т. е. опять получим противоречие.

Итак:
1. каждой точке на числовой прямой поставлено в соответ­

ствие одно и только одно действительное число;
2. разным точкам числовой прямой поставлены в соответствие 

разные числа;
3. нет ни одного действительного числа, которое не соответ­

ствовало бы какой-либо точке числовой прямой.
В таких случаях говорят, что между множеством всех точек 

числовой прямой и множеством всех действительных чисел уста­
новлено взаимно однозначное соответствие.

Отметим, что часто при этом точки числовой прямой отожде­
ствляются с числами, которые им поставлены в соответствие. 
Пользуясь этим, легко сформулировать, какое из двух действи­
тельных чисел больше: больше то, которое расположено на числовой 
прямой правее другого.

Система координат на прямой. Если на прямой выбрано на­
чало отсчета, положительное направление и введен масштаб, то 
говорят еш,е, что на прямой задана система координат. При этом 
сама прямая назьжается координатной осью, а точка О — началом 
координат. Каждой точке М  этой прямой ставят в соответствие 
число, называемое координатой точки М  в заданной системе 
координат. Это число определяется по правилу; если точка М  
находится на положительном луче, то это число равно положи­
тельному числу—длине отрезка 0 М \  если точка М  нахрдится 
на отрицательном луче, то это число равно отрицательному 
числу—длине отрезка ОМ  со знаком минус; если же точка М  
совпадает с началом координат, то это число равно нулю.

Пусть данная координатная ось расположена горизонтально, 
причем так, что положительный луч направлен вправо. Тогда 
любая точка, лежаш,ая справа от начала координат О, имеет 
положительную координату, а любая точка, лежащ ая слева от 
начала координат О,— отрицательную координату. Координата 
точки О, начала координат, равна нулю. Легко видеть, что коор­
дината любой точки М. координатной оси равна действительному 
числу, поставленному в соответствие точке на числовой прямой.

Если рассматривается несколько разных фиксированных точек 
оси /, то часто их обозначают некоторой заглавной буквой с раз­
ными номерами, например М^, М^, М^, . . . ,  М„,  . . . ;  координаты 
этих точек обозначают буквой оси с соответствующими номерами, 
т. е. ti, ti, ts, . . . ,  . . .  Чтобы указать, что данная точка
имеет данную координату, записывают эту координату в круглых 
скобках рядом с обозначением самой точки, например 
Л4,,( /2), М з(4 ), . . . ,  M„{t„),  . . .  Говоря, что дана точка, пони­
мают, что дана ее координата; говоря что надо найти точку, 
ищут ее координату,
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Т е о р е м а  1. Пр и  любом расположении на координатной оси 
двух разных точек и {i.̂ ) расстояние d между этими
точками равно модулю разности их координат, т. е.

d =  - / , 1 -

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Если точки M j н М.2̂ совпадают, то 
утверждение теоремы очевидно. Пусть точки и не совпа­
дают и пусть для определенности точка ( /2) лежит правее

I
-4--------------1 -

на t ,, а на ,и).

'■ г
\ т .

0(0)  1  t  0 (B) г  Mi(t2}

Рис. 2. Рис. 3.

Пусть M l (/j) и Afj ( /2) — любые не совпадающие точки, леж а­
щие правее начала координат О (рис. 2). Тогда длина отрезка 

равна длине отрезка ОМ^,  которая равна минус длина 
отрезка ОМ^,  которая равна т. е.

Пусть совпадает с началом координат 0 (0 ) , т. е. /i =  0,
а Alj (/2) — любая точка, лежащ ая правее начала координат О 
(рис. 3). Тогда длина d отрезка Mj^M^ равна длине отрезка ОМ^,  
которая равна т. е.

d =  /2 =  | 4  — 0 | =  К, — М -

Пусть Ml  ( / J  — любая точка, лежащ ая левее начала координат, 
а точка /W2 ( /2) —любая точка, леж ащ ая правее начала координат

1 . “ 1

^
Ш ) /  7 ^ )

Рис. 4.

(рис. 4). Тогда длина d  отрезка М-^М^ равна длине отрезка ОМ^,  
которая равна плюс длина отрезка ОМ, ,  которая равна (— / J ,  
г. е.

^ “  2̂ “Ь ( ^i) — 2̂ =  I ^2 !•
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Пусть Ml ( / , )— любая точка, лежащ ая левее начала коорди­
нат, а точка совпадает с началом координат 0 (0 ) , т. е.
^2 =  0 (рнс. 5). Тогда длина d отрезка совпадает с длиной
отрезка M f i ,  которая равна (— ti), т. е.

Пусть Ml (/i) и Мз (^з) —любые несовпадающие точки, лежащие 
левее начала координат О (рис. 6). Тогда длина d отрезка

L
~ L

OW) i  t  0(0) /  t
Рис. 5. Рис. 6.

равна длине отрезка OMi, которая равна (—/j), минус длина 
отрезка ОМ.^, которая равна (— т. е.

d =  { -  =  =

Итак, во всех случаях d =  \t^ — t^\. Теорема доказана. 
П р и м е р ы .  1. Найти расстояние между точками М (3) и

Я (- 2 ) .
d =  | 3 - (—2)|  =  | 3  +  2|  =  5 или d =  | —2 - 3 |  =  | - 5 |  =  5.

2. Найти расстояние между точками М { —4) и Р ( — 10). 

d =  | _ 4 - ( - 1 0 ) |  =  | 6 |  =  6 или d =  l(— 1 0 ) - ( - 4 ) 1  =  | - 6 |  =  6.

Итак, можно сказать, что модуль любого действительного 
числа а, т. е. 1а|, есть расстояние от точки М (а) до начала 
координат.

§ 6. Числовые равенства и неравенства

В § 5 упоминалось о сравнении чисел и были приведены 
определения, по которым можно выяснить, равны ли два данных 
действительных числа или одно больше другого. Все эти опре­
деления можно записать иначе, используя сравнение действитель­
ных чисел с числом нуль, а именно так: два действительных 
числа а и Ь равны тогда и только тогда, когда их разность 
равна нулю, т. е. а =  Ь ^  а — Ь =  0; число а больше числа Ь тогда 
и только тогда, когда разность (а — Ь) положительна, т. е. 
а > 6 < ^ а  —6 > 0 ;  число а меньше числа Ь тогда и только тогда, 
когда разность (Jb — a) положительна или когда разность (а — Ь) 
отрицательна, т. е. а <,Ь ^  а — Ь < .0  ^  Ь — а >  0.
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Если два числа соединены знаком равенства, то принято го­
ворить, что задано числовое равенство. Однако это равенство

может быть и BeprfbiM, и неверным. Например, 2 =  5 — 3, у  =  —

верные, а 3 =  5 — 1, 6 =  у — неверные равенства.
Аналогично, если два числа соединены любым знаком нера­

венства, то принято говорить, что задано числовое неравенство, 
которое может быть верным и неверным* Например, 110,1 <  1Р ,
К Ю  >  3 — верные, — 5 >  V^2, -^ >  3 — неверные неравенства.

Справедливость или несправедливость некоторых числовых 
равенств и неравенств не всегда очевидна. Например, справед­
ливость неравенства

(100)5“ <  1-2-3-4  . . .  99-100

не очевидна. В таких случаях числовые равенства и неравенства 
надо доказывать. Большую роль при этом играют рассмотренные 
ниже основные свойства равенств и неравенств.

1. Если числа а, Ь и с таковы, что а — Ь и Ь =  с, то а — с (свой­
ство транзитивности равенств).

2. Если числа а, Ь, С, d таковы, что а =  Ь и c — d, то а-\-с  =  
=  6 +  d.

3. Если числа а, Ь, с, d таковы, что а — Ь, c==d, то ac — bd.
4. Д ля  любых действительных чисел а, Ь и с равенства а =  Ь 

и а +  с =  Ь-{-с равносильны, т . е. из справедливости равенства 
а — Ь следует справедливость равенства а-\-с  — Ь ^ с ,  и"*наоборот, 
из справедливости равенства а +  с =  6 +  с следует справедливость 
равенства а =  Ь, т. е. а  =  Ь«Фа +  с =  Ь +  с.

5. Д ля  любых действительных чисел а и Ь и для любого дей­
ствительного отличного от нуля числа с равенства а — Ь и ас =  Ьс 
равносильны, т. е. если с ф О ,  то а ~ Ь  ^  ас =  Ьс.

Приведем аналогичные свойства для числовых неравенств.
1. Если числа а, Ь и с таковы, что а >  Ь и Ь с, то а ^  с 

(свойство транзитивности неравенств).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  а — с =  {а — с)-]-{Ь — Ь) =  {а — Ь)-\-{Ь — с). 

Так как а > Ь ,  то а — Ь >  О, так  как Ь >  с, то Ь — с >  О, но сумма 
двух положительных чисел положительна, поэтому а — с >  О, 
т. е. а  >  с.

2. Если числа а, Ь, с, d таковы, что а~^Ь,  c~;>d, mo а +  с >  
Ь -}-d.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  {a +  c) — (b +  d) =  {a — b) +  {c — d). Так 

как а ^ Ь ,  то (а — Ь) положительное число; так как c j >d ,  то 
(c — d) также положительное число; сумма двух положительных 
чисел положительна, поэтому (а +  с) — (6 +  d) >  О, т. е. a - f c >  

b-\-d.
2а. Если числа а, Ь, с, d таковы, что а ' ^ Ь  и с < ,d , то 

а — с ' ^ b  — d.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  {a — c)— (b— d) =  {a — b) +  {d — c). Так
как а  >  6, то (а —6) — положительное число; так к а к с < й ,  то 
(d —с) — также положительное число; сумма двух положительных 
чисел положительна, поэтому (а — с) — (6 — d) >  О, т. е. а  —с >  
> b - d .

3. Если а, Ь, с, d — положительные числа и а ^ Ъ  и су> d, то 
ас >  bd.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  ac — bd =  {ac — bd) +  {bc — bc) = {a c— bc)-ir 
+  (bc — b d ) = c { a  — b) +  b{c — d). Так как а > Ь ,  то (а— fe) — поло­
жительное число; так как с — положительное .число и так как 
произведение положительных чисел положительно, то с (а — Ь)— 
положительное число; аналогично показывается, что Ь {с— d) — 
положительное число; сумма двух положительных чисел поло­
жительна, поэтому ас— М  >  О, т. е. a c > b d .

4. Д л я  любых действительных чисел а, Ь и с неравенства 
а~>Ь и а  +  с > Ь + * с  равносильны, т. е. из справедливости нера­
венства а >  Ь следует справедливость неравенства а +  с >  6 +  с 
и наоборот, из справедливости неравенства а - \ -с >  Ь-\-с следует 
справедливость неравенства. а > Ь ,  т.  е. a > f c < ^ a  +  c > &  +  c.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а > Ь .  Тогда (а +  с ) — (6 +  с) =  
=  (а —fo)-f(c —с) =  (а —Ь ) >  О, т. е. а +  с > Ь + с .  Пусть (а +  с )>
>  (Ь +  с). Тогда а — Ь =  {а — Ь) +  (с — с) =  {а +  с ) ~ ф  +  с ) > 0 ,  т .е . 
а >  Ь.

5. Д л я  любых действительных чисел а и Ь и любого положи­
тельного числа с неравенства а у  Ь и ас';>Ьс равносильны, т. е. 
если с >  О, то а~> Ь ^ а с у -  Ьс.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а > Ь ,  тогда ас — Ьс=( а  — Ь)с. 
Т ак как с и (а — 6) — положительные числа, то их произведение 
положительное число, т. е. ас — Ь с ^  О, или ас >  Ьс. Пусть ас >  Ьс, 
тогда (а —Ь) с =  ас —6с > 0 .

Если произведение двух чисел положительно и одно из них 
также положительно, то положительно и другое число, т. е. так 
как с > 0 ,  то а  —6 > 0 ,  т . е .  а >  &.

5а. Д л я  любых действительных чисел а и Ь и любого отри­
цательного числа с неравенства Ь и ас <,Ьс равносильны, 
т. е. если с <  О, то а >  ас <СЬс.

Доказательство этого факта аналогично доказательству свой­
ства 5.

Итак, имеют место следующие основные свойства равенств и 
неравенств:

1) а  =  &, & =  с = > а  =  с; 1) а  >  ft, & >  с = > а  >  с;
2) а =  Ь, c =  d = ^ a  +  c =  b +  d\ 2)  а > Ь ,  с >  d = ^ a  +  c >  b + d ;

2а) а  >  ft, с < ,d = ^ a  — c':> b — d-,
3) a =  ft, c =  d=^ac==bd\ 3) a > b > 0 , c >  d >  0=^ac>bd-,
4) a =  b ^ a  +  c ^ b  +  c\ 4) a > b ^ a + c > b  +  c;
5) a =  b ^ a c  =  bc при c ^ O ;  5) a >  b ^ a c >  be при c > 0 ;

5a) a >  b ac <,bc при с <  0.
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Выше употреблялись знаки равенства ( = )  и строгого неравенства 
( <  или > ) .  Иногда этих знаков не хватает. Есть задачи, где 
необходимы нестрогие неравенства.

П р и м е р .  Сегодня в Москве О’ , а в Ленинграде температура 
не выше.

Если температуру в Ленинграде обозначить буквой Г , 
тогда либо Т  =  0°, либо Т  <  0“. В таких случаях принято писать 
Г < 0 .

Приведем определения нестрогих неравенств а ~ ^ Ь  и а ^ Ь .  
Числовое неравенство а ^ Ь  считается верным и при а  <  ft и 
при а — Ь и неверным лишь в случае а ' ^ Ь .  Например, неравен­
ства 6 ^ 9  и 3 ^ 2 + 1 — оба верные неравенства, а неравенство 
7 ^ 6  неверное. (Запись а ^ Ь  читается либо как «а не больше &», 
либо как ш  меньше или равно Ь».)

Числовое неравенство а ~ ^ Ь  считается верным и при а ' ^ Ь ,  
и при а ^ Ь \  оно считается неверным лишь в случае а<^Ь.  (З а ­
пись а ~ ^ Ь  читается либо как т  не меньше Ь», либо как «а больше 
или равно Ь . )

Д ля нестрогих неравенств справедливы свойства I — 5а,  если 
в них знак строгого неравенства заменить на знак нестрогого 
неравенства.

Будем говорить, что
справедливо двойное неравенство а  <  & <  с, если одновременно 

справедливы два неравенства а с ^ Ь  и 6 <  с;
справедливо двойное неравенство а ^ Ь  -Сс, если одновременно 

справедливы два неравенства а ^ Ь  и Ь < ,с\
справедливо двойное неравенство а < С Ь ^ с ,  если одновременно 

справедливы два неравенства а < , Ь  и Ь -^ с \
справедливо двойное неравенство если одновременно

справедливы два неравенства а ^ Ь  и Ь ^ с .

§ 7. Числовые множества

Понятия множества и элемента множества относятся к основ­
ным понятиям, т. е. к понятиям, которые не определяются.

В этом параграфе рассматриваются числовые множества, эле­
ментами которых являются действительные числа.

Если число а принадлежит множеству М ,  то пишут а ^ М ,  
если а не принадлежит множ еств/ М ,  то пишут а ^ М .

Например: 2 £ N ,  O ^ N .
Выше были введены следуюш,ие числовые множества;

— множество всех натуральных чисел (ряд натуральных 
чисел);

Z — множество всех целых чисел;
— множество всех неотрицательных целых чисел (расширен­

ный ряд натуральных чисел);
Q — множество всех рациональных чисел;
7? — множество всех действительных чисел.
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Приведем теперь примеры других числовых множеств и усло­
вимся, как будем их обозначать дальше.

Множество, не имеющее элементов, называется пустым мно­
жеством и обозначается 0 .

Если множество состоит из конечного количества элементов 
то такое множество принято записывать так: в фигурных скоб 
ках записывают все элементы множества (в любом порядке) 
отделяя их друг от друга точкой с запятой. Например, множе 
ство М ,  состоящее из шести первых чисе^ натурального ряда 
можно записать так: УИ =  {1; 2; 3; 4; 5; 6}, а множество L,  состоящее

V ~ 2  —  3  ,  / / ' 2  — 31из одного числа - —^—  , запишется так; L — ^— J* .
Если множество состоит из бесконечного количества элемен­

тов или из элементов, которые в свою очередь являются множе­
ствами, то введенные фигурные скобки сохраняются, а внутри 
них приводится краткое описание множества. Например, множе­
ство всех пар чисел а и Ь, из которых а есть любое целое число, 
а Ь есть любое действительное число, записывается так:

М=^{{а-, b ) \ a ^ Z ,  Ь ^ Щ .

Если каждый элемент множества А принадлежит множеству В, 
то множество Л называется подмножеством множества В. В этом 
случае принято писать A czB  или В гзЛ .

Например; N a Z ]  \(а; b ) \ a ^ N \  b ^ Z } c : \ { a \  b ) \ a ^ Z \  b ^ R } .
Множество всех действительных чисел t, для каждого из ко­

торых справедливо двойное неравенство — 1 <   ̂ <  2, принято 
обозначать (— 1; 2) и называть интервалом  (— 1; 2). В силу 
взаимно однозначного соответствия между множеством всех дей­
ствительных чисел и множеством всех- точек числовой прямой об 
интервале (— 1; 2) принято говорить,^ что это есть множество 
всех точек числовой прямой, расположенных между точками 
(— 1) и (2), не включая эти точки (рис. 7).

Множество всех действительных чисел /, для каждого из ко­
торых справедливо двойное неравенство — 2 ^   ̂< 4  , принято

---------- ^  > -
' 7  о  f  I  t  - z  f f  J  ' 4  t

Рис. 7. Рис. 8.

обозначать [— 2; 4) и называть полуинтервалом  [— 2; 4). При­
нято также говорить, что полуин^тервал [— 2; 4) есть множество 
всех точек числовой прямой, расположенных между точками (— 2) 
ц (4), включая точку (— 2) (рис. 8).

Множество всех действительных чисел t, для каждого из ко­
торых справедливо двойное неравенство О < ,t  ^ 3 ,  принято обо­
значать (0; 3] и называть полуинтервалом  (0; 3]. Принято также 
говорить, что полуинтервал (0; 3] есть множество всех точек
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числовой прямой, расположенных между точк'ами (0) и (3), вклю­
чая точку (3) (рнс. 9).

Множество всех действительных чисел t, для каждого из 
которых справедливо двойное неравенство — принято
обозначать [— 2; 1] и называть отрезком [— 2; 1]. Принято

J

л  г  S t  а  1  t
Рис. 9. Ркс. 10.

также говорить, что отрезок [— 2; 1] есть множество всех точек 
числовой прямой, расположенных между точками (— 2) и (1), 
включая обе эти точки (рис. 10).

В общем случае, если а <  Ь, то
отрезком [а; Ь] называется множество всех действительных 

чисел t, для каждого из которых справедливо двойное неравен­
ство a ^ t ^ b \

полуинтервалом  [а; Ь) называется множество всех действитель­
ных чисел t, для каждого из которых справедливо двойное не­
равенство а ^   ̂ <  Ь;

полуинтервалом  (а; Ь] называется множество всех действи­
тельных чисел t, для каждого из которых справедливо двойное 
неравенство а

интервалрм  (а; Ь) называется множество всех действительных 
чисел t, для каждого из которых справедливо двойное неравен­
ство а <  t < Ь \

лучом [а; +  оо) называется множество всех действительных 
чисел t, для каждого из которых справедливо неравенство  ̂^  а;

лучом (а; - f  оо) называется множество всех действительных 
чисел t, для каждого из которых справедливо неравенство t >  а;

лучом (— оо; а] называется множество всех действительных 
чисел t, для каждого из которых справедливо неравенство t ^ a \

лучом (— оо; а) называется множество всех действительных 
чисел t, для каждого из которых справедливо неравенство t <_а.

Заметим, что иногда говорят — «промежуток», понимая под 
этим либо луч, либо отрезок, либо интервал, либо полуинтервал. 
Наконец, иногда множество R  всех действительных чисел обоз­
начается так: (— со; +  оо).

Объединение и пересечение множеств^
Объединением множеств А п В  называется множество С, со­

стоящее из всех таких элементов, каждый из которых содержится 
хотя бы в одном из данных множеств А я В. Д ля объединения 
множеств употребляется символ IJ: С =  А \ } В .

П р и м е р ы .  1. Если Л =  {1; 2; 3; 4} и В =  {2; 3; 4; 5}, то 
Л и в  =  -|1; 2; 3; 4; 5}.

2. yVuZ„U{0} =  Z„; 3. ( - 1 ;  2) U (0; 3] =  ( - 1 ;  3];
4. ( - 1 ;  2 ) и [ - 2 ;  1 ) - [ - 2 ;  2 ) ; 5 . [ - 2 ;  1] U (0; 3] =  [ - 2 ;  3];
6 . ( - 1 ;  2] и (2; 4) =  ( -  1; 4); 7. (0; 1) и ( - 1 ;  +  оо) =  ( - 1; +  сх.).
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Пересечением множеств А \\ В  называется множество L, эле­
ментами которого будут те и только те элементы, которые одно­
временно являются элементами и первого н второго множества, 
т. е. пересечение двух множеств есть общая часть этих множеств. 
Д ля пересечения множеств употребляется знак П : L == Л П В.

П р и м е р ы .  1. Если Л =  {0; 1; 2; 3} и В =  {2\ 3; 4; 5; 6}, 
т о Л п В  =  {2; 3};

2. i VnZ„ =  A?; 3. N n Z ^ N - ,
4. {1; 2 ;  3 ;  4} П {2; 3; 4 ;  5} =  {2; 3 ;  4}; 5 .  ( - 1 ; 2 ) П ( 0 ;  3 ]  =

- (0; 2);
6 . ( - о о ;  1 ] п ( 0 ;  3) =  (0; 1]; 7 .  ( - 1 ,  3 ) П ( 3 ;  + о о )  =  0 .
Упорядоченные множества. Перестановки и размещения. При

рассмотрении числового множества можно числа, принадлежащие 
этому множеству, расположить в определенном порядке. Тогда 
имеет смысл говорить об упорядоченном множестве. Одним из 
примеров упорядоченного множества является ряд натуральных 
чисел. Если два упорядоченных множества содержат одни и те 
же элементы, но расположенные в разном порядке, то будем 
говорить, что эти упорядоченные множества отличаются порядком 
расположения элементов. Например, из трех чисел 4, 7, 1 можно 
составить шесть различных упорядоченных множеств: {1; 4; 7}, 
{1; 7; 4}, {4; 7; 1}, {4; 1; 7}, {7; 1; 4}, {7; 4; 1}.

Рассмотрим более подробно этот вопрос для конечных мно­
жеств, т. е. для множеств, состоящих из конечного числа эле­
ментов, например чисел.

О п р е д е л е н и е .  Установленный в конечном множестве поря­
док называется перестановкой его элементов. Число перестановок— 
это число различных упорядоченных множеств, составленных из 
одних и тех же элементов. Число перестановок из п  элементов 
обозначают через Р„. Д ля того чтобы ответить на вопрос, — чему 
равно число перестановок из п элементов, рассмотрим общую 
задачу. Пусть дано множество, состоящее из п  элементов. Вы­
делим т  элементов, где т ^ п ,  т  этого множества и расположим 
их в некотором порядке. Полученное конечное упорядоченное 
множество будем называть размещением. Общую задачу можно 
сформулировать так: «Сколько существует размещений из п  эле­
ментов по т  элементов?» Ответим сначала на вопрос, сколько 
существует размещений из п элементов по два элемента. Н а 
первом месте такого размещения может быть любой элемент из 
п элементов, на втором месте может быть любой и з ( п — Д остав­
шихся. Пусть на первом месте стоит элемент а^, тогда на вто­
ром месте может стоять любой из элементов а^, а^, . .  ., а„. При 
этом получим ( п— 1) размещений. Если на первом месте стоит 
элемент а^, то на втором месте может стоять любой из элементов 
а,, Оз, а^, . . . ,  о„, т. е. будет еще (п — 1) размещений. Перебрав все 
элементы а ,, а^, а^, . . . ,  а„, получим п групп, в каждой из ко­
торых содержится ( п— 1) размещений. Следовательно, число всех 
размещений из п  элементов по два будет п { п — 1).
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Если нужно узнать число размещений из/г элементов по три, 
то следует к каждому размещению из п элементов по два до­
бавить по очереди один элемент из (/i — 2) оставшихся. Тогда 
получится п(п — 1) групп, в каждой из которых будет по (п — 2) 
размещении. Следовательно, всего размещений из п элементов
по три будет п ( п — 1) (п — 2). Если число размещений из п эле­
ментов по т  обозначить то можно записать следующие фор­
мулы;

Л^ =  / г(п— 1), А1 =  п { п — \){п — 2). (1)

Перепишем формулы (1) в ином виде:
Л ^ - = « [ / г - ( 2 - l ) ] ,  Л?, =  « ( « - 1 ) [ / 1 - ( 3 - 1 ) ] .  (2)

Можно подметить определенную закономерность в формулах (2): 
число размещений равно произведению последовательных нату­
ральных Ч1юел начиная с п и  кончая [п — (/г— 1)], где А =  2, 3. 
Рассуждая аналогично предыдущему, получим

A a — n { t i ~ \ ) { n  — 2) . . . [ t i  — {tn— \)\,  ̂ (3)

П р и м е р .  В 1-м классе 6 учебных предметов и 4 урока в день. 
Сколькими способами можно составить расписание одного учеб­
ного дня (более одного урока в день по каждому предмету не 
допускается)?

Д ля того чтобы решить эту задачу, надо найти число разме­
щений из 6 элементов по 4: Л^ =  6 • 5• 4• 3 =  360. И так, возможно 
360 способами составить расписание на день. Очевидно, что пе­
рестановка— это размещение из п элементов по п. По формуле (3)

P„ =  r t ( n - l ) ( n - 2 ) . . . 2 1 .  (4)

Если воспользоваться символом п\ (читается: «я факториал»), 
который обозначает произведение п первых чисел натурального 
ряда («! 1- 2 - 3 - . . . -п), то формулу (4) можно записать так;

Рп =  п \. (5)

Формулу (3) тоже можно записать, используя этот символ:
лт _п ( п — \ ) . . . [ п  — ( т— \ ) \ - \ ( п — т ) . . . 2 Л ] _  п\  .

" |(/г —/п).. .2-1] (я —/п)! •

Чтобы формула (6) совпадала с 4>ормулой (5) при т --=п, принято 
считать, что О! =  1.

Сочетания и их свойства. Часто возникают задачи, когда из 
данного конечного множества из п элементов надо образовать 
м1южество из т элементов ( т ^ п ) ,  но во вновь построенном 
множестве порядок следования элементов не важен, а важно 
лишь их наличие.

Например, пусть спрашивается, сколькими способами можно 
1'ыбрать трех учеников из десяти для уборки класса. В этом
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случае упорядоченность в группе из трех человек необязательна. 
Такие множества из п элементов по т,  которые отличаются 
друг от друга только элементами, но не порядком их располо­
жения, называются сочетаниями, и их число обозначается че­
рез С'п - Очевидно, что число сочетаний из п элементов по п 
равно единице: C h = \ .  Рассмотрим общий случаи, когда \ ^ т ^ п .

Пусть составлены все сочетания Сп из п  элементов по т. 
Возьмем любое из этих сочетаний и переставим в нем элементы 
всевозможными способами. Тогда число полученных всевозмож­
ных упорядоченных множеств из п элементов по m равно 
Покажем, что это число совпадает с числом всех размещений 
из п  элементов по т. Действительно, возьмем всевозможные 
размещения и запишем их по группам. В каждую группу вклю­
чим размещения, составленные из одинаковых элементов, отли­
чающиеся порядком их расположения. Таким образом, в каждую 
группу войдет столько размещений, сколько можно образовать 
перестановок из данных т  элементов, т. е. т\ размещений. Все 
размещения, расположенные в одной группе, рассматриваемые 
как сочетания, одинаковы, так как содержат одинаковые элементы. 
Следовательно, число групп — это число различных сочетаний 
из п элементов по т,  т. е.

А ’̂ ^ С ^ т \ .  (7)

Из равенства (7) получим формулу для подсчета числа сочетаний

А " 'п т_
" т\

или, используя формулу (6):

Отметим, что в силу принятого соглащеиия: 0! =  1, формула 
(8) справедлива и при т  =  0, а именно С“ =  1. Решим сформули­
рованную выше задачу о выборе трех учеников. Число возмож­
ных способов выбора учеников равно

1 .2 -3 -4 -5 -6 -7 .8 -9 -Ю
"̂1" (1 .2 -3 -4 -5 -6 .7 ) (1 .2-3)

Если подсчитаем С\^, то получим тот же ̂ результат:
I .2 .3 .4 .5 -6 .7 .8 -9 -1 0  
(1 -2 -3 )(1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 ) ~  •

Покажем в общем случае, что C^ =  C^- ' ” ( 0 < m < n ) .  Действи­
тельно,

С п - т _ ______________________________  п! _
 ̂ " ~ [ n - ( n - m ) J !  (л -т )!  ~ m! ( n —/л)!“  " •
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Формула (9) позволяет легко подсчитать число сочетаний из п 
по т, когда т  близко к п. Например,

Г’з — — Q
—  "g j*  —

Покажем справедливость еще одного свойства числа сочетании:
+  ( 10) 

Действительно, используя формулу (8) имеем

( т +  1)! ( п — т — 1)1 ” /п! (га — т )!  
п\ п\

т\ (т-\- 1) (п — т — I)! ~  т\ ( п — т — I)! {п— т) 
п\ f  \ . \ \  п\ (п - \-1)

т\ (га — m— 1)! 1 ~ г а — m m! (га— m— 1)! (m +  1) ('п— т ) ' 
_  _____

( m + l ) \  [ ( r a + l ) - ( m + I ) ] !  ’

Используя еще раз формулу (8), получаем, что формула (10) 
верна.

УПРАЖНЕНИЯ  

Вычислить (1—10):

112 

55 •
2 
5ч

4.
3 ^ + 4 - о - - 6 ^

: 0 , 7 5 } : б | .

5 i - 4 - 0 . 5 99

+

5.
4 ^ + 5 , 4  +  0,2 (6)

1 ,0 (3 )+ 0 ,1
4 - 0 , 8  ( 3 ) - 2 ^

4-4-А)-” 
4- 4+48-‘4
8 ^ - 7 ,9 1 ( 6 )

6.
Г/3 ,2 5 3,125'\ ,0 ,3 4 Г _
Л 5 ,5  '■ 341 ) •■6,875. '

,34П  /  2
3

Ч ?
Т + 0 - '2 5

' ’" '■“ ■5 2 - 0 , 0 4

4 - 0,8
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7.
' { г7т|5 - П ,2 7 ) . 2 -I
12 : 12,28 : (28,57— 5,03)]

8 .

9.

10.

f (4,6 +  5;6 ,25)-14] 7 )  2
U  4 .0 ,1 2 5 + 2 ,3  , 2 _ 4 ^ 4 l

5

4 (»■»+!

;0,05

, - 0 . 2 1  : ( 4 , 2 - 3 - t )  ]  : ( 1 , 3 . 1 1 )  ( i | + 2 ,  . 2 )  ( o ,  1 +

1 .  (2 ,«  ( «  : 2 I )  +  [ i 8 | | + (  )  : 8,01

( 1 , 0 8 - ^ ) :  0,(571428)] : |̂  ( 6 , ( 5 ) - 3 - i  )  

Доказать следующие утверждения (11—33):

•4

делилось на 5,11. Для того чтобы натуральное число . .CiCo
необходимо и достаточно, чтобы либо О о=0, либо Оо =  5.

12. Для того чтобы натуральное число делилось на 6, необходимо, что­
бы оно делилось на 3.

13. Для того чтобы натуральное число делилось на 3, достаточно, чтобы 
оно делилось на 6.

14. Для того чтобы натуральное число . .aiflo. п ^ \ ,  делилось
на 4, необходимо и достаточно, чтобы число aiOo делилось на 4.

15. Для того чтобы натуральное число . .OiCo. « 3 ^ 2 , делилось
на 8, необходимо и достаточно, чтобы число a^a-iao делилось на 8.

16. Натуральное число тогда и только тогда делится на И , когда раз­
ность между суммой его цифр, стоящих на нечетных местах, и суммой его
цифр, стоящих на четных местах, делится на 11.

,n (/i +  J )(n  +  2)
17. Для любого натурального числа я число 6

нату­

ральное.
18. Произведение двух последовательных натуральных чисел при делении 

на три дг«т в остатке нуль или два.
19. Число, являющееся квадратом натурального числа, или делится на 

три, или при делении на три дает в остатке единицу.
20. Число, являющееся кубом натурального числа, при делении на 9 дает 

в остатке либо О, либо 1, либо 8.
21. При любом натуральном п число п(«^ +  5) делится на 6.
22. Сумма кубов трех последовательных натуральных чисел делится на 3.
23. Произведение трех последовательных натуральных чисел, среднее из 

кстпрых есть квадрат натурального числа, делится на 60.
24. Для любых целых п и т  число [пт(п — т)] является четным.
25. Произведение двух последовательных четных чисел делится на восемь,
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26. Разность между кубом нечетного числа и самим числом делится на 24.
27. Квадрат всякого нечетного числа, уменьшенный на 1, делится на 8.
28. Сумма двух последовательных нечетных чисел делится на 4.
29. Два последовательных нечетных числа — числа взаимно простые.
30. Для любого натурального числа п числа п,  /i-j-I и 2п-{-\ попарно 

взаимно простые.
31. Сумма четырех последовательных натуральных чисел не может бы1ь 

простим числом.
пп т/ /г « 14/z-|-3 2п-*-332. Каждая из двух дробей и несократима ни при ка­

ком натуральном п.
33. Если данная дробь несократима, то дробь с числителем, равным сумме 

числителя и знаменателя данной дроби, и знаменателем, равным произведению 
числителя и знаменателя данной дроби, тоже несократйма.

34. Сколько раз число 2 содержится множителем в разложении числа 100! 
lia простые множители?

35.' Сколько раз число 5 содержится множителем в разложении числа 
19801 на простые множители?

36. Найти остаток от деления числа: а) на 5; б) 7^*°° на 3.
37. Какой цифрой оканчивается число, получаемое в результате следую­

щего возведения в степень; а) б)
38. Можно ли число 101010 представить в виде разности квадратов двух

целых чисел?
39. Делится ли число И . . .  11 на 81?

81 раз

40. Найти ПОД (247, 221), НОД (323; 187; 209).
41. Найти числа а и Ь, если: НОД (а; Ь) =  13, НОК (и; 6 )=  1989.
42. При каких цифрах х  п у  число МхЪу делится на 36?
43. Разность двух чисел равна 5, а сумма квадратов рарна 157. Найти 

эти числа.
44. Найти все такие трехзначные числа, каждое из которых в 12 раз 

больше суммы своих цифр.

45. Найти правильную дробь, превышающую , зная, что от увеличе-О
ния ее числителя на некоторое целое число и умножения знаменателя на то 
же число величина дроби не меняется.

46. Дробь несократима. Выяснить, сократима или несократима сумма 

двух дробей — и

47. Найти все такие натуральные числа п, для каждого из которых число 
Зп +  4
— J-------натуральное число.5

48. Верно ли утверждение: сумма двух натуральных чисел, каждое из 
которых не делится на 7, также не делится на 7?

49. Найти наименьшее натуральное число, которое при делении на 7 
дает остаток 6, а при делении на 9 дает остаток 8.
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50. Найти наибольшее трехзначное число, которое при делении на 6 дает 
остаток 5, а при делении на 4 дает остаток 3.

51. Найти все натуральные числа, большие 200, но меньшие 1500, каж­
дое из которых как при делении на 7, так и при делении на 21, дает в ос­
татке 2.

52. Найти все натуральные числа, меньшие 150, каждое из которых как 
при делении на 6, так и при делении на 8, дает в остатке 5.

53. Пусть р (р ^  5) — простое число. Доказать, что число (р®— 1) делится 
на 24.

54. Пусть р  (р ^  7) — простое число. Доказать, что число (р^ — 13) не 
делится на 24.

55. Найти простые числа р и q такие, что р^— 2q^— l.
56. Будет ли число (4p-J-l) простым, если известно,, что числа р и ( 2 р + 0

простые и р >  3?
57. Найти число р, если известно, что р, (р +  2) и (р +  4) — простые числа.
58. Показать, что сумма (разность, произведение, частное) двух иррацио­

нальных чисел может быть рациональным числом.

59. Доказать иррациональность чисел 1^ 5; \ / 49; { У ^ 2 - \ - ] ^ з )  \

i V 2 + V ^ ) .
60. Доказать, что бесконечная десятичная дробь 0,1234567891011..., где 

после запятой выписаны подряд все натуральные числа, является непериоди­
ческой дробью^

61. Дано: >  0; О  d > 0. Доказать, что .
а  с

62. Доказать, что | а |  =  ( — а |; | а | ^ а ;  \ а \ ^ — а.
Найти множество всех чисел, для каждог(^ из которых справедливо ра­

венство (63—73);
63. 1— а\  =  а. 64. | — а | = — а. 65. а + | а |  =  0. 66. а — | а | = 0 .  67. а - f  

+  (a l  =  2a. 68. а \ а \ = : = - а К  69. j ^ = l -  70. - j ^ = = - l .  71. Y '-'^  =  - a .

72. a / ”2 =  — }^2a=. 73. — a / ' З  .
74. Какие из следующих неравенств справедливы: 5 ^ 2 ;  3 ^ 3 ;  > ^ 4 < 2 ;

6 <  У 'Й  и 38 <  У"ЭТ2?
Если два действительных числа а и 6 таковы, что а >  Ь, то справедливо

ли неравенство (75, 76): 75. >  Ь \ 76.

Найти множество всех чисел, для каждого из которых справедливо нера­
венство (77—88):

77. I— а | < а .  78. | а | < — а. 79. | а | < 1  — о |. 80. a \ a l ^ a ^ .

8 1 . “ < _ 1. 8 2 . - г ^ т ^ 1 -  83. 84. а V^5 <
I а I I а I

85. f ^ 7 .  86. | a | - a < 0 .  87. | a l  +  a ^ 2 a .  88. | a l  +  a < 0 .
Найти пересечение следующих двух множеств (89—96):

89.
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9 1 . [ - V " 3 ;  2] и 4 ]  . 92. ( - / ' 5 ;  4] и [4; V 17].

93

95,

,  ^ 1; И 2^ . 94. ( - o o ;  2) и ( - V " 3 ;  Ю].

■

4-00
— V 2  —0,6 .; +00 )■

в. ( -V " 1 7 ; v ^5 )  и
1 ^ 3 + 2 .; 6

103. (— oo; 2] и

Найти объединение следующих двух множеств (97—105):
97. [ - 1 ,5 ;  4] и [ - 2 ;  1]. 98. |1; 5] и (0; 6). 99. [2; 4] и [4; 7]. 100. ( - 1 ;  4) 

и (0; 3].

101. ( - 0 0 ; 2] и [ - 3 ;  5). 102. (0; 1) и ( 1 ;  +  оо

1 ^ ;  V"T7^ . 104. (—4; 3) и (2; 4].

105. [— 1; I) и (0,2; 2].
На числовой оси указать множество всех чисел, удовлетворяющих условию 

(106—113):
106. 1x1 =  1. 107. \ х \  < 3 .  108. \ х \ ^ 2 .  109. 1 < л : < 4 .  110. - 3 < л : < 0 .

111. (X— 1)(х I 2 ) - 0 .  112. (*-1)М л: +  З Х 0 .  113. (л:— 2)^ (а: ^ - 4 ) <  0.
114. Сколько различных четырехзначных чисел можно составить, исполь­

зуя цифры 1, 2. 3, 4, 5, если в записи каждого такого числа никакая цифра 
не повторяется?

115. Сколько различных семизначных телефонных номеров можно набрать
с помощью диска, имеющего десять отверстий с номерами 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, О?

116. Сколькими способами в группе из 25 человек можно выбрать про­
форга, физорга и культорга?

117. Сколькими способами можно отобрать несколько книг (не менее 
одной) из 5 одинаковых учебников алгебры и 4 одинаковых учебников геомет­
рии?

118. Рота состоит из 3 офицеров, 6 сержантов и 60 рядовых. Сколькими 
способами можно выбрать наряд, состоящий из одного офицера, 2 сержантов 
и 20 рядовых?

119. Сколькими способами можно расставить 20 книг в книжном шкафу 
с 3 полками, если каждая полка может вместить все 20 книг?

120. У одного человека есть 7 книг, а у другого 9. Сколькими способами 
они могут обменять друг с другом по две книги?



Г л а в а  II.  А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е  ВЬЗРАЖЕНИЯ

§ 1. Определения и основные свойства

Математические и алгебраически^ выражения. В предыдущей 
главе были рассмотрены действительные числа и некоторые дей­
ствия над ними. С помощью чисел, знаков действий и скобок 
составлялись различные числовые выражения. Приведем примеры 
некоторых числовых выражений:

(27:9); / Щ " .

1,11 2^71 У5 7^47 .
М ___1_\29
V19 2 j  17

2 1 0 »  +  7 - 1 0 ^ + 1 0  — 5.

Если в числовом выражении можно' выполнить все указанные 
в нем действия, то полученное в результате действительное число 
называют числовым значением данного числового выражения, а о чис­
ловом выражении говорят, что оно имеет смысл. В приведенных 
примерах каждое из первых трех числовых выражений имеет 
числовое значение 3, а четвертое — 2705.

Если числовое выражение состоит из одного действительного 
числа, то его числовым значением является само это число.

Иногда числовое выражение не имеет числового значения, так 
как не все указанные в нем действия выполнимы; о таком чис­
ловом выражении говорят, что оно не имеет (лиш ено) смысла.
Например, числовые выражения ; К Ю -^ 1 8  и (2 — 2)® ли­
шены смысла.

Таким образом, любое числовое выражение либо имеет одно 
числовое значение, либо лишено смысла.

Числовое выражение часто употребляют для описания какого- 
либо свойства числа, являющегося числовым значением этого 
выражения. Так, например, свойство числа (— 17) давать при 
делении на 2 остаток 1 записывают числовым выражением 2 (—9 )+ 1 . 
Чтобы описать свойство каждого нечет1юго числа из отрезка [—2; 14] 
давать при делении на 2 остаток 1, надо написать соответствую­
щее числовое выражение для каждого из чисел — 1, 1, 3, 5, 7,

52



9, 11 н 13, т. е. восемь следующих числовых выражений:

2. ( - 1)+ 1; 2-0+ 1; 2-1 + 1; 2-2+ 1;
2 - 3 + 1 ;  2 - 4 + 1 ;  2-5 +  1; 2 - 6 + 1 .

Это же свойство можно записать, используя буквенную сим­
волику, следующим образом: 2 / + 1 ,  где / ^  1, О, I, 2, 3, 4, 5, 6}.

Приведенный пример говорит о том, что часто вместо число­
вых выражений удобнее рассматривать выражения, в которых 
на некоторых местах вместо чисел стоят буквы. Всякое такое 
выражение называют математическим выражением. Примеры мате­
матических выражений:

1  +  s i n ^ ;  a r c t g | ;  l o g , ^ ± ^ .

Отметим, что понятие «математическое выражение» является про­
стейшим, и потому оно не определяется, а лиш ь описывается, 
что и было сделано выше. Математическое выражение, в котором 
над числами и буквами, входящими в это выражение, произво­
дятся действия сложения, вычитания, умножения, деления, воз­
ведения в натуральную степень и извлечения арифметического 
корня, называется алгебраическим выражением.

Примеры алгебраических выражений:

т - 1 ;

Алгебраическое выражение называется рациональным, если 
в нем участвуют относительно входящих в него букв лишь дей­
ствия: сложение, умножение, вычитание, деление и возведение 
в натуральную степень (рациональное алгебраическое выражение 
может содержать любые числа, в том числе и иррациональные). 
Примеры рациональных алгебраических выражений:

, т /'о  7 о — Ь 36 +  /П , „ < '+  +  2 x ~ « a b .

Рациональное выражение называется целым относительно данной 
буквы, если оно не содержит деления на данную букву или на 
выражение, содержащее эту букву.

Дробное рациональное выражение относительно данной буквы — 
это рациональное выражение, 'содержащее деление на некоторое 
выражение, содержащее эту букву, или на саму букву.

Например, рациональное выражение целое относи­
тельно буквы с, но дробное относительно букв а и Ь; рацио­

нальное выражение у +  - ^ ^ — целое относительной, подробное 
относительно Ь.
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Алгебраическое выражение называется иррациональным, если 
в нем участвует относительно входящих в него букв действие 
извлечения арифметического корня.

Примеры иррациональных алгебраических выражений:

V a + V b + 2 a b - ,  V ^ \ \  2У%1 +  У Ы ^ .
Действия над алгебраическими выражениями. Пусть даны два 

алгебраических выражения, которые обозначены буквами А я В. 
Определим для них арифметические операции.

Сложить два алгебраических выражения А  и В — значит фор­
мально написать алгебраическое выражение Л +  В, которое назы­
вается суммой выражений А я В.

Например, суммой алгебраических выражений и

будет алгебраическое выражение +
Умножить два алгебраических выражения А  и В — значит 

формально написать алгебраическое выражение А В , которое назы­
вается произведением выражений А и В.

Например, произведением алгебраических выражений — ——
У  х+ у

зь
и (а  ̂— Ы) будет алгебраическое выражение - > ... ■_ (а  ̂— Ь^).

У  х+ у
Если надо сложить несколько алгебраических выражений, то 

сначала складывают два первых выражения, затем к полученной 
сумме прибавляют третье выражение и т. д. Вот, например, как 
выглядит сумма пяти алгебраических выражений: { [(Л + В )+ С ]+  
+  D \+ E .  Аналогично определяется и произведение нескольких 
алгебраических выражений.

Если в произведении одно и то же алгебраическое выражение 
А  является множителем п раз (ге> 1 , n ^ N ) ,  то пишут Л" вместо 
произведения ЛЛ . . .  Л.

п  раз
Например, вместо произведения (a-\-b){a-{-b){a-\-b) пишут 

(а +  Ьу. Вместо Л^ обычно пишут Л.
Вычесть из алгебраического выражения Л алгебраическое выра­

жение .В — это значит формально написать алгебраическое выра­
жение А — В, которое называется разностью выражений Л и В.О̂ тп

Например, разностью алгебраических выражений аЬс  ̂ и
О̂ шп

будет алгебраическое выражение аЬс^-----
Разделить алгебраическое выражение Л на алгебраическое 

выражение В — это значит формально написать алгебраическое 
выражение Л :В , которое называется частным от деления выра­
жения Л на выражение В.

Например, частным от деления алгебраического выражения
(а — Ь-) на алгебраическое выражение будет алгебраическое 
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выражение Отметим, что частное от деления алгебраи­
ческого выражения А  на алгебраическое выражение В  часто зани- 
сывается в виде

Область допустимых значений алгебраического выражения.
Ясно, что под областью допустимых значений алгебраического 
выражения следует понимать ту область, в которой это алгеб­
раическое выражение имеет смысл. Однако это понятие необхо­
димо уточнить.

Пусть дано некоторое алгебраическое выражение. Множество 
всех букв, входящих в это выражение, называется буквенным 
нат ром  данного алгебраического выражения.

Если в алгебраическое выражение входит п  букв aj, а^, . . ., 
то буквенный набор этого алгебраического выражения записы­
вают в виде («1, «2, . . . ,  а„). К аж дая буква, сколько бы раз она 
ни встречалась в алгебраическом выражении, пишется в буквен­
ном наборе только один раз. При составлении буквенного набора 
данного алгебраического выражения порядок следования букв 
может быть любым возможным, но раз навсегда зафиксированным.

Например, для алгебраического выражения буквенным
У  1 Эос

набором может служить набор {а, Ь, с), для алгебраического 

выражения 1/  +  — а — набор {k, а , а, Ь).
Если в буквенном наборе (а, р, у) вместо буквы а  взять, 

например, число ^ , вместо буквы |5 — число У  2, вместо

буквы 7 ~ ч и сл о  0,3, то набор чисел  ̂ , 1 /2  и 0,3 называ­
ют числовым набором, соответствующим данному буквенному набо­

ру (а, р, 7 ), и записывают в виде (  О .з) . При этом го-16 ’

ворят, что числовой набор ^ ] / 2 , 0,3^ соответствует бук­

венному набору (а, р, у) при а  =  — р = ] / 2 , у =

Аналогично определяется числовой набор, соответствующий 
буквенному набору {а^, а^, . . . ,  а„), и для любого набора из 
п  букв (п — любое натуральное число).

Одному и тому же буквенному набору можно поставить в соот­
ветствие бесконечно много разных числовых наборов.

Д ва числовых набора считаются разными, если хотя бы на од­
ном, но на одном и том же в каждом наборе, например, t -м месте 
этих числовых наборов стоят неравные числа (т. е. вместо одной 
и той же буквы, стоящей на /-м месте буквенного набора, в этих 
двух числовых наборах взяты неравные числа). Например, числовые
наборы (^1 , — 3, — 5, — К 2 , и ^ 1 , — 3, — 4, — ] / '2 ,
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соответствующие буквенному набору (а, Ь, с, d, е), разные, так 
а а к  у них на одном и том же третьем месте стоят неравные 
числа (—5) и (—4) (т. е. в первом наборе с =  — 5, а во втором
с =  — 4). Числовые наборы (̂ —3, ~ у )  и ( — у .
ветствующие буквенному набору (лг, у), разные, так как у них
на первом месте стоят неравные числа ^т. е. в первом наборе

А' =  — 3, во втором л- =  — кроме того, они разные, так как

у них на втором месте стоят неравные числа [ т. е. в первом
g

наборе у  =  — у  , во втором у  — —3
Пусть даны некоторое алгебраическое выражение и его бук­

венный набор. Рассмотрим некоторый числовой набор, соответ­
ствующий этому буквенному набору. Этот числовой набор на­
зывается числовым набором для букв данного алгебраического 
выражения. Если в это алгебраическое выражение подста­
вить вместо каждой буквы, где бы она в нем ни стояла, соот­
ветствующее ей число из данного числового набора, то получим 
числовое выражение, которое либо 'и м еет смысл, либо лишено
смысла. Например, рассмотрим алгебраическое в ы р а ж е н и е .

Запишем его буквенный набор в виде (а, Ь). Д ля числового набора 
(4, 5), соответствующего буквенному набору (а, Ь) (т. е. при а  =  4, 
Ь =  5),'это алгебраическое выражение записывается в виде числового
выражения и имеет числовое значение ^ . Д ля  чис­

лового набора (—6 , 5) (т. е. при а — —6 , Ь =  5) это алгеб­
раическое выражение запишется в виде числового выражения
5 _ 3  (—6)

■. которое лишено смысла.

Числовой набор, соответствующий буквенному набору дан ­
ного алгебраического выражения, называется допустимым для 
этого выражения, если имеет смысл числовое выражение, кото­
рое получается из данного алгебраического выражения, если 
вместо каждой буквы, где бы она в нем ни стояла, подставить 
соответствующее ей число из данного числового набора.

Совокупность всех допустимых числовых наборов, соответст­
вующих буквенному набору данного алгебраического выражения, 
называется областью допустимых значений (ОДЗ) данного алгеб­
раического выражения.

Отметим, что существуют алгебраические выражения, О ДЗ 
которых пуста. Например, пуста ОДЗ алгебраического выражения
г-----;—г, ибо для любого числового значения буквы а, соот-
2а — (а +  а ) ’
ветствующее числовое выражение лишено смысла. Такие выра­
жения называются выражениями, не имеющими смысла, и в даль-
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пейшем рассматриваться не будут. Обычно О Д З алгебраического 
выражения записывают в виде набора множеств, причем указы­
вают, какой букве соответствует каждое множество. Так, напри-

Ь_3мер, О ДЗ алгебраического выражения записывается в виде
V 5+ а

{ (а , /7 ) | о € ( — 5; + о о ) ; Ь ^ ( — оо; + о о ) } .
Числовым значением, или числовой величиной, алгебраического 

выражения для данного числового набора из О Д З называют 
числовое значение того числового выражения, которое получится, 
если в данное алгебраическое выражение вместо каждой буквы, 
где бы она в нем ни стояла, подставить соответствующее ей число 
из данного числового набора.

Например, числовым значением алгебраического выражения
fj_3 2

■  ̂ . при а  =  4 и 6 ^ 5  будет число , а при а  =  О и  6  =  4 —
у5-\~а у

]^5
ЧИСЛО

Часто алгебраические выражения рассматриваются не на всей 
своей О Д З, а лишь на ее части — некоторой области М ,

Например, рассмотрим алгебраическое выражение vt. О Д З этого 
выражения {(ц, Пусть это алгебраическое выра­
жение vt определяет путь, пройденный за время t  со скоростью v.
Тогда по физическому смыслу задачи следует наложить на v и
t ограничения; v ' ^ 0  и Другими словами, надо рассмот­
реть алгебраическое выражение vt на следующей области М — 
части ОДЗ этого выражения: М  =  {(у, ОI 6  [0; + ° о ) ;  t ^  [0; +оо)}. 
Алгебраическое выражение обычно дается вместе с областью М , 
на которой оно рассматривается. Если область М  не указана, 
то алгебраическое выражение следует рассматривать на всей О Д З, 
которую предварительно надо найти.

Пусть даны два алгебраических выражения Л и В. Множество 
всех букв этих двух выражений называют буквенным набором 
двух выражений А и В. Числовой набор, соответствующий бук­
венному набору двух алгебраических выражений, называют до­
пустимым, если одновременно имеют смысл оба числовых выра­
жения, которые получаются из данных алгебраических выраже­
ний, если в них вместо каждой буквы, где бы она в них ни 
стояла, подставить соответствующее ей число из этого числового 
набора.

Совокупность всех допустимых числовых наборов, соответ­
ствующих буквенному набору двух алгебраических выражений, 
называется областью допустимых значений (ОДЗ) этих алгебраи­
ческих выражений.

п  л Ь +  7 Г) {а+Ь) О ДЗ ЭТИХ д в у х

алгебраических выражений записывается в виде {{а, Ь ) \ а ^  
6 [ - 1 ;  2) и (2; +оо); fe е  ( - 3 ;  +оо)}.
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Аналогично определяется О Д З п  алгебраических выражений. 
Д ва алгебраических выражения можно рассматривать не на всей 
О Д З, а лишь на некоторой ее части — некоторой области М.  
Поэтому дальше под областью М,  принадлежаш,ей О Д З алгеб­
раических выражений, будет пониматься либо вся эта О Д З, либо 
какая-нибудь явно указываемая ее часть.

§ 2 . Равенства и неравенства алгебраических выражений

Равенства алгебраических выражений. Д ва алгебраических 
выражения называются тождественно равными на области М , 
если для любого числового набора из области М  соответствуюш,ие 
числовые значения этих выражений равны.

Например, два алгебраических выражения (a - f  1)̂  и (а^+ 2 а+ 1 ) 
тождественно равны как на всей О Д З этих выражений, т. е. на 
области { ( а ) | а ^ ( — +° о) } ,  так и на любой ее части. Д ва

- , J , а — Ь d ( 3 + c ) - |- ( a — Ь)алгебраических выражения m +  — и —— - - ------ - тождест-О -|- С О С
венно равны не на всей О Д З этих двух выражений, которой 
является область {{а, Ь, m , c , d ) \ a ^ R , b ^ R \  m ^ R \ c ^ { ~ o o \  —3) и 
и ( —3; + о о ); d ^ R ] ,  а лишь на ее части — области М,  где 

M  =  { ( a , b , m , c , d ) \ a ^ R \  Ь е  R\  т ^ { 0 } ;  с G (— оо; —3) и (—3; + о о ) ;  
d ^ R \ .  Д ля записи тождественного равенства на области М  двух 
алгебраических выражений иногда употребляется знак равенства, 
над которым сверху написана буква М ,  т. е. если буквами А \\ В

м
обозначены некоторые алгебраические выражения, то запись А = В  
обозначаёт, что алгебраические выражения А п В  тождественно 
равны на области М,  а область М. входит в О Д З двух выраже­
ний Л и В.

Например, запись
а — а Ь
3 + с  “  3 - f с ~ з 4 - с

означает, что алгебраические выражения » ( з ^ — з ^ с
тождественно равны на О ДЗ этих выражений, т. е. на области 
{(а, Ь, c ) \ a ^ R - ,  b Q R ,  c g ( — оо; _ 3 )  (j (—3; + оо)} , а запись 

м
уа^==а, где =  ((a) | й G [0 ; -foo)} , означает, что утверждается 
тождественное равенство алгебраических выражений ]/"а^ и а 
лишь на области М . . -

Замена алгебраического выражения А  алгебраическим выра­
жением В, тождественно равным ему на области М , принадле- 
жаш,ей О Д З выражений А и В , называется тождественным пре­
образованием на области М  алгебраического выражения А . Если 
не указана область М , на которой происходит тождественное 
преобразование, то принято считать, что это преобразование
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происходит на О ДЗ двух-вы раж ений; данного и преобразован­
ного.

Например, замена алгебраического выражения {а - \- \у  алгеб­
раическим выражением а ^ + 2 а + 1 является тождественным пре­
образованием на О Д З этих выражений, т. е. на области М , где
М  =  { { а ) \ а е Щ .

Законен вопрос, а возможна ли запись А = В  без буквы М  
над знаком равенства и что эта запись означает?

Конечно, формально можно сделать запись А  =  В, но если 
рядом нет слов, поясняющих, как следует понимать такую запись, 

•то такая запись не несет никакой смысловой нагрузки. Следо­
вательно, такая запись должна употребляться только с некото­
рыми сопровождающими эту запись пояснениями, которые и 
разъяснят, как следует понимать эту запись.

Приведем теперь наиболее часто встречающиеся случаи упо­
требления записи А =  В  с соответствующими пояснениями, как 
следует понимать такую запись.

а) Пусть известно, что на некоторой области М ,  принадле­
жащей ОДЗ двух алгебраических выражений А и В , эти два 
выражения тождественно равны. Тогда это утверждение записы­
вают так: «Иж стно {или дано), что А =  В на области М». 
В этом случае говорят также, что на области М. дано тождест­
венное равенство А =  В.

б) Пусть требуется доказать справедливость утверждения; 
алгебраические выражения Л и 5  тождественно равны на об­
ласти Л1,^принадлежащей О Д З этих выражений. Тогда пишут: 
«Доказать, что А =  В  на области М». В этом случае говорят 
также, что требуется доказать справедливость на области М. 
тождественного равенства А =  В.

в) Пусть требуется найти область М, принадлежащую ОДЗ 
двух алгебраических выражений А я В , такую, что для любого 
числового набора из области М  соответствующее числовое зна­
чение выражения А  равно соответствующему числовому значению 
выражения В , а для любого числового набора, не входящего 
в область М , но входящего в О Д З этих выражений, соответст­
вующие числовые значения данных выражений не равны. В таких 
случаях говорят: «Решить уравнение А =  В у>.

Прежде всего отметим, что сложение и умножение алгебраи­
ческих выражений производятся с использованием следующих 
у т в е р ж д е н и й :

1. На О Д З двух выражений А и В  справедливо тождествен­
ное равенство Л +  В =  S  - f  Л .

2. Н а О Д З трех выражений А , В  и С справедливо тождест­
венное равенство ( Л +  В) +  С =  Л +  ( В +  С).

3. На О Д З двух выражений А и В  справедливо тождествен­
ное равенство А В  =  ВА.

4. На О ДЗ трех выражений А , В и С справедливо тождест­
венное равенство {АВ)С =  А {ВС).
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5. На О ДЗ трех выражений А , В и С справедливо тождест­
венное равенство А {В -\-С ) =  А В  +  АС.

Поскольку метод доказательства справедливости этих утверж­
дений один и тот же, то приведем здесь д о к а з а т е л ь с т в о  
лишь утверждения 1 .

Возьмем некоторый числовой набор из О Д З двух выражений 
А п В  и обозначим соответствующие числовые значения этих 
выражений соответственно через А^ и В^. Тогда для чисел А^ н В^ 
по свойству коммутативности сложения чисел справедливо число­
вое равенство А ^ ^ В ^  — В^-т А^. Значит, показано, что для дан­
ного числового набора из О Д З двух выражений А  \i В  соот­
ветствующие числовые значения выражений +  и Вц +  Ло 
равны. Так как это рассуждение можно провести для любого 
числового набора из О Д З двух выражений Л и Б , то справед­
ливость на О Д З этих выражений тождественного равенства 
Л +  Б - - В  +  Л доказана.

Аналогично доказываются и следующие у т в е р ж д е н и я .
6 . Н а О Д З выражения А справедливы тождественные равен­

ства Л +  0 =  Л,  0 -1 -Л = Л . '
7. На О Д З выражения А справедливы тождественные равен­

ства Л -1 =  Л , 1 - Л  =  Л.
8 . На О Д З выражения А  справедливо тождественное равен­

ство Л +  (— Л) =  0.
9. На области М  — части О ДЗ выражения Л,  на которой ни  

для одного числового набора соответствующее числовое значение 
выражения А не равно н улю ,— справедливо тождественное равен­

ство Л • ̂  =  1.

Используя утверждения 1 — 9, можно показать, что действия 
вычитания и деления алгебраических выражений являю тся соот­
ветственно обратными к действиям сложения и умножения алге­
браических выражений. А именно, справедливы следующие у т ­
в е р ж д е н и я .  .

10. На О ДЗ двух выражений А  и В  справедливо тождествен­
ное равенство В +  (Л — В ) ^  А.

11. На области М — части О Д З двух выражений А  и В , на 
которой ни для одного числового набора соответствующее число­
вое значение выражения В не равно нулю ,— справедливо тожде­

Приведем теперь у т в е р ж д е н и я ,  которые часто использу­
ются при доказательстве равенств алгебраических выражений.

12. Если на некоторой области М , принадлежащей О Д З трех 
алгебраических выражений А , В  и С, одновременно справедливы 
тождественные равенства А =  В и В ^ ^ С ,  то на области М  
справедливо и тождественное равенство А =  С (транзитивность 
равенств).
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13. Если на некоторой области М , принадлежащей ОДЗ че­
тырех алгебраических выражений А , В , С и D, одновременно 
справедливы тождественные равенства А  =  В и C =  D, то на об­
ласти М справедливо и тождественное равенство Л +  С =  5  +  0 .

14. Если на некоторой области М., принадлежащей О ДЗ че­
тырех алгебраических выражений А , В, С и D , одновременно 
справедливы тождественные равенства А = В  и C =  D , то на об­
ласти М справедливо и тождественное равенство AC =  BD.

Метод доказательства утверждений 10— 14 является тем же 
самым, что и при доказательстве утверждений 1— 9. Д о к а ж е м ,  
например, утверждение 1 2 .

Возьмем некоторый числовой набор из области М . Обозначим 
соответствующие числовые значения выражений А , В и С соот­
ветственно через А„, и С„. Из справедливости на области М  
тождественных равенств А — В и 5  =  С вытекает справедливость 
числовых равенств Aq =  Bo и В^ =  С^. П о свойству транзитивности 
числовых равенств тогда справедливо и числовое равенство Л,, =  С„. 
Таким образом, показано, что для данного числового набора из 
области Л1 соотвётствующие числовые значения выражений А и С 
равны. Поскольку это рассуждение можно провести для любого 
числового набора из области. М, то справедливость на области М 
тождественного равенства Л =  С доказана.

Принято следующее соглашение: если не указана явно об­
ласть М., на которой рассматривается тождественное равенство 
Л =  S , то оно рассматривается на О Д З двух выражений Л и Б. 
Поэтому слова «дано, что Л =  В» означают, что на О Д З двух 
выражений А vl В  справедливо тождественное равенство Л =  В. 
Слова «доказать, что Л =  В» означают, что сначала надо найти 
О Д З двух выражений Л и S , а затем доказать тождественное 
равенство Л =  S  на этой О ДЗ.

В частности, исходя из этого, утверждения 1—5, называемые 
обычно законами сложения и умножения алгебраических выра­
жений, можно переписать и так:

Справедливы следующие з а к о н ы  сложения и умножения 
алгебраических выражений:

1. А -\-В  =  В -\-А  (коммутативность сложения);
2. (Л +  б ) - г С  =  Л +  (S +  C) (ассоциативность сложения);
3. А В  =  В А  (коммутативность умножения);
4. {АВ) С =  А( ВС)  (ассоциативность умножения);
5. {А-т В) С '= А С В С  (дистрибутивность сложения относи­

тельно умножения).
Прежде чем рассмотреть применение данных утверждений для 

доказательства равенств, дадим определение равносильного пере­
хода от одного равенства к другому.

Если на некоторой области М из справедливости одного тож­
дественного равенства вытекает справедливость второго, а из спра­
ведливости второго вытекает справедливость первого, то говорят, 
что такие два тождественные равенства равносильны на области М,
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а замену одного из них другим называют равносильным перехо­
дом на области М. от первого равенства ко второму.

В дальнейшем, если это не будет вызывать недоразумений, 
для краткости слово «тождественное» будем опускать.

Равносильный переход на области М  от одного равенства 
к другому обозначается двойной стрелкой, над которой сверху

Л1
написана буква М , т. е. запись А =  В <^С =  D  означает, что на 
области М  равенства Л —Б  и C = D  равносильны.

Тогда из справедливости утверждений 13, 14 следует спра­
ведливость следующих равносильных переходов.

15. Пусть М  — ОЦЗ трех алгебраических выражений А , В  и С,

тогда A = ~ B ^ A - \ - C  =  B^^C.
16. Пусть некоторая область М  принадлежит О Д З т рех ал­

гебраических выражений А , В и С и обладает следующим свойст­
вом: ни для какого числового набора из области М  соответст­
вующее числовое значение выражения С не равно нулю. Тогда

А - В < ^ А С - - = В С .
Докажем, например, утверждение 15. Так как С =  С, то из 

утверждения 13 следует справедливость перехода от равенства 
А = В  к равенству Л 4 -С  =  Б  +  С. Обратно, имея равенства 
Л +  С =  Б  +  С и (— С) =  (— С) и используя утверждения 13 и 8 , 
получим справедливость перехода от равенства ( Л + С )  =  (В +  С) 
к равенству А =  В. Следовательно, справедлив равносильный пе­
реход

Л1
А -= В < ^ А  +  С ^ В  +  С.

Приведенные утверждения 1 — 16 позволяют доказывать ра­
венства алгебраических выражений. Докажем, например, что на 
О Д З двух выражений Л и В справедливо равенство

Л - В  =  Л +  (— В).

На основании утверждения 15 это равенство равносильно ра­
венству

А - В ^ \ - В .=  А  +  {— В) +  В.

Согласно утверждениям 1 ,2  и 10 справедливы следующие ра­
венства:

А - В  +  В ^ - В ' г { А — В)  и В +  ( Л - 5 )  =  Л.

Следовательно, А — В -г В -= А .
Аналогично, используя утверждения 2,8, имеем Л +  (— В ) +  

+  В =  А.
Таким образом, доказано, что равенство А — В  +  В — А -\-  

+  (— В) +  в  справедливо на О Д З алгебраических выражений 
А  и В. Следовательно, на этой О Д З справедливо и равенство 
Л - В = Л  +  (— В).
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Неравенства алгебраических выражений. Перейдем теперь 
к употреблению знака неравенства для алгебраических выраже­
ний. Зн ак  неравенства >  ( ^ ,  <  или так же, как и знак 
равенства, употребляется для алгебраических выражений только 
с некоторыми пояснениями, как следует понимать такую запись. 
Приведем наиболее часто встречающиеся случаи употребления 
этих знаков.

а) Пусть известно, что на некоторой области М, принадле­
жащей О Д З двух алгебраических выражений , Л и В, для любого 
числового набора из М соответствующее числовое значение вы­
ражения А  больше соответствующего числового значения выра­
жения В. Тогда это утверждение записывается так: «Известно 
(или дано), что А~> В на области М». В этом случае говорят 
также, что на области М справедливо тождественное неравенство 
А > В .

б) Пусть требуется доказать справедливость утверждения: 
«Для любого числового набора из области М,  принадлежащей 
О Д З двух выражений А и В,  соответствующее числовое значе­
ние выражения А  больше соответствующего числового значения 
выражения В-». Тогда пишут: «Доказать, что А >  В на облас­
т и  УИ». В этом случае говорят также, что требуется доказать 
справедливость на области М  тождественного неравенства Л >  В.

в) П усть требуется найти область М., принадлежащую О Д З
двух алгебраических выражений Л и В, такую, что для любого 
числового набора из области М соответствующее числовое зна­
чение выражения А больше соответствующего числового значе­
ния выражения В, а для любого числового набора из О ДЗ, не 
входящего в область М , соответствующее числовое значение вы­
ражения А  меньше или равно соответствующему числовому зн а­
чению выражения В. В таких случаях говорят: «Решить нера­
венство Л >  В». *

При доказательстве тождественных неравенств часто прихо­
дится пользоваться следующими у т в е р ж д е н и я м и .  ■

17. Если на некоторой области М , принадлежащей ОДЗ трех 
алгебраических выражений А , В и С, одновременно справедливы 
тождественные неравенства Л >  В и В С, то на области М  
справедливо и тождественное неравенство Л >  С (свойство тран­
зитивности неравенств).

18. Если на некоторой области М , принадлежащей О ДЗ че­
тырех алгебраических выражений А , В, С и D , одновременно 
справедливы тождественные неравенства А у- В  и С у -  D, то на 
области М  справедливо и тождественное неравенство А-\-С  >  B + D .

■ 19. Если для любого числового набора из некоторой области М , 
принадлежащей ОДЗ четырех алгебраических выражений А , В, 
С и D , соответствующие числовые значения этих выражений 
А , В , С и D положительны и если на этой области одновре­
менно справедливы тождественные неравенства Л >  В и С~> D, 
то справедливо и тождественное неравенство A C > B D .
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Дадим теперь определение равносильного перехода от одного 
неравенства к другому.

Если на некоторой области М  из справедливости первого 
тождественного неравенства вытекает справедливость второго, 
а из справедливости второго вытекает справедливость первого, 
то говорят, что такие два тождественные неравенства равносильны 
на области М , а замену одного из .них другим называют равно­
сильным переходом от первого неравенства ко второму. Прп этом 
употребляется знак равносильного перехода

Из справедливости утверждений 17— 19 следует справедли­
вость следующих равносильных переходов.

20. Пусть М — ОДЗ  трех алгебраических выражений А , В  и С,
м

тогда А  > В ф ф Л  +  С > В  +  С.
21. Пусть некоторая область М  принадлежит О ДЗ т рех ал­

гебраических выражений А , В  и С и обладает следующим 
свойством', для любого числового набора из области М  соответ­
ствующее числовое значение выражения С положительно. Тогда

А >  В<^ А С > В С .
Принято -следующее соглашение; если не указана явно об­

ласть М ,  на которой рассматривается тождественное неравенство 
А >  В,  то оно рассматривается на О Д З двух выражений А н В. 
Поэтому слова «дано, что А  >  В» означают, что на О Д З двух 
выражений А и В  справедливо тождественное неравенство А  >  В\ 
слова «доказать, что А >  В» означают доказать, что на О Д З 
двух выражении А п В  справедливо тождественное неравенство 
Л >  В (при этом имеется в виду, что эту О Д З обязательно сле­
дует отыскать). Если дано неравенство Л >  В, то О Д З двух 
выражений Л и В называют часто О Д З неравенства Л >  В.

Следует отметить, что утверждения 17 — 21 останутся верными 
и в случае нестрогих неравенств. Например, свойство транзи­
тивности неравенств может быть сформулировано так.

17а. Если на некоторой области М , принадлежащей О Д З трех 
а^ггебраических выражений А , В  и С, одновременно справедливы 
тождественные неравенства А ^  В  и В  С, то на  области М  
справедливо и тождественное неравенство А >  С.

176. Если на некоторой области М , принадлежащей О Д З трех  
алгебраических выражений А , В  и С, одновременно справедливы 
тождественные неравенства А >  В  и В ~ ^ С , то на области М  
справедливо и тождественное неравенство Л >  С.

Если оба неравенства являются нестрогими, то неравенство, 
вытекающее из них, будет также нестрогим. Например, в этом 
случае утверждение о транзитивности неравенств имеет вид.

17в. Если на некоторой области М , принадлежащей ОДЗ трех 
алгебраических выражений А , В  и С, одновременно справедливы 
тождественные неравенства А ~ ^ В  и В ^ С ,  то на области Л1 
справедливо и тождественное неравенство А '^ С .
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в  дальнейшем, также, как и в случае равенств, слово тож ­
дественное будем опускать.

Рассмотрим теперь некоторые способы доказательств равенств 
и неравенств.

1. Перебор всех возможных случаев. Докажем этим способом 
свойства абсолютных величин действительных чисел типа равенств 
и неравенств:

\а + Ь\^\а\ + \Ь\;1.
2.
3.

4.

< \ а - Ь \
Ь[,
■, если Ь Ф ^ .

( 1)

Начнем, например, со свойства 3. Рассмотрим все возможные 
случаи:

а) {{а, Ь ) |а 6 [0 ; + < » ); & € [0 ; + ° о )} ,
Р) {{а, fc )|a 6 [0 ; + о о ); Ь^{ — оо\ 0]},'
Y) {(я, &) | а 6 (— оо; 0 ]; Ь ^ [ 0 \
б) {(а,  & ) | а б ( — оо; 0 ] ;  * € ( — оо; Ojj

и доказательство проведем отдельно в каждом случае.
В случае а) по определению абсолютной величины \ a \ ~ a  и 

\Ь\ =  Ь, поэтому \ a b \ - a b .  Значит, в случае а) равенство |afoj - 
=  | а Ц Ь |  может быть записано в виде аЬ — аЬ, после чего оно 
становится очевидным.

В случае р) о /? < 0 ,  поэтому по определению абсолютной ве­
личины | а |  =  а, \Ь\ =  —  Ь, \аЬ\ =  —  аЬ. Значит, в этом случае 
свойство 3 может быть записано в виде — а Ь ^ а { — Ь) или
— аЬ =  — аЬ, после чего оно становится очевидным.

В случае у) или б) свойство 3 доказывается аналогично. Из 
справедливости свойства 3 во всех возможных случаях вытекает 
его справедливость в той формулировке, в которой оно записано.

Докажем теперь свойство 1. Рассмотрим следующие 6  случаев:
а )  а ; ^ 0 ;
р) а ^ О ;  Ь < 0 ;
7 ) а > 0 ; Ь < 0 ;
б ) й ^ О ;  а +  й > 0 ;
Я) а < 0 ; а  +  Ь < 0 ;
V ) а < 0 ;  Ь < 0 .

В случае а) | a - f b | = a - f b  =  | а |  + 1Ь|, поэтому свойство 1 
в этом случае может быть san^jcano в виде |а  +  6 | =  | а |  4-16|, 
после чего оно становится очевидным.

В случае р) |а  +  Ь| =  а  +  ̂ >=^а — (— Ь) =  1а|  — | Ь| ,  поэтому свой­
ство 1 в этом случае может быть записано в виде ) о | — | К  
^ 1а 1-[- |6 |, после чего оно становится очевидным.

В случае у) | я +  Ь | =  — (а +  /;) =  (— Ь) — я =  |й |— 1а], по­
этому свойство 1 в этом случае может быть записано в виде 
|<?| — | а | ^ | а ]  +  | ^ 1. после чего оно становится очевидным.
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в  случаях б), К) и v) доказательства свойства 1 аналогичны 
предыдущим. Из справедливости свойства 1 во всех возможных 
случаях вытекает его справедливость в той формулировке, в ко­
торой оно записано. Свойства 2 и 4 абсолютных величин (1) до­
казываются аналогично.

2. Использование законов действий над алгебраическими вы­
ражениями и вытекающих из них свойств ( 1 — 21). Докажем 
этим способом равенство

{a +  b){a^-{-b-) =  a^ +  a^b-rab~+b^. (2 )

Отметим, что равенство (2) доказывается на О Д З трех выраже­
ний {а +  Ь), (а^ +  Ь̂ ) и +  а^Ь +  аЬ-+  Ь'\ т. е. на множестве 
{(а, b ) j a ^ R ;  b ^ R } .  Н а основании закона дистрибутивности дей­
ствий над алгебраическими выражениями можно утверждать спра­
ведливость равенства

{а +  Ь) (а- +  Ь-) =  а {а? +Ь-) +  Ь {а" +  6  ̂ ') (3)

На основании закона коммутативности умножения справедливы 
равенства

o(a" +  6 )̂ =  (a  ̂+  62)a, (4)
Ь{Ф +  Ь^)^{а^ +  Ь- )̂Ь. (5 )

Н а  основании закона дистрибутивности справедливы равенства
л-Ь'^)а =  а?а-{-Ь'^а, (6 )

{a^^b''-)b^-a^b-\-b'^b. (7)

На оснозании законов коммутативности и ассоциативности умно­
жения справедливы равенства

a=a =  a ^  (8 )
b~a — alP, (9)
a-b =  a°b, ( 10)
b-b =  b \  ( 1 1 )

Вследствие того что равенства можно складывать (см. свойство 
13 равенств), складывая равенства (8 ) и (9), а затем (10) и (11), 
получаем справедливость равенств

а^а +  Ь^а =  а ^+  аЬ‘, 
a^b +  b̂ -b =  a^b +  b \

Складывая эти равенства, а затем равенства (6 ) и (7), получаем 
справедливость равенств

a-a +  b^a-^a^b — b-b =  a^ +  ab^ +  a ^ ^ b ^ ,  ’ ( 12)
{а-+  Ь̂ ) а +  {a~ +  b^)b = а^а +  Ь'̂ а +  а^Ь +  Ь'Ь. (13)

Складывая равенства (4) и (5), получаем справедливость равен­
ства

а (а- -\-Ь'^)-\-Ь (а- - f  Ь-) =  (а- +  Ь-)а +  (а* +  Ь-)Ь. (14)
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Применяя свойства транзитивности равенств, пз справедли­
вости равенств (3), (14), (13) и (12) получаем справедливость 
1>авеиства (2 ).

Отметим, что все предшествующие выкладки записывают в виде 
■'ледующей цепочки равенств:
(<< i b){a^^b^) =  

=  a(a^ +  b̂ ) +  b{a^ +  b̂ -) =  {a^^b^)a +  (â  +  b^)b =  
=  а^а +  b-a +  a b̂ +  b̂ b =  a® - f  a~b +  ah~ +

11 » справедливости этой цепочки равенств делается вывод о спра- 
иодливостп равенства (2). В дальнейшем при доказательстве этим 
II другими способами будем писать лишь цепочку очевидных ра- 
ПС'ПСТВ.

3. Прямое доказательство. Часто в процессе поиска доказа- 
к'льства, переходя' от данного неравенства к следующим, при­
ходят в конце к очевидному неравенству. Если при этом совер­
шались только равносильные переходы, т. е. в результате пере­
хода каждый раз получали неравенство, равносильное предыду­
щему, то тем самым получено доказательство исходного неравен-
ч в а .  Докажем этим способом следующее неравенство: аЬ
па области М.= {{а, Ь) 1а€(0,  + о о ) ;  6 ^ ( 0 ;  + о ° )} . Напишем це­
почку равносильных на области М переходов;

I . _̂_ М _̂_ At
аЬ а-\-Ь — 2 V a b ' ^ Q ^

^  { V a Y  -  2 V a  V b  +  {УЪУ >  О <S { V a  -  УЪУ  >  0.

Поскольку справедливость последнего неравенства очевидна, то 
11!) равносильности первого и последнего неравенств вытекает 
1'праведливость первого неравенства.

Доказанное неравенство часто формулируют так: среднее ариф- 
личпическое двух положительных чисел не меньше их среднего гео­
метрического.

4. Метод от противного. Этот метод уже использовался р главе 1 
при доказательстве теоремы о том, что простых чисел бесконечно 
много. Можно его применять и при доказательстве равенств н 
неравенств.

Докажем, например, этим методом, что для любого положи-
и'льного числа а справедливо неравенство а ^  — ^ 2 .  Предполо-
/ким противное, т. е. предположим, что существует хотя бы одно 
положительное число а такое, что для него справедливо нера-
IKMICTBO й +  - ^ < 2 .  Так как а — положительное число, то это
неравенство на основании утверждения 21  равносильно неравен- 

/ 1 \' iiiy ( a  +  - ^ J a < 2a, т. е. неравенству а- +  1 < 2 а, которое на 
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основании утверждения 2 0  равносильно неравенству (а^+  1) — 2а  <  
< 2 д  — 2а, т. е. неравенству о- — 2 а + 1  < 0 .  Перепишем последнее 
неравенство в виде ( а— 1 ) ^ < 0 .  Приходим к противоречию с оче­
видным фактом, что квадрат любого действительного числа неот­
рицателен. Полученное противоречие говорит о том, что сделан­
ное предположение неверно. Следовательно, неравенство а +  — ^ '2
выполняется для любого положительного а.

5. Использование свойства транзитивности неравенств. Пусть 
требуется доказать на области М  неравенство Л <  С. Если из­
вестно или уже доказано, что на области М  справедливы нера­
венства А К  В, В <^С, или неравенства А ^ В ,  В  < .С , или не­
равенства Л <  S , В ^ С ,  то по свойству транзитивности нера­
венств будет справедливо и исходное неравенство.

Докажем этим способом следующее неравенство:

' ■ ' . л  ' < 2|2 ~  02 ' 3̂

на множестве Л1 =  {(«) |/г ^  Л̂ }.
Д ля п ~ 1 неравенство очевидно. Рассмотрим теперь любое 

натуральное и ^ 2 .  Каждое слагаемое суммы, начиная со вто­
рого, заменим на большее; у  ' у  <  2 ^ / г ^ « .
Таким образом, имеем справедливое неравенство <  В„, где

, <  D ' . I , ' , ’ I 1 
12 -Г 22 +  32 +  • • • + « 2  И ^ п — 12 + 2-1 "•“ • • • ' ^ п ( п ~ \ )  ■

Следует отметить, что неравенство Л„ <  B,  ̂ является строгим* 
при любом натуральном п ^ 2 .

Алгебраическое выражение можно упростить, если каждое 
слагаемое, начиная со второго, заменить алгебраической суммой:

1 I I
k( k— l) k— \ k ■

Получим

я .  = i i  +  ( | — т )  +  ( т “ т )  +  ■ •■ +  ( i r b ~ > 7 = l )  +

Неравенство В„ <  2 является, как легко заметить, справедливым 
для любого натурального п. Следовательно, по свойству тран­
зитивности неравенств имеем Л„ <  2 , что и требовалось доказать.

Докажем в заключение свойства возведения алгебраических 
выражений в натуральную степень, которые часто используются 
при решении уравнений и неравенств (см. гл. И 1).

Т е о р е м а  1. Пусть некоторая область М  принадлежит О ДЗ  
двух алгебраических выражений А и В и обладает следующим 
свойством-, для любого числового набора из области М соответ- 
ствуюище числовые значения выражений А и В положительны. 
Тогда на области М для любого натурального числа п ( п ' ^ 2 ) :
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а) равенства А =  В и А" =  В" равносильны,
б) неравенства В и Д"  >  В" равносильны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим алгебраическое выражение

Л "'* + . . . +  +  через С. В § 6  будет доказана
справедливость следующего равенства алгебраических выражений:

Л « - В «  =  { Л - В ) С .  (15)

Очевидно, что для любого числового набора из области М  соот­
ветствующее числовое значение выражения С положительно.

Докажем утверждение а). Пусть дано, что А =  В  на области М . 
'Гогда на основании утверждения 15 на М  справедливо равенство 
Л — В ~ 0 ,  а отсюда по утверждению 16 получим, что на М  
справедливо равенство (Л — fi)C  =  0. По свойству транзитивности 
|)авенств из этого равенства и равенства (15) вытекает, что 
Л" — В" =  0, откуда по утверждению 15 следует, что на области М  
справедливо равенство Л" —В".

Итак, доказано, что на области М  из справедливости равен­
ства Л =  В следует справедливость равенства Л" =  5" .

Пусть теперь дано, что Л"=^ В" на области М.  Тогда на об­
ласти М  по утверждению 15 справедливо равенство Л" — В“ - = 0. 
Отсюда и из равенства (15) на области Л1 на основании свойства 
транзитивности равенств имеем, что (Л — В) С =  0, а отсюда по 
утверждению 16 вытекает, что Л — В==0,  и наконец, по утверж­
дению 15 получаем, что Л  ̂ В.  Значит, на области М  из спра­
ведливости равенства Л" =  В" вытекает справедливость равенства 
Л В. Утверждение а) доказано.

Докажем теперь утверждение б). Пусть дано, что на области М  
Л >  В. Тогда на основании утверждения 20 на М  справедливо 
п неравенство Л — В > 0 ,  а отсюда по утверждению 21 получим 
справедливость неравенства (Л — В ) С > 0 .  Учитывая справедли­
вость равенства (15) получим, что Л" — В " > 0 .  Наконец, по ут­
верждению 20 получим, что на М  справедливо неравенство Л " > В '’. •

Итак, доказано, что на области М  из справедливости нера­
венства Л >  В следует справедливость неравенства Л" >  В".

Пусть теперь дано, что Л" >  В" на области М.  Тогда на об­
ласти М  по утверждению 20 справедливо неравенство Л" — В" >  0. 
Отсюда и из равенства (15) получим, что (Л — В ) С > 0  на об­
ласти Л1. Применяя теперь утверждение 21, находим, что А — В >  О 
на М.  Наконец, по утверждению 20 имеем Л >  В на М. Итак, 
па области М  из справедливости неравенства Л" >  В" вытекает 
справедливость неравенства Л >  В. Утверждение б) доказано. 
'1Ч'орема доказана полностью.

§ 3.*Многочлены

Рациональное'выражение, содержащее относительно входящих 
II него букв только два действия — умножение и возведение в 
натуральную степень, называется одночленом.
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Примеры одночленов; За, 2аЬсЩ ^аЬс,
Рациональное выражение называется многочленом, если оно 

является целым относительно каждой буквы, входящей в это 
выражение.

Например, рациональное выражение V 35аЬс— +  0 ,3dc яв ­

ляется многочленом, ибо это выражение является целым относи­
тельно букв а, Ь, с н d.

В частности, рациональное выражение, содержащее только 
одну букву и являющееся целым относительно этой буквы, назы­
вается многочленом целым относительно одной буквы.

Из определения многочлена и правил действий над алгебраи­
ческими выражениями следует, что сумма, разность и произве­
дение двух многочленов будут многочленами.

Если в многочлен входит п букв, то многочлен имеет смысл 
для любого числового набора из п  чисел. Поэтому обычно, р ас­
сматривая многочлен, не говорят о его О Д З. Обычно одночлены 
тождественно преобразуют по законам действий, приведенных 
в § 2 , собирая вместе все числа, входящие в одночлен, и запи­
сывая их перед буквами одночлена, а также собирая вместе оди­
наковые буквы, входящие в одночлен, и записывая их в виде 
натуральной степени этой буквы. После такого преобразования 
одночлен считается записанным в стандартном виде, а числовой 
множитель, стоящий перед буквами одночлена, называется коэф­
фициентом данного одночлена.

3
Например, одночлен 3abc2cbyOc преобразуется к стандартному

18 18 виду yO ^-bV, и число у  есть его коэффициент.

Согласно правилам действий над алгебраическими выраже­
ниями многочлен всегда люжно тождественно преобразовать к виду, 
в котором многочлен состоит из нескольких одночленов, запи­
санных в стандартном виде и соединенных знаками сложения и 
вычитания; поэтому обычно говорят, что многочлен есть алге­
браическая сумма одночленов.

Подобные члены многочлена — это его одночлены, записанные 
в стандартном виде и отличающиеся не более чем коэффициен­
тами. Привести подобные члены многочлена — это значит заменить 
алгебраическую сумму подсобных членов одним членом, тождест­
венно равным этой сумме.

Исходя из правил действий над алгебраическими выраже­
ниями, можно следующим образом конкретизировать законы дей­
ствий над многочленами.

Чтобы сложить два многочлена, следует записать подряд все 
члены первого многочлена, а затем все члены второго много­
члена, сохраняя у каждого одночлена знак, стоящий перед его 
коэффициентом, после чего необходимо привести подобные члены.
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Например: {2cd- f 5а)-р(л: +  7a — 4cd) =  2cd +  Ъа-тХ-\-7а — \cd  =э 
-\2 а -[- x  — 2cd.

Чтобы вычесть из одного многочлена другой многочлен, сле­
дует записать подряд все-члены первого многочлена, сохраняя 
у каждого одночлена знак, стоящий перед его коэффициентом, 
!.'1тем все члены второго многочлена, изменив на противополож- 
m>ie знаки, стоящие перед коэффициентами одночленов второго 
многочлена, после чего необходимо привести подобные члены.

Например; {х^—у^) — (— 7х^-\-8у'^ — 5й)=х^ — — 8 //^ + 5 а=
— 9у'  ̂+  5а.

Чтобы умножить одночлен на многочлен, следует умножить 
■)тот одночлен на каждый член многочлена, записать члены про­
изведения подряд с теми знаками, какие были у членов много­
члена, если перед коэффициентом одночлена стоит знак плюс, и 
с противоположными знаками —если перед коэффициентом одно­
члена стоит знак минус, каждый одночлен произведения записать 
и стандартном виде, а затем привести подобные члены.

Например; (—4о6) (ЗаЬ — 2 +  За̂ Ь̂ ) =  — (4аЬ) (Safe) +  (4аЬ) ■ 2 —
-(4аЬ)(За^Ь^)= — 12â b'̂  +  8a fo - Па'Ь -̂ 5г(2а&+ 1 -З Ь )= (5 с ) {2аЬ)+
I (5с) • 1 — (5с) (36) =  1 ОаЬс +  5с — 15Ьс.

Чтобы умножить многочлен на многочлен, следует каждый 
одночлен (вместе со знаком, стоящим перед его коэффициентом) 
первого многочлена умножить на второй многочлен, записать 
подряд все произведения, каждый полученный одночлен записать
II стандартной форме, а затем привести подобные члены.

Например: (ab~cd)  ■ (аЬ +  cd) =  {аЬ) (аЬ) +  (аЬ) {cd) — {cd) {ab) —
(cd){cd) =  a W  +  abcd — ̂ c d  — c4^ =  a^b~ — c4^.
П ользуясь правилами сложения и умножения многочленов и 

свойствами равенств алгебраических выражений, получим тож­
дественные равенства, которые часто называют формулами сокра­
щенного умножения.

Начнем с перемножения одинаковых многочленов вида (а +  Ь). 
Используя законы действий над алгебраическими выражениями, 
можно написать следующую цепочку тождественных равенств:

(а 4 - ЬУ =  (а +  fe) (а +  Ь) =  (а) (а) +  (а) ф) +  (Ь) (а) 4- Ф) ф) =
=  a^-\-ab +  ab +  b  ̂=  a^ +  2ab-\-b^. ( 1)

Формула (1) имеет следующую словесную формулировку: квад­
рат суммы двух чисел равен квадрату первого числа, плюс удво­
енное произведение первого числа на второе, плюс квадрат второго 
числа.

Теперь, нспользуя предыдущую формулу, люжно написать 
следующую цепочку тождественных равенств:

(а +  ЬУ -  (а +  Ь){а +  b f  =  {а +  Ь) {а  ̂- f  2аЬ +  ft®) =
=  (а) (а^) +  (а) (2 аЬ) +  (а) ф^) +  ф) (а̂ -) ~  ф) (2аЬ) +  ф) ф^) =

=а^ +  2а-Ь +  +  а̂ Ь +  2аЬ̂  +  Ь» =  а" +  За̂ Ь - f  ЗаЬ= +  Ь\ (2)
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Формула (2) имеет следующую словесную формулировку: куб  
суммы двух чисел равен кубу первого числа, плюс утроенное про­
изведение квадрата первого числа на второе, плюс утроенное про­
изведение первого числа на квадрат второго числа и плюс куб  
второго числа.

Напишем еще одну цепочку тождественных равенств:

(а +  Ь)* =  (а +  6) (а +  bf =  (а +  ft) (а=> +  За̂ Ь +  ЗаЬ̂  +  Ь̂ ) =
=  (а) {а )̂ +  (а) {ЗаЩ  +  (а) (ЗаЬ )̂ +  (а) ф̂ ) + ф) (а )̂ +

+  ф) {ЗаЩ  +  ф) (ЗаЬ )̂ +  ф) ф )̂ =  +  За̂ Ь +  За̂ Ь̂  +
-]-аЬ^ +  а^Ь +  За^Ь‘̂ +  ЗаЬ'  ̂+  =  а* +  Аа^Ь +  ба^Ь^ +  АаЬ  ̂+  Ь*.

Приведенные формулы позволяют заметить некоторую закономер­
ность, с помощью которой можно написать формулу для (а +  Ь)", 
где п — любое натуральное число. А именно легко заметить, что 
всех членов будет ( « + 1): первый член есть первое число в сте­
пени л; в каждом последующем члене степень первого числа на 
единицу меньше его степени в предшествующем члене, а в по­
следнем члене оно в нулевой степени; второе число находится 
в первом члене в нулевой степени, во втором члене в первой 
степени, в каждом последующем члене степень второго числа на 
единицу больше его степени в предшествующем члене, а в по­
следнем члене второе число в степени п.

Коэффициент же при каждом члене можно найти при помощи 
«треугольника Паскаля»:

0 1
1 1 I
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Правило образования строк «треугольника Паскаля» простое. 
К аждая строка может быть получена из: предыдущей верхней 
строки следующим образом. В промежутке между любыми сосед­
ними числами верхней строки (но ниже их) пишется сумма этих 
чисел, а по краям пишутся единицы. Номер строки показывает, 
в какую  степень возводится двучлен {а +  Ь), а числа этой строки 
являются коэффициентами соответствующих членов, записанных 
в рассмотренном выше порядке.

Конечно, если надо написать формулу для {а +  Ь)'‘, где п —  
большое число (например, 1 0 0 ), то ясно, что по треугольнику 
П аскаля вычислять коэффициенты правой части долго. Поэтому
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желательно знать общую формулу для вычисления Эта '
формула носит название формулы бинома Ньютона и имеет кид

(a +  b )'^^Q a '^  +  C\a’̂ -^b+  . . . +С^^а’‘-хь>‘+  . .  . + С 'Ь \  (3)

где =  0! =  1, k\ =  1 -2-3- . . .  -k для любого 2,
3,

Доказательство равенства (3) будет дано в § 6 .
Применим формулу бинома Ньютона, например, для вычисле­

ния {a +  bf :

(а +  Ь)  ̂=  Qa-’ +  da*b  +  Qa^b'^ +  C\a^b^ +  Qab* +  Q b \

Вычислим коэффициенты C f, где m ^ { 0 ,  1,2}.  Д ля  вычисления 
остальных коэффициентов воспользуемся равенством

доказанным в главе 1 .
Таким образом,

С Г -С 1 . - 1 . a = c i = - f ^ = 5 ,  а = а = 2ш  =  ’о-

Следовательно,
(а +  bf -  +  5а*Ь +  1 Оа;̂ Ь̂  +  1 Оа̂ Ь̂  +  5аЬ* +  Ь\

Из.формулы бинома Ньютона легко получить формулу для 
(а — Ьу. Обозначим d =  — Ь и применим формулу бинома Ньютона:

( а  — Ь)" =  ( а  +  d)"  =  С \ а ' ‘ +  С ,\а" - 4 +  . . .  +  С  „ а "  “ * £ ? * + • • • +  Q l d "  ■

Подставляя (— Ь) вместо d,  получим

(а—Ь)" =  С“а” — Спа" - ‘6 + . . . + ( — 1 )* С'̂ па’'~>‘Ь>‘ + . . . + ( — 1)« СУз".
Частные случаи этой формулы для п =  2 и « =  3:

{a — bf=--a^~2ab+b"%
{a — bfr.= a^~da^b +  2ab- — b^.

Формула бинома Ньютона (a +  fc)" и вытекающая из нее фор­
мула (а — Ь)" являются формулами сокращенного умножения, в 
которых берется произведение одинаковых многочленов (биномов)
/( раз.

Докажем теперь некоторые формулы, в которых берется про­
изведение разных многочленов. Очевидна следующая цепочка 
тождественных равенств;
{а -  Ь) (а +  Ь) =  (а) (а) +  (а) ф) -  ф) (а) -  ф) ф) =

=  ti  ̂+  a b ~ a b ~ b -  =а^ -^Ь'\
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Эта формула обычно запоминается в записи, где меняются местами 
правая и левая части; a‘ ~ b ^  =  {a — b){a +  b). Приведем ее словес­
ную формулировку: разность квадратов двух чисел равна произ­
ведению разности этих чисел на их сумму.

Выведем формулу разности кубов двух чисел (а® — б'’). П о­
скольку
(а _  ь) {а  ̂+  ай +  Ь=) ^  (а) {а^) +  (а) (аЬ) +  (а) (6 )̂ -  (Ь) (а^) -

— (Ь) (аЬ) — ф) (Ь )̂ =  +  а^Ь +  аЬ̂ - — а'-Ь —
то

а ^ - Ь ^ ^ { а - Ь )  {а  ̂+  аЬ +  Ь̂ -).

Приведем словесную формулировку этой формулы: разность кубов 
двух чисел равна произведению разности эт их чисел на неполный 
квадрат суммы эт их чисел.

Приведенные формулы позволяют заметить закономерность, 
с помощью которой легко записать формулу а" — Ь" для любого 
натурального числа п. Эта формула имеет вид

а" —Ь"=-(а —Ь)(а”-Ч-а"-2&+ ..  . + аЬ "-^ + Ь’‘~'̂ ).

Доказательство этой формулы будет проведено в § 6  методом 
математической индукции.

Наконец, выведем следующую формулу:
а^ +  Ь̂  =  (а +  Ь) {а^~аЬ +  Ь̂ -).

Действительно,
(a +  b ) ( a ^ - a b  +  b ^ ) ^

=  (а) (а^) -  (а) (аЬ) +  (й) (Ь̂ -) +  ф) (а^) -  ф) (аЬ) +  ф) ф-) =
=  — а^Ь +  а Ь ^ а ^ Ь  — а Ь ' ^ Ь ^  =  а ^ .

Словесная формулировка этой формулы следующая: сумма кубов 
двух чисел равна произведению суммы этих чисел на неполный 
квадрат разности эт их чисел.

Приведем формулы, которые желательно запомнить:
{ a - ^ b f  =  a ^ -^ 2 a b -\-b \
(а +  &)» =  й=’ +  За2Ь +  ЗаЬ= +  Ь%
( a - b f  =  a‘̂ ~ 2 a b  +  b \
{а — ЬУ =  а^ — Ж-Ь +  ЗаЬ- -  
а^ — Ь‘̂ =  (а — Ь) (а +  6 ), 
а» -  6̂  =  (а -  Ь) +  6-),

=  (а  +  Ь) {а  ̂— аЬ +  Ь^).

Формулы, доказанные в этом параграфе, справедливы для 
любых числовых значений букв а и Ь. Иногда эти формулы 
употребляются и тогда, когда буквами а м Ь обозначены некото­
рые алгебраические выражения, но тогда очевидно, что эти фор­
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мулы будут справедливы уже на О Д З двух алгебраических вы­
ражений а и Ь.

В ряде вопросов при действиях с многочленами удобнее рас­
сматривать их не в стандартном виде, а в виде произведения.

Тождественное преобразование многочлена к виду произведения 
многочленов называется разложением многочлена на множители. 
Собственно говоря, все формулы сокращенного умножения и есть 
формулы разложения многочлена на множители.

- Кроме применения формул сокращенного умножения, есть н 
другие приемы для разложения многочлена на множители, напри­
мер, вынесение за скобки общего множителя, группировка. Д ля 
разложения многочлена на множители употребляются все приемы.

Рассмотрим при.мер разложения многочлена на множители. 
Группируя, вынося за скобки общий множитель и пользуясь 
(})ормулой сокращенного умножения, получаем цепочку тождест­
венных равенств;
а-с 2аЬс +  Ь~с +  (а -f  6)= =  с {а" +  2аЬ +  6^) +  d (а +  b f  =

=  с (а +  b f  +  d ( a +  b)- =  {а +  b f  ( c+d) .

§ 4. Алгебраические дроби

Алгебраической дробью называется дробное рациональное вы­
ражение, являющееся частным от деления одного многочлена на 
другой.

Алгебраическая дробь, которая есть частное от деления много-
члена А на многочлен В, обычно записывается в виде , причем
многочлен А называется числителем аагебраической дроби, а 
многочлен В — ее знаменателем.

Примеры алгебраических дробей:
аЬ— Ь_ а- +  Ь^_ ху- \ -Ьу  
d +  a ’ а — Ь ’ 7х +  Ну'

О Д З алгебраической дроби -g-, в которую входит п букв, есть 
множество всех числовых наборов, соответствующих буквенному 
набору^дроби кроме тех, для каждого из которых соответ­
ствующее числовое значение многочлена В равно нулю.

Например, О Д З алгебраической дроби есть множество
{(а, h) \ aeR- ,  b ^ R ' ,  а ф Ь \ .

Докажем несколько у т в е р ж д е н и й  о равенстве алгебраи­
ческих дробей.

1. Если обозначить алгебраическую дробь одной буквой С, 
то на О ДЗ этой дроби равносильны тождественные равенства 
C =  - J  и А =  СВ.
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Справедливость этого свойства вытекает из справедливости 
утверждения 14 § 2.

А С2. Равенства g  =  ^  и A D ^ B C  равносильны на О ДЗ первого 
из них.

^ А С
Это свойство часто формулируют так: две дроби g « 25

дественно равны на О ДЗ тогда и только тогда, когда на этой 
ОДЗ справедливо равенство AD  =  ВС.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть область М — О Д З двух дробей 
А С  ' А
g и Рассмотрим случай, когда Л =  О на М. Тогда ^  =  0 и

А С  Сиз равенствЕГ ^  =  д  следует, ч^о и ^  =  0 на М. Поэтому С =  0
на М , а это значит, что A D ^ ^ B C  на М.

Наоборот, пусть A D ВС  и А =0 на М.  Так как на М О
4 Си Б  =7 =̂ о,  то С =  о на м .  Следовательно, ^  =  д-

Рассмотрим теперь случай, когда ни для одного набора из 
области М  многочлен А не обращается в нуль, т. е. рассмотрим

А Ссл\'чай, когда А ф О  на М.  Пусть ^  =  тогда отсюда следует,
А Счто и С ф О  на А1. Обозначим ^ через а  и ^  через р. По свой­

ству 1 алгебраических дробей А -^~аВ и G =  pD. По утвернеде-
нию 14 § 2 имеем

A^D  =  CaB. (1)

Так как а  =  ^>ФО на М, то по утверждению 14 § 2 из (1) сле­
дует, что AD  — CB.

Наоборот, пусть AD  =  ВС, тогда, так как А ф О ,  О ф О  и
В ф О  на М, то и С ф О  на М.  Следовательно, «  =  ^  и Р =  ^  не
равны нулю на М.  Тогда умножим данное равен ство /1D =  ВС 
на оф. Получим равносильное равенство

а р Л Д -а р В С . (2 )

Но аВ  =  Л, PD =  C, и равенство (2) примет вид
а Л С -р Л С . (3)

Используя утверждение 14 § 2, получим а  =  Р, что и требовалось 
доказать.

Таким образом, свойство 2 алгебраических дробей доказано.
3. На ОДЗ  алгебраической дроби ~  справедливы тождествен-

^  ^ 
ные равенства g  — =  — — д -= ------

Каждое из этих равенств становится очевидным, если вос­
пользоваться только что доказанным свойством 2 .
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4. Д л я  любого многочлена К , не обращающегося в нуль на ОДЗ 
алгебраической дроби ^ , справедливо тождественное равенство 
А АК
В ~  В К '

Поскольку на О Д З дроби это равенство по свойству 2
равносильно равенству А ( В К )  =  В( А К ) ,  которое является очевид­
ным, то столь же очевидна и справедливость свойства 4.

5. Na  ОДЗ алгебраической дроби ^  справедливо тождествен-
А л >ное равенство д — А -

Действительно, по утверждению 9 § 2

I в  в \  в

Используя ассоциативность умножения алгебраических выраже­
ний, имеем

Применяя утверждение 11 § 2 получаем, что

В — ^  В '

6 . На ОДЗ алгебраической дроби ^  справедливо тождествен-
1 1 1ное равенство ^  •

Действительно, на О Д З дроби очевидна справедливость 
цепочки тождественных равенств

АВ АВ В  J  \ ̂  А j  \АВ J  \ А В  ] ~  А В

А В7. На О ДЗ двух алгебраических дробей ~д справедливо

тождественное равенство ^  ^  •
Т

Действительно, применяя сначала свойство 5 дробей, затем 
свойства действий над алгебраическими выражениями, затем 
свойства 6  и 5 дробей, имеем цепочку тождественных равенств

А 1  ) R ‘ ^  ■
A J  \ А J А А

Напомним следующее соглашение: если не указана явно об­
ласть М . на которой рассматривается некоторое тождественное
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равенство, то оно рассматривается на О Д З двух выражений, 
стоящих в левой и правой частях равенства. Поэтому дальше не 
будет явно указываться область, на которой ' будет справедливо 
тождественное равенство, имея в виду, что оно справедливо на 
О Д З двух выражений, стоящих в левой и правой частях ра^ 
венства.

Пользуясь свойствами сложения и умножения алгебраических 
выражений и свойствами алгебраических дробей, легко показать 
справедливость тождественных равенств

А С _ AD + B C . А С _ А С
В +  д  — Q gQ-

Действительно, используя свойства алгебраических дробей, по­
лучим

—  -I -  —  —  —  -1- —  —  —
в  ^ D BD ' DB  BD '

Применяя теперь свойства сложения и умножения алгебраичес­
ких выражений, а затем опять свойства алгебраических дробей, 
имеем

BD  ’

что и требовалось доказать.
Аналогично доказывается второе равенство:

T " D ^ \ ' ^ ' B J \ ^  В  B D ~ B D '

Т ак же доказываются и равенства
А С AD— BC А С AD
В  D ~  BD  ’ В  ' D~~ В С

Часто надо привести алгебраические ^^обп ' к  общему знамена­
телю, т. е. записать пх так, чтобы у всех этих дробей был один 
и тот же знаменатель. Д ля этого существует следующий способ: 
надо разложить каждый знаменатель на множители, а затем числи­
тель и знаменатель каждой дроби умножить на произведение тех 
множителей знаменателей остальных дробей, которые не содер­
жатся в данном знаменателе, что по свойству дробей их не изменит.

П р и м е р .  Привести к общему знаменателю следующие алгеб­
раические дроби:

а . ■ с . _____ d_____
— ’ а- —  Ь'̂  ’ а--{-аЬ-\-Ь‘‘

Р азлагая знаменатели на множители, перепишем дроби так:
_________а_________. _______ с______ . d
(a — b)(a^J[-ab-\-b-)' (а~Ь)(а-^-Ь) ’ а Ь '



Теперь, умножая чнслите-аь и знаменатель первой дроби на (а +  &), 
второй — на {а  ̂+  аЬ +  Ь-), третий — на ( а ~ Ь ) { а  +  Ь), получаем

_______ о (а+Ь)_______   с(а= +  о6 +  6-)
( a— b)(a-i-b)(a"-{-ab +  b ^ ) ’ {а— Ь) (а 4  й) ( а -~ \ -аЬЬ~)  ’

____ d (а—Ь) (а-гЬ)____
(а—Ь) (а+  6) (а~-\-аЬ-\-Ь") '

У этих дробей одинаковые знаменатели, т. е.•первоначальные 
дроби приведены к общему знаменателю.

В ряде случаев требуется представить дробь в виде суммы 
дробей с более простыми знаменателями. Это можно сделать только 
в том случае, когда многочлен, стоящий в знаменателе дроби, 
разлагается на произведение многочленов меньшей степени. П ока­
жем на примере, как это делается.

Пусть надо разложить алгебраическую дробь
стейшие. Так как многочлен х- — 1 разлагается на произведение 
многочленов (л;— 1) и (х + 1 ) ,  то это можно сделать. Д ля этого
нужно найти алгебраические дроби и такие, чтобы было

1 А В
выполнено тождественное равенство = ;^ 1ГТ +  ̂ лГТ‘ Рассмот­

рим сумму +  По только что сформулированным пра­
вилам.

А В _ Л ( л : + 1 )  +  В(л:— 1) _ { А  + В )  х + ( А  — В) 
( x - l ) ( x - r l )  ~  (л :-1 )(л :-г  1) ‘

Так как эта дробь должна тождественно равняться дроби
X ' —  I

(заметим, что эти рассуждения проводятся для любого х, кроме 
л- = 1  и л' =  — 1), то по свойству 2  эти две дроби равны только 
тогда, когда [(Л +  В ) х - ^ { А  — В)] { х— 1 )(х +  1) =  (л;— 1)(л;+ 1). Так 
как это равенство должно выполняться для любого х,  кроме 
х = 1  п х  =  — 1 , то, полагая, например, х  =  0, затем х  — 2,  полу­
чаем, что это будет верно только тогда, когда одновременно 
А — В — \ и З Л  +  б = 1 .  А эти два равенства справедливы одно­

временно только для A =  y  и f i = — у .  Значит, данная дробь
разложена на простейшие, а именно, справедливо следующее 
тождественное равенство;

\_  1_
1 2  2

л:-— 1 1 л; + 1 *

Этот способ разложения дроби в сумму более простых дробей 
называется способом неопределенных коэффициентов. Д ействи­
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тельно, полагая числа Л и Б  вначале неизвестными, получаем 
на О Д З равенство двух многочленов, один из которых с извест­
ными коэффициентами, другой с неизвестными, выраженными 
через Л и В. Это дает возможность выписать алгебраические 
равенства относительно неизвестных коэффициентов (в данном 
случае А — В = \ ,  ЗЛ +  В =  1). Найдя числовые значения неиз­
вестных коэффициентов, обращающие данные алгебраические равен­
ства в верные числовые равенства, тем самым решим поставлен­
ную задачу о представлении дроби в виде суммы более простых 
дробей.

Неравенства алгебраических дробей. Докажем два у т в е р ж  д е ­
ни  я, которые часто применяются при рассмотрении алгебраиче­
ских дробей.

8 . На ОДЗ алгебраической дроби равносильны следующие

неравенства: - § - > 0  « Л В > 0 .
Докажем, что из справедливости первого неравенства следует 

справедливость второго неравенства.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим алгебраическую дробь -g-

одной буквой С, т. е. С =  Н а О ДЗ данной алгебраической

дроби алгебраическое выражение С положительно, так как любое 
числовое значение алгебраического выражения С является поло­
жительным числом. По свойству 1 равенств алгебраических дробей 
имеем А = С В  на ОДЗ данной дроби. Следовательно, алгебраиче­
ское выражение А В  равно СВ^: А В  =  СВ^. По определению на
О Д З дроби алгебраическое выражение В  в нуль не обращается,

т. е. алгебраическое выражение В^ положительно на ОДЗ дроби 
Л-g-. Произведение положительных алгебраических выражений С и 

В^ будет также положительным. Аналогично доказывается, что 

на ОДЗ алгебраической дроби из справедливости неравенства

Л В > 0  следует справедливость неравенства - ^ > 0 .
А С

9. Н а ОДЗ алгебраических дробей ч ~q  равносильны нера­

венства 4"  >  “ AD^B >  CB'^D.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя утверждение 20, получим
Л  ^  С  А С ^ равносильные неравенства: и - g — ^ > 0 -

Выше было доказано равенство
А с  A D - B C
В D ~  BD '
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которое позволяет сделать еще один равносильный переход;
Л ^  С А Р - В С  ^
в  ^  D BD  ^

Последнее неравепство по утверждению 8  на О Д З алгебраических
дробей -g- и -g- равносильно неравенству (ЛО ■—ВС) SD  >  О,
которое равносильно неравенству AD-B  >  CB^D.  Утверждение 9 
полностью доказано:

Утверждения 8 , 9 используются при доказательстве других 
неравенств.

Докажем, например, что неравенства и а > Ь

равносильны для любых, не равных друг другу положительных 
чисел а и Ь.

Действительно, по утверждению 9 равносильны следующие 
неравенства:

« { а ^ - Ь % { а  +  Ь Г ~ { а ~ Ь У ] > 0 .

Так как {a +  b Y ~ { a  — bY — iab , то последнее неравенство равно­
сильно неравенству {a — b)(a +  b)4ab >  О, которое в силу положи­
тельности а и Ь равносильно неравенству а >  Ь. Следовательно,

для любых, не рЭвных друг другу, положи­
тельных а и Ь.

§ 5. Многочлены, целые отиосительно одной буквы,

Многочлен, целый относительно одной буквы х,  имеет одно­
члены разных степеней, ибо в противном случае можно привести 
подобные члены. Одночлены разных степеней можно упорядочить 
относительно возрастания или убывания степеней буквы х.  Обычно 
многочлен, целый относительно одной буквы, записывают в по­
рядке убывания степеней.

Многочлен, записанный в виде а̂ х̂’' -\-aiX"~~^- \ - а ^ х " ~ ^ .
. . . +a „ _ j X +  a„, называется расположенным многочленом. Если 

то говорят, что этот многочлен имеет степень п.
Если не известно, равен или не равен пулю коэффициент а„, 

то говорят, что этот многочлен степени не выше, чем п.
Из этого определения в частности вытекает, что многочлены 

нулевой' степени — это отличные от нуля числа. Число нуль также 
считается многочленом, причем это единственный многочлен, сте­
пень которого не определена. Д ля сокраи1ениого обозначения 
многочленов обычно употребляют следующие записи:

Р{х),  Q(x),  Т(х) ,  /^(х),  р(х) ,  (/(х), г(х),

при этом, если хотят подчеркнуть, что многочлен Р  (л:) — степени п,  
то пишут Р„(х).
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Д ля нахождения суммы многочленов / ’„(х) и Q^{x)  нужно 
записать подряд все члены этих двух многочленов и затем сделать 
приведение подобных членов.

Д ля нахождения произведения многочленов Р„{х) и Q„{x) нужно 
каждый одночлен многочлена Р„(х) умножить на каждый одночлен 
многочлена сложить полученные произведения и привести
подобные члены.

Т е о р е м а  1. Два многочлена, целые относительно х, тожде­
ственно равны тогда и только тогда, когда равны их степени и 
равны коэффициенты при одинаковых степенях х.

Доказательство этой теоремы опускается.
В этом параграфе для обозначения тождественного равенства 

двух многочленов Р{х)  и Q(a:) будет употребляться запись Р {х) =  
=  Q{x),  т, е. в этом параграфе знак «= », связывающий два много­
члена, будет пониматься в смысле тождественного равенства этих 
многочленов. В частности, запись /*(х) =  0 будет означать, что 
многочлен Р [х) тождественно равен нулю, т. е. есть число нуль.

Теорема 1 может быть применена для разложения многочлена 
на множители. Воспользуемся методом неопределенных коэффи­
циентов. Суть применения этого метода состоит в следующем. 
Пусть дан многочлен Р„{х) степени п  и его надо представить 
в виде произведения многочленов степеней k и {п — к), где А <  п. 
Тогда выписываются два многочлена Р^ (х) и Pn-k{x)\  первый — сте­
пени k и второй — степени { n ~ k )  с коэффициентами, обозначен­
ными некоторыми буквами, скажем, у первого а„, а^, . . . ,  а^,  у 
второго Pi, . .  . ,  Перемножая многочлены и Р„_^{х),  
получаем многочлен Т„{х) степени п с коэффициентами, завися­
щими от а,- (i =  0, 1, . . ., ^) и ( / =  О, I, . . . ,  n ~ k ) .  Из усло­
вия, что многочлены и ^„(х ) тождественно равны, получаем
« +  1 равенство, в которых участвуют п +  2 коэффициента а,- и 
р,-, которые надо найти. П олагая, например, коэффициент «„ =  1, 
приходим к п + 1  равенству, из которых надо найти п +  1 коэф­
фициент а,- (t =  l, 2, . . . ,  k) и Ру {/ =  0 , 1, . . . , n ~ k ) .  Найдя их, 
найде.м и многочлены Р^{х)  и P^_j^{x).

П р и м е р .  Разложить многочлен x  ̂+  3 x -f4  на множители, 
среди которых один— многочлен первой степени, а второй— много­
член второй степени. Будем искать многочлены (Ar +  aj) и 
(РоХ-rp iX  +  pj) такие, что справедливо тождественное равенство 
(x-La,)(p„A:--f-piX +  P2) =  x^-f 3 x -f  4. Применяя теорему 1, полу­
чаем 4 равенства: Ро=^1, f>o'̂ i +  Pi =  0, Piai +  P2 =  3, а,р.^ =  4. Этим 
равенствам удовлетворяют р„ =  1 , а , =  1 , Pi =  — 1, Ра 4. Значит, 
многочлен K̂  +  3 x - \- i  разлагается на множители (x - f  1) и {х--~
— х +  4), т. е.

X® 4 - Эх-f  4 =  (х +  1) (х  ̂— X +  4).

Заметим, что не всякий многочлен можно разложить на мно­
жители. Например, многочлен х  ̂+  х + 1 нельзя разложить в про­
изведение двух многочленов первой степени.
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Т е о р е м а  2. Если произведение двух многочленов тождественно 
равно нулю, то хотя бы один из этих многочленов тождественно 
равен нулю.

Доказательство этого утверждения опускается.
Вычесть из многочлена Р{х)  многочлен Т  (л:) — это значит найти 

такой многочлен Q(a:), что Р {х) =  Т  {x)-+-Q{x).
Нетрудно проверить, что для любых двух многочленов Р  (х) и 

Т  (х) такой многочлен Q (л:) существует и при этом только один, 
он называется разностью многочленов Р{х)  и Т  {х) и обозначается 
Q{x) =  P ( x ) ~ T { x ) .

Разделить нацело многочлен Р{х)  на многочлен Т  (х), отличный 
от нуля,— это значит найти многочлен Q(x) такой, что Р{х)  — 
=  T{x)Q{x) .

Если такой многочлен Q (х) существует, то говорят, что много­
член Т  (х) является делителем многочлена Р{х) ,  а многочлен Q (х) 
называется частным от деления многочлена Р(х)  на многочлен 
Т  {х). Не всегда многочлен Р  (х) можно разделить нацело на много­
член Т  {х). Например, многочлен не делится нацело на
многочлен х + 1 .  Значит, в множестве многочленов не всегда выпол­
нимо деление нацело. Зато, как будет показано ниже, в множестве 
многочленов всегда выполнимо деление с остатком.

Деление с остатком. Разделить с остатком многочлен Р  (х) на 
многочлен Т  {х), отличный от нуля,— это значит найти два много­
члена q{x) и г (х) такие, что

Р (х ) =  Г(х)<?(х) +  г(х), ( 1)

причем либо степень многочлена г (х) строго меньше степени мно­
гочлена Т  (х), либо г(х)  есть нуль.

В случае, если выполнено равенство (1), говорят, что много­
член Р{х)  делится на многочлен Т  (х) с остатком г{х)  и частным 
q(x)-, если г{х) =  0, т. е. если остаток есть число нуль, то говорят, 
что многочлен Р{х)  делится на многочлен Т  (х) с остатком нуль 
или многочлен Р  (х) делится нацело на многочлен Т(х) .

П р и м е р .  Пусть Р (х ) =  х’ — х® +  2 х М - Г ( х )  =  х’ —х +  2. 
Тогда легко видеть, что Р{х)  =  Т  (х)(х^-г 1) +  ̂ : — 2, т .е . многочлен 
Р  (х) делится на многочлен Т  (х) с остатком г (х)=^х — 2 и частньш 
х ’’+ 1 .  Отметим, что из равенства Р  (х) =  Г  (х) не вытекает,
что многочлен Р (х ) делится на многочлен Г (х) с ocтaткo^! х-, ибо 
нарушено условие; степень остатка г (х) должна быть строго меньше 
степени многочлена Т  (х).

Т е о р е м а  3. Д л я  любых двух многочленов Р (х ) и Т  {х), где 
Т  {х)фО,  суи^ествует пйра многочленов q{x) и г{х) таких, что 
Р  (х) == Т  (х) q{x)-\ -r  (х), причем либо степень многочлена г (х) строго 
меньше степени многочлена Т  (х), либо г (х) есть нуль.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р (х ) =  0, а Т (х) — любой отлич­
ный от нуля многочлен, тогда многочлены q{x) =  0 и г{х) — 0 
удовлетворяют условиям теоремы.
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Пусть Р ( л : ) ^ 0 ,  а многочлен Т  (х) имеет степень большую, чем 
степень многочлена Р{х),  тогда многочлены =  О и г (х) =  Р  (х) 
удовлетворяют условиям теоремы.

Наконец, пусть Р { х ) ф О ,  а многочлен Т  {х) имеет степень, 
меньшую или равную .степени многочлена Р(х).  Если Т{х)  =  с, 
где с — константа, отличная от нуля, то многочлены q{x) =  P{x)lc 
и /-(х) = 0  удовлетворяют условиям теоремы.

Остается рассмотреть случай, когда многочлен Р  (х) имеет сте­
пень п,  причем / г > 1 , а многочлен Т  {х) имеет степень/л, причем 
0 < / п < п .  Пусть Р{х)  =  Р„{х),  Т{х)  =  Т,„(х), где О < / « < « ,  
п >  1 , т. е.

Р„ (х) =  аоХ'‘ +  а ,х " -^ +  . . .  + а „ _ 1л: +  а„,
Т,„(х) =  Ь„х'" +  Ь ,х '"-^+  . . .  + b ^ _ ^ x  +  b^,  

где а„ Ф  О, ^0=5̂  0. Построим последовательность многочленов Q„^(x) 
следующим образом. Положим

а ^ ^ ( х ) = Р Л х ) - ^ х ' ‘-"‘Т,Лх).

Тогда либо Q„_(x) =  0, либо Q„,(x) можно записать в виде

+  . . .  +a!,V_iX+aiV*
причем и степень многочлена Q„,(x) меньше, чем п,  т. е.
П1 <  п; если окажется, что и ли Р „Д х )^^0 , то многочлены
q {х) — ^  х"~'" и r(x ) =  Q„, (х) удовлетворяют условиям теоремы;
если ж е п ^ ' ^ т ,  то делаем следующий шаг: положим

Q„.(-v) =  Q „ . ( x ) - ^ x « . - r „ w .

Ясно, что либо Q„^x) =  0, либо п.  ̂ <  «i < /г и Q„^{x) можно запи­
сать в виде

(3„^х)==й®х«. +  й«>х''=-Н- •. • +  +
причем а^а^фО.  Если окажется, что щ с ^ т  или Q„^(x)^=0, то мно­

гочлены ^ (х )=  • ^ х " - " ’+ - ^ х " ‘- '” и r{x) =  Q„Ax) удовлетворяют
условиям теоремы; если же п ^ ' ^ т ,  то делаем следующий шаг и 
продолжаем этот процесс. Поскольку на каждом шагу степень 
уменьшается: П > П 1 > П 2 > . . . ,  то на некотором к-ь\ шагу нату­
ральное число «ft станет меньше натурального числа т  или 
Q„^(x) = 0  и процесс закончится. В результате получим, что

+  - • • +  4 7 ^ ^ " ^ - ' - " ' ) 7 '„ ( x) +  Q „,W .

Тогда многочлены г ( х ) ( х )  и q (х) =  х " -” +  - ^ х 'п - «  + .  . ,
J h - l i

х"к - 1  удовлетворяют условиям теоремы.
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Итак, утверждение теоремы о существовании многочленов q (х), 
г(х)  доказано.

Т е о р е м а  4. Пара многочленов q(x),  г(х),  удовлетворяющая 
условиям теоремы 3, единственна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, т. е. предполо­
жим, что существуют две пары многочленов q(x),  г{х)  и 
г ,  (л:) таких, что Р  (х) ---= Т  (х) q{x) + г {х) и Р { х ) ^ Т  (л:) <7, (х) +  Tj {х). 
Пользуясь определением равенства многочленов, имеем

Т  (х) [<7 (х) -  q, (.t)] =  (х) -  г (х). (2)

Возможны два случая: либо г у (х) — г (х) ^  О, либо (х) — г { х ) Ф  0. 
В первом случае, так как Т  {х )фО,  то (х) — (х) ^  О, и един­
ственность имеет место.

Во втором случае, так как степень ri{x) — r{x)  не больше ни 
степени г^{х), ни степени г(х ), то степень г̂  ̂{х) — г{х)  меньше 
степени многочлена Т  (х). В то же время степень многочлена 
Т (х) [<7 (х) — (x)J либо больше, либо равна степени многочлена 
Т  (х). Значит, в равенстве (2) многочлены, стоящие в левой и 
правой частях, имеют разные степени, что противоречит теореме 1 . 
Полученное противоречие означает, что Tj (х) — г (х) =  О, а в этом 
случае единственность уже доказана. Объединяя теоремы 3 и 4, 
получаем справедливость следующей теоремы.

Т е о р е м а  5. Дл я  любых двух многочленов Р (х) и Т  (х), где 
Т  {х)ФО,  существует и притом единственная пара многочленов 
q(x)  и г (х) таких, что Р {х} =  Т  {х) q {х) ^  г (х), причем либо степень 
многочлена г (х) строго меньше степени многочлена Т  (х), либо г (х) 
есть нуль.

Д ля определения коэффициентов многочленов q (х) и г (х) суще­
ствует несколько способов. Наиболее распространенным среди них 
является метод неопределенных коэффициентов, уже рассмотрен­
ный ранее.

Пусть даны многочлены Р„ (х) и (х), где п  >  т. Положим _
<7 (х) =  СоХ"-“ + с ,х ' '- “ - 1 +  . . .  
г (x) =  d„x '» -4 -d iX ”'- 2 - f  . . .  + ^ ^ „ -1,

где коэффициенты с,- и dj пока не определены (отметим, что их 
всего п + 1  и с„=7̂ 0 ). Потребуем, чтобы было справедливо ра­
венство

Р Л^ ) =^ Т^ { х )  q{x) +  r{x).

Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты при одинаковых 
степенях х в левой и правой частях, получим л + 1  равенство, 
в которых участвует п - \ - 1 коэффициент с„, с,, с^, . . . ,  d,,
dj, . . . ,  найдя их, тем самым найдем многочлены q (х) и г (х).

П р и м е р ;  Пусть Р (х ) =  2х^ — 5х=* +  2, Т (х) =  2х'̂  — Зх. П ола­
гая q{x)=Cf,x'^-\-CyX-\-c^ (Со^О), /■ (х) = ( i„ x -fd ,,  напишем равен­
ство

2х* — бх'* +  2 =  (2х^ — Зх) (с„х  ̂-i- CiX - f  +  {d^x +  d ,),
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которое можно переписать в виде

2 л-« _  +  2 ^  2с, +  (2 с̂  -  Зс„) л:= +  (2с, -  Зс^) л'̂  +  (do -  Зс^) '̂ +  ■

Согласно теореме 1 справедливы равенства

2 Со =  2 ,
2 q - 3 c „  =  — 5,
2с  ̂— 3ci =  О,
йд — Зс.̂  ==0 , 

d i - 2 .

Из этих равенств находим Со=1,  Ci =  — 1, ^2 = — j ’ —
3 9di =  2 , и тогда получаем, что q(x)  =  x- — x — у ,  г(х) =  — у Л '+ 2 .

Схема Горнера. Рассмотрим деление многочлена на двучлен 
{х — сс).

Пусть даны многочлен

Р„{х)==адХ" +  а,х'‘-'^ +  а.,х'‘-"-+ . . .  + а„_ ^х  +  а„,

где й д ^ О ,  п ^ 1 ,  и двучлен (л: —а). По теореме 5 существуют 
многочлен q(x)  и число г такие, что P„{x) =  {x — a)q(x)- \ -r .  Степень 
многочлена q{x)  равна (п — 1). Поэтому ^(х) =  +  + . . .

+  +  где ЬдфО.  Найдем числа Ь^, Ь.„ . . . ,  fc„_i
и г методом неопределенных коэффициентов. Подставим q{x)  
в равенство Р (x) =  ( x ~ a ) q  (х)-{-г,  получим, что
a„x" +  о,А-"-1 +  â JC” . .  4-а„-1л: +  а„ =

=  ЬоА-" +  (bi — а ^ ^ о ) ■ Ч - (^2 — « ^ )  л:" " - +  • • •
•• • + Ф п - 1 ~ ^ п - 2 )  X +  {г -аЬ „ _^). 

По правилу равенства многочленов, отсюда получаем, что
Oq =  Ьд,
a i = b i  — abg, 
a.̂  =  b.̂  — ab^,
• • • • • • •

a„ =  r - a f c „ _ i .
откуда

b g  --  Qg,

b i  =  a g + a b g ,

b  ̂=  a ,+ a b ^ ,  

r =  a„ +  ab„_i.

( 3)
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Итак, коэффициенты частного q{x)  и остаток г выражаются 
через коэффициенты многочлена Р  (х) и число а  при помощи дей­
ствий сложения и умножения согласно формулам (3 ), откуда 
следует;

а) если fl„, Uy, а. ,̂ я а  — рациональные числа, то bi,
&21 •••> и г — также рациональные числа:

б) если «0, «1, а^, . . . ,  а„ и а  — целые числа, то 6 ,, Ь ,̂ . . .
и л — также целые числа.

Из формул (3) вытекает следующее правило для вычисления 
коэффициентов Ь^, Ь^, Ь^, b„_i и остатка г.

Выписать подряд, начиная с а„, в строку все коэффициенты 
многочлена Р„(л:). Во второй строке под написать коэффициентов, 
равный коэффициенту Умножить а  на и, прибавляя произ­
ведение сфд к а^, получить коэффициент bi и написать его во 
второй строке под а^. Умножить а  на и, прибавляя произведе­
ние abi к «2, получить коэффициент Ь̂  и написать его во второй 
строке под «2. Продолжая этот процесс, получить коэффициент 
b„_i и написать его во второй строке под a„_i. Умножить, нако­
нец, а  на и, прибавляя произведение ab„_f к д„, получить 
остаток г и написать его во второй строке под а„.

Это правило записывается в виде следующей таблицы, которая 
называется схемой Горнера:

I
^5 W’1 ' 1

. . .

ij L L
4 h 4 -/

1

Схема Горнера позволяет легко разделить многочлен Р(х)  на 
двучлен х — а,  т. е. найти коэффициенты частного q{x)  и остаток г.

П р и м е р .  Применяя схему Горнера, найдем частное ^(л:) и 
остаток г при делении многочлена P(.r)=^=2.v5 — — — 3 на 
многочлен Т  {х) =  х ~ 3 .

Схема Горнера имеет вид:

" i '
г-г+г-/;

-т ^  г ?

о
4. «

т  ш

Таким образом, 2х'^ ~  х* — З х ^ х — 3 == {х — 3) {2х* +  5 х ^ 1 2 х ‘̂ +  
+  36.v-f 109)-f 324.

Т е о р е м а  6  (теорема. Безу). Остаток от деления многочлена 
Р{х)  на двучлен (х — а) равен значению многоч.гена Р  {х) при х =  а, 
т. е. Р  (а).

87



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставив в равенство Р (х ) =  
=  {х — а) q(x)-\ -r  вместо х  значение а ,  получим Р{а)  =  ( а  — а )  <7 ( а ) +  
+  г, откуда и вытекает, что г = Р  (а).

Т е о р е м а  7. Многочлен Р {х) делится нацело на двучлен ( х —а) 
тогда и только тогда, когда значение многочлена при х  =  а  равно 
нулю, т. е. Р (а)=- 0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть многочлен 
Р{х)  делится нацело на двучлен (л: —а). Это значит, что остаток г  
равен нулю. По теореме Безу остаток г =  Р(а) .  Следовательно, 
Р{а)  =  0.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пуств- Р (а) =  0. С другой стороны, по 
теореме Безу г =  Р  (а). Значит, г =  О, т. е. Р  (х) делится нацело 
на х  — а.

Приведем несколько с л е д с т в и й  из этой теоремы.
1. Многочлен Р„(х) - х " ~ а ' ‘ делится нацело на двучлен (х — а) 

при любом натуральном п.
Действительно, Р„ (а) =  а" — а" 0.
2. Многочлен Р„{а)=^ х" — а" делится нацело на двучлен {х-}-а) 

при любом четном п (т. е. п — 2т).
Действительно, Р^„ (— а) =  (— a f "  — =  0.
3. Многочлен P„(x) =  x" +  a" делится нацело на двучлен { х а )  

при любом нечетном п (т.е .  л =  2 / л + 1).
Действительно, Яат и  ( ~  “ ) =  ( — +  Приведем

пример на применение этих следствий.
Требуется доказать, что при любом четном натуральном п число 

(2 0 "4 -16" — 3" — 1) делится на 19. Так как п =  2т,  где m ^ N ,  то 
воспользуемся формулами сокращенного умножения:

20" f  16" -  3« -  1 = (20-'» — 1) +  (1 б’’™ — 3̂ «») =:
=  (20'«— ])(20 '” +  1) +  (16"' +  3“ )(16'» — 3“ ). (4)

В первом слагаемом первый сомножитель при любом m ^ N  делится 
без остатка на число (20— 1), т . е .  на 19. Во втором слагаемом 
первый сомножитель при m =  2 k + \ ,  k ^ N ,  делится без остатка 
на число (16 +  3), т . е .  на 19. При m =  2k второй сомножитель 
можно представить в виде произведения сомножителей (16* +  3 '')х  
Х(16*‘ — 3*). Если k  нечетно, то разложение второго слагаемого 
на сомножители заканчивается. Если же k  четно, то разложение 
продолжается. Через конечное число шагов, не превышающее 
(п — 1), разложение будет закончено и один из сомножителей этого 
разложения будет иметь вид 1 6 ''+  3^, где s — нечетное число. Тогда 
этот сомножитель делится на 19. Таким образом, и первое, и вто­
рое слагаемые в равенстве (4) при любом m ^ N  делятся на 19, 
значит, и ( 2 0 " + 16" — 3 "— 1) делится на 19 при любом четном 
натуральном п.

Корни многочлена. Число а  называется корнем многочлена 
Р{х),  если Р (а )  =0. Переформулируем теорему 7, используя опре­
деление корня м!шгочлена.
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Т е о р е м а  8 . Число а  является корнем многочлена Р (х) тогда 
и только тогда, когда многочлен Р{х)  делится нацело на двучлен 
х  — а.

Докажем теорему о нахождении целых корней многочлена.
Т е о р е м а  9. Если все коэффициенты многочлена степени п, где

— целые числа и корень а  этого многочлена — также целое 
число, то число а. — делитель свободного члена многочлена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дан многочлен
P „ W = a o ^ "  +  ai-^"-* +  a 2AJ'’- ^ + . . .  + а „ - ,д : +  й„ (а„=г^О)

степени п, где п ^ 1 ,  и пусть а  — корень этого многочлена. Р аз­
делим с остатком многочлен Р„(х)  на двучлен (х — а),  тогда част­
ное есть многочлен (f(x) =  boX'‘-^ +  bi X"-^+ . .  . +  а остаток — 
число г. К ак показано выше, если все коэффициенты многочлена 
Р„(х)  и а — целые числа, то числа Ь„, Ь̂ , . . . ,  Ь„_^ и г —также 
целые числа. По схеме Горнера r  =  +  а по теореме 8 ,
если ос — корень многочлена, то г — 0. Поэтому имеем равенство 
а„ +  аЬ„_^=:0, откуда а„ = а ( — Ь„.^). Так как а„, а, —
целые числа, то отсюда вытекает, что а  —делитель числа а„, и 
теорема доказана.

С л е д с т в и е .  Целыми корнями многочлена с целыми коэффи­
циентами могут быть лишь делители свободного члена многочлена.

Это следствие позволяет находить все целые корни много- 
члеР1а с целыми коэффициентами, применяя схему Горнера.

П р и м е р .  Выяснить, имеет ли целые корни многочлен
Р ^ { х )= х ‘̂ +  2 х ^ ~ 2 х ^  — %х +  Ь. (5)

Делители свободного члена: 1 , — 1 , 5, —5. Найдем значения 
многочлена в этих точках:

/> ,(1 )= 1  +  2 - 2 - 6  +  5 =  0,
Я , (— 1 )=  1 - 2 - 2  +  6  +  5 =  8 ^ 0 ,

Р,  (5) =  625 +  250 -  50 -  30 4 - 5 =  8 0 0 ^  О,
Р , ( —5) =  6 2 5 - 2 5 0 - 5 0 +  3 0 +  5 =  360= ^0.

Итак, многочлен (5) имеет целый корень Xi =  \ ,  а числа 5, 
— 5 и — 1 не являются его корнями. Применив схему Горнера, 
разложим многочлен (5) на множители. Схема Горнера имеет вид:

I
7

iJ
-2 - S

/ •/+2
f

mi-B)

L
S

1(-5)yS

II
ff

Следовательно, х^ -(- 2х^ — 2х^ — бх +  5 =  (х — 1) -f- Зх^ +  х  — 5).
Теперь будем искать корни многочлена Р^ (х) =  х® +  Зх^ +  л: — 5. 

Делители его свободного члена: 1 , — 1, 5,  —5. Нет необходимости 
искать значение многочлена Р.^(х) в точках — 1, 5, —5, так как
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эти числа заведомо не являю тся корнями многочлена (х), а 
значит, и многочлена (х) в силу того, что многочлен Р^ (х) 
в них не обращается в нуль. Поэтому проверим только число 1;

Р з ( 1 ) = 1 + 3 + 1 - 5  =  0.

Применив опять схему Горнера:

. 1 ___? . f  -У

i п .
\ U

1
• п -о  |->

т ts;

получим Рз (х) =  (х — 1)(х^ +  4х +  5), а потому многочлен Р^{х)  
можно записать так; (х) =  (х — 1) (̂х  ̂+  4 х + 5).

Так как квадратный трехчлен х^-[-4х +  5 целых корней не 
имеет, то следовательно, многочлен Р^ {х) имеет два целых корня 
Xi =  l,  Х2 =  1. В таких случаях целесообразно ввести понятие 
кратности корня. Если многочлен Р„{х)  делится нацело на (х — а)*, 
где й — некоторое фиксированное натуральное число, но не де­
лится нацело на (х —а)* + \ то число а  называется корнем крат­
ности k  многочлена Р„{х).  Корни кратности единица называются 
простыми корнями многочлена. Таким образом, многочлен Р 4 (х) 
в вышеприведенном примере (5) имеет один корень х = 1  крат­
ности два.

З а м е ч а н и е .  Если найден один корень х^ =  а  многочлена 
Р(х) ,  то этот многочлен можно записать в виде P{x)  =  (x — a)q  (х), 
где коэффициенты многочлена q (х) легко вычисляются по схеме 
Горнера. Чтобы найти другие корни многочлена Р{х) ,  следует 
найти корни многочлена q{x).  Важно отметить, что многочлен 
q (х) может иметь корнем то же число а , которое находится также 
по схеме Горнера.

Если не искать корни многочлена q{x),  а отыскивать корни 
многочлена Р(х) ,  то корень, который уже найден, во второй раз 
этим же способом не будет обнаружен. Поэтому после нахожде­
ния одного корня надо искать корни частного, т. е. корни мно­
гочлена q{x).

Т е о р е м а  10. Если многочлен

P„(^) =  :̂« +  aiX«-i +  a 2X«-’“+  . . .  -|-a„_iX +  a„

с целыми коэффициентами и со старшим коэффициентом, равным 
единице, имеет рациональный корень, то этот корень — целое 
число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство этой теоремы проведем 
методом от противного. Предположим, что мрюгочлен Р„(х) имеет 
корень a  — plq, где р  и — взаим но. простые целые числа. Так 
как число p/q — корень многочлена Р„(х), то справедливо
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числовое равенство
пП — Х

Р” I  , р "~ ^  , , р , '
------ ( «1 р̂г=1 + а а  • • • + « п - 1 -Г +  «п

которое можно записать в равносильной форме
Р" ( р"~^ I р"^  , fla —

Умножая это равенство на 9 "~S получим равносильное равенство

Так как числа р  и 9  — взаимно простые, то число у — не целое,
а справа в последнем равенстве стоит целое число. Такое равен­
ство невозможно, значит, предположение неверно, а верна TeopeiMa.

С л е д с т в и е .  Если у  многочлена все коэффициенты — целые 
числа, а старший коэффициент равен единице, то все рациональ­
ные корни этого многочлена — целые числа.

Рассмотрим многочлен Р^{х) =  а^х" +  a J ^ x ^ ~ ' ^ . 
. . . + я „ - 1^ +  о„ с целыми коэффициентами и многочлен

(?„(л:) =  аГ^Я „ {x)=--{aoXУ  ̂+  a, (а,х)"-^ +  . .  . + а „ а Г ^

Ясно, что многочлены P^ix)  и Q„(x) имеют одинаковые корни. 
Обозначим у — а^х, тогда

Q Л ^) =  Т’п («/) =  г/" +  г/" -  ̂  +  -  ̂  +  аз«?г/« ~ = +  . . .  +  а , а Г \

Многочлен Т„{у)  имеет по теореме 10 только целые корни, кото­
рые можно найти. Пусть это будут числа у^, у^, ■■■, у ^ ,  тогда 
числа Xî  =  y^la^, где Й6 {1 ; 2 ; . . .; т ), и только они будут рацио­
нальными корнями многочлена Р„{х).  Итак, у любого многочлена 
с целыми коэффициентами можно найти все его рациональные 
корни.

Если коэффициенты многочлена — рациональные числа, то после 
приведения их к общему знаменателю можно искать лишь корни 
числителя, который есть многочлен с целыми коэффициентами.

П р и м е р .  Найти корни многочлена Р^ (x)=x®-f y  х^— •
Рассмотрим многочлен Qg (х) =  8Pg (х) =  (2х)® +  (2х^  — 2л: — 1 или 
Тз (t) — где t =  2x. Делители свободного члена мно­
гочлена Tg(^): + 1 .  — 1- Найдем значения многочлена Tg(t)  в этих 
точках;

П ( 1) =  1 +  1 - 1 - 1 = 0 , 
П ( - 1) =  - 1  +  1 +  1 - 1  =  о.

Применив схему Горнера, получим Т'з (/) =  (^— 1). 
Многочлен (̂ ? +  2 ^ + 1 )  есть полный квадрат бинома { /+ ! ) .  Сле­
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довательно, многочлен Г з(/) имеет три корпя: /, =  1 , /j =  — 1 , 
(3 =  — 1, а многочлен Р,(д;) — соответственно три корня; х, =

X, — — х^ =  — у ,  или два различных корня; один простой

.корень x ,= ^ Y  и другой корень х^ — — у  кратности два.
В заключение остановимся на корнях двучлена Р„{х) — х’* — а. 

Как следует из § 5 предыдущей главы, при четном п двучлен 
Р„{х) имеет; если а  >  О, то два корня: { /а  и — ^ а \  если а =  0, 
то один корень 0; если а  <  О, то не имеет корней. Если п — 
нечетное число, то двучлен Р„{^) имеет: если а ^ О  — один корень 

если а <  О —один корень (— ^ | а 1 ) .  Например, двучлен 
д: ® + 1 1  имеет один корень (— t / l l ) .

§ 6. Метод математической индукции

Существует очень много утверждений, зависящих от натураль­
ного числа п. Как понимать такие утверждения?

Поскольку натуральных чисел бесконечно много, то на самом 
деле каждое такое утверждение содержит в себе бесконечно много 
утверждений. Например, утверждение —сумма п первых натураль­
ных чисел равна ” *”2^ ‘■■ — содержит в себе следующие утверждения: 

для и =  1: первое натуральное число, т. е. число единица,
равно

для д =  2 : сумма двух первых натуральных чисел, т. е.
сумма чисел единица и два, равна ' ■; 

для л =  3: сумма трех первых натуральных чисел, т. е.
сумма чисел единица, два и три, равна ;

для п =  1 0 0 0 0 : сумма десяти тысяч первых натуральных чисел
10 000(10  0 0 0+ 1) равна -------- и т. д.,

т. е. рассматриваемое утверждение действительно содержит бес­
конечно много утверждений.

Аналогично и любое другое утверждение, зависящее от нату­
рального числа п, на самом деле есть простая форма записи 
бесконечного числа утверждений.

Возникает вопрос, а как убедиться в справедливости утверж­
дения, зависящего от натурального числа?

Д ля доказательства утверждений, зависящих от натурального 
числа п, часто применяется общий метод доказательства—л ето д  
полной математической индукции. Этот метод основан на аксио­
мах натуральных чисел. Но поскольку ранее эти аксиомы не прн-
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водились, то метод полной математической индукции принимается 
здесь без доказательства.

Д ля доказательства некоторого утверждения, зависящего от 
натурального числа п, делается следующее:

1 . Проверяется справедливость этого утверждения для п = 1 .
2 . Предполагается справедливость этого утверждения для n = k .
3. Доказывается справедливость этого утверждения для п =  

■=^k+l  с учетом предполагаемой справедливости его для n =  k.
После чего делается вывод, что утверждение справедливо для 

любого натурального числа п.
Пользуясь этим методом, докажем, что для любого натураль 

кого числа п справедливо равенство

1 + 2  +  3 + . . . + «  =  ^̂1^ ^ .  ( 1)

Проверяем справедливость равенства (1) для п = 1 .  Д ля п =  1
оно запишется так: 1 =  , и очевидно, что это равенство
верное. Предположим, что равенство (1) справедливо для n=^k,  
т. е. предположим, что справедливо равенство

l + 2  +  3 + . . . + k  =  ^ ^ ^ .  (2 )

Используя равенство (2), докажем, что равенство (1) справедливо 
для /г =  й + 1 , т. е. докажем справедливость равенства

И - 2  +  3 + . . . +  (У к + 1 ).^ ^ ^ У :^ 1 1 № Ь Ь и . (3)

Действительно, рассмотрим сумму 1 + 2  +  3 +  . . . 4 - ( ^ + 1 ) -
Используя сначала свойство ассоциативности сложения, затем
равенство (2 ) и делая простейшие преобразования, получаем

Ц - 2  +  3 + . . . + ( ^ + 1 )  =  ( 1 + 2  +  3 + . . . + * )  +  ( * + ! )  =
.. * ( * + 1) , ( ^ + 1)(* +  2) (H- l ) l ( f e+l ) 4 1]
-  2 ---------- 2---------- ---- ----------------2---------------’

т. е. получаем справедливость равенства (3). На основании ме­
тода полной математической индукции делаем вывод, что равен­
ство ( 1) справедливо для любого натурального числа п.

Рассмотрим еще п р и м е р .  Докажем, что для любого нату- 
])ального числа п  справедливо неравенство

/ г < 2 «->. (4 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля м = 1  неравенство (4) превращается 
н верное числовое неравенство 1 ^ 2 ^ “^  Предположим, что нера­
венство (4) справедливо для n ~ k ,  т. е. предположим справед­
ливость неравенства

(5)
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Используя неравенство (5), докажем справедливость неравенства 
(4) для n — k + \ ,  т. е. докажем справедливость неравенства

(6)

Действительно, очевидно, что Отсюда, используя
неравенство (5) и свойство транзитивности неравенств, получим, 
что 1 П равая часть последнего неравенства может
быть записана в виде откуда и следует справедливость
неравенства (6 ). На основании метода полной математической 
индукции делаем вывод, что неравенство (4) справедливо для 
любого натурального числа п.

Обобщенный метод полкой математической индукции. Часто 
метод полной математической индукции применяётся к доказа­
тельству утверждений, справедливых не для всех натуральных 
чисел п,  а лишь для п,  больших или равных некоторого нату­
рального числа р. Тогда формулировка сути метода полной мате­
матической индукции остается почти такой же, но с заменой 
пункта 1 на пункт 1а): «Проверяется справедливость этого утверж­
дения для п =  р». В этом случае для доказательства справедли­
вости утверждения для любого натурального п { п ^ р )  делается 
следующее:

1. Проверяется справедливость утверждения для п =  р.
2. Предполагается справедливость этого утверждения для п k 

(где k ^ p ) .
3. Доказывается справедливость этого утверждения для n =  / j- f  1 

с учетом его справедливости для n =  k. После этого делается вывод, 
что утверждение справедливо для любого натурального

Приведем пример доказательства неравенства с помощью обоб­
щенного метода математической индукции: докажем, что если 
а  —фиксированное число такое, что а > ^ — 1 и то для лю ­
бого натурального п ^ 2  справедливо неравенство Бернулли

(1 + « ) '> >  1 + а /г .  (7 )

Действительно, при п =  2 неравенство (7) имеет вид
( 1 + с с ) = > 1  +  2 а . (8)

Неравенство (8 ) равносильно неравенству
сс"- >  0 . (9)

Неравенство (9) при очевидно. Следовательно, неравен­
ство (8 ) справедливо для рассматриваемых а . Предположим, что 
для рассматриваемых а  при ( k ^ 2 )  неравенство (7) спра­
ведливо, т. е.

(1 + а)* ^ >  1 + а * .  ( 1 0 )

Докажем, используя неравенство (10), справедливость нера­
венства (7 ) для л = - й + 1 , т. е. докажем неравенство

( 1 +а)*^-1 >  Н -а ( /? 4 -1 ) .  ( 11)
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Д ля доказательства умножим обе части неравенства (10) на по- 
ложнтельное число (1 + а )  (так как а  >  — 1 , то 1 +  а  >  0), Получим 
неравенство

( l - f a ) ^ ^ i > ( l + a / f e ) ( l + a ) ,  ( 12)

равносильное неравенству ( 10), т. е. получим, что неравенство ( 12) 
справедливо.

Докажем теперь справедливость неравенства

( 1 + а й ) ( 1 + а ) >  1 + « ( * + ! ) . (13)

Перенеся все члены неравенства (13) в одну сторону, раскрыв 
скобки и приведя подобные члены, получим равносильное нера­
венство >  О, которое справедливо, так как а .ф 'д  и k ^ 2 .  
Следовательно, неравенство (13) справедливо, но тогда, используя 
справедливость неравенств (12), (13) и свойство транзитивности 
неравенств, получим, что справедливо и неравенство (11). Таким 
образом, неравенство Бернулли доказано для любого натураль­
ного п ^  2 .

Это неравенство имеет смысл запомнить, так как с его помощью 
можно доказать справедливость многих других неравенств, напри­
мер, справедливость для любого натурального п неравенства

! \п + 1
(14)

Действительно, сделав несложные преобразования, получим це­
почку равносильных неравенств:

(■+1Г< 1 и-г 1
«Ч- 2  
я -hi

п(п- \ -2)
1 > 1 .  (15)

Д ля доказательства неравенства (15) для « > 2  к выражению
1 {п-1 1)- 

нулли (7). Получим

1, считая а ~  — , примени.м неравенство Бер-

>  11 + (лН-1)2 -

Умножая обе части этого неравенства на положительное число
п + 2
«- f l  ’ получим

п-1-2 
ra-f- 1

Поскольку
п +  2 
« + 1

, п \  «3J-3n2-{-3n +  2  ̂ ,
(« +  1)2 / -п^> +  Зя'^-1-3/г-Ы ^
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то, используя свойство транзитивности неравенств, имеем
п +  2
п+ 1 1+  - (П  +  1 )‘

> А + 2  _____>  1
(n +  l ) V ^  •

Таким образом, неравенство (15) доказано.
Так как неравенство (15) равносильно неравенству (14), то и 

неравенство (14) справедливо для п ^ 2 .  Поскольку при п =  1 оно 
очевидно, то справедливость неравенства (14) доказана для любого 
натурального п.

Решение задач на делимость. Метод математической индукции 
применяется также для решения задач на делимость.

Докажем, например, что для любого натурального числа п 
число N (п) =  r v ' 5п делится на 6 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля п = \  число Л/(1) =  6 , и потому 
Л^(1) делится на 6 , т. е. утверждение справедливо, если п = \ .  
Предположим, что утверждение справедливо для n=^k,  т. е. пред­
положим, что число N {k) делится на 6 . Используя то,
что число N  (/г) делится на 6 , докажем справедливость утвержде­
ния для т. е. докажем, что число jV ( ^ + 1) =  [ ( ^ + 1)̂  +
4 - 5 ( ^ + 1 ) ]  делится на 6 .

Действительно, используя свойства ассоциативности и комму­
тативности действий над числами и алгебраическими выражениями, 
имеем
yV(^ +  l) =  [(A;+l)» +  5 (^ :4 -l)] =  ®̂ +  3/fê  +  3 f t+  ! + 5 ^ : - f 5  =

=  (fe» +  5й) +  6 +  +  3/е -  (yfe) +  6 +  3/г (й +  1).
Поскольку k  и f e + l —два рядом стоящих натуральных числа, 
то одно из них четное, поэтому число Ъ к ( к ^ \ )  делится на 6 . 
Учитывая, что число N  (к) делится на 6  и число 6  делится на б, 
получаем, что число yV (/e+l) также делится на 6 . Н а основании 
метода полной математической индукции делаем вывод, что число 
jV(n) =/г^ +  5л делится на 6  для любого натурального числа п.

Рассмотрим решение более сложной задачи на делимость, когда 
метод полной математической индукции приходится применять 
несколько раз.

Требуется д о казать ,. что при любом натуральном п  число 
(З -"— 1) не делится нацело на число 2"+®.

При п =  1 утверждение очевидно, так как 8  не делится на 16. 
Предположим теперь, что утверждение справедливо при п — к,  
т. е. число (3^ — 1) не делится нацело на число 2*+^. Докажем 
тогда, что число (З'^*'*'^— 1) не делится нацело на число 2 *+^, 
т. е., что утверждение справедливо при n — k +  \ .  Представим 
выражение 1 ) в ,виде произведения;

=  1)(3-^*+ 1).

По предположению первый сомножитель произведения не делится 
нацело на число 2 *'*'̂ , т. е. в представлении составного числа

96



(З^*— l)  в виде произведения простых чисел число два повто­
ряется не более, чем (А+  2) раза. Таким образом*, чтобы доказать, 
что число 1) не делится нацело на число 2 *+^, надо до­
казать, что число (3^*-г 1) не делится на 4.

Д ля доказательства этого утверждения докажем вспомогатель­
ное утверждение: для любого натурального п число не
делится на 4. Д ля п = 1  это утверждение очевидно, так как 10 
не делится на 4 без остатка. При предположении, что (3^*+1) 
не делится на 4, докажем, что и (3^‘* + ^ '+ 1) не делится на 4. 
Представим последнее выражение в виде суммы 32<*+d j_ i ĵ _j_
-)-8-3'^*. Второе слагаемое суммы делится на 4 нацело, а первое 
не делится. Следовательно, вся сумма не делится на 4 без остатка. 
Вспомогательное утверждение доказано.

Теперь ясно, что (3^*+  1) не делится на 4, так как число 2* 
является четным числом. Окончательно получаем на основании 
метода полной математической индукции, что число (З^"— 1) не 
делится нацело на число 2 "+^ ни при каком натуральном п.

В заключение докажем методом математической индукции два 
утверждения, приведенные выше (§§ 2, 3 гл. И). В § 3 была при­
ведена формула бинома Ньютона:

( a - f  Ь)« =  С“а" +  С?,а"-»Ь+ . . .  - f  . . .  + C 'b '‘. (16)

Здесь — биномиальные коэффициенты, вычисляемые по фор- 
муле .

Докажем равенство (16).
Д ля п = 1  формула (16) запишется в виде (а +  Ь)’̂ =  +  CJP.

Учитывая правило для вычисления биномиальных коэффициентов, 
перепишем эту формулу в виде { а Ь у  =  а}-+  , т. е. убеждаемся 
в справедливости формулы (16) для /г =  1. Предположим, что фор­
мула (16) справедлива для и =  т. е. предположим, что спра­
ведлива формула

{а +  Ь)>‘ =  С%а>‘ +  С\а'^-^Ь+ . . . '  +
+  . . .  - ^ C ^ W - *  +  C^6^  (17)

Докажем, используя справедливость формулы (17), что формула (16) 
верна для n =  k +  l ,  т. е. докажем справедливость формулы

Действительно, используя сначала свойства степени с натуральным 
показателем, затем формулу (17), затем правило переыиоження
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многочленов, получим

(а +  + 1 =  (а +  Ь) (а +  Ь)’̂ =  (а +  Ь) (CXa* +  Q a ”- +  ClaJ^-m  +  . . .

. . .  +  Ci-^ab'^-^ +  =  C?a*+i +  C\a!^b +  Cla’‘~^b  ̂+  . . .
. . .  + C i - V - '+ ^ 6 ' - i  +  C la* -'+ i6 '  +  C i+ V - 'b '+ i+  . . .

. .  . + C ^ W - ^ - l - C |a Ь ^  +  Q a ^ Ь + a a * -^ Ь ^ + C |a * -" 6 =̂ +  . . .
. . .  +  C i - V - '+ ib ' +  Cia*"'b«+i +  C i+ V -'- i& ^ + ?+  . . .

. . . + C | - W  +  C|&ft+i. (19)

Приводя в этой сумме подобные члены, получим, что

(а +  bY^  1 +  {С\ +  CD а’̂Ь +  (С | +  Q  +  . . .
. .  . + {C i +  a - ^ ) a '‘- i * W  +  iCi^^ +  Ci)a>‘~‘b‘ ^ ^ + . . .

. .  . +{C i-^^[:C i-^)a^b'‘-^ +  {C l+ Ci-^)ab'^ +  ab>^^\ (2 0 )

Так как коэффициент С* есть число сочетаний из п элементов 
по к элементов (см. § 7 гл. I), то

С т. W I р т __п т + \п ~ Г ”  -̂'/1 + 1 •

Пользуясь этим равенством, а также очевидными равенствами 
С%=: 1 = C L i  И С*^= 1 =СкЦ,  из справедливости формулы (2 0 ) по­
лучим справедливость формулы (18). Н а основании метода полной 
математической индукции делаем вывод, что формула бинома 
Ньютона (16) справедлива для любого натурального числа п.

В § 2 было приведено равенство алгебраических выражений

(Л -  В)  (Л”-1 +  А'‘-^В  +  . . .  +  А В "-^  +  В«-1) =  Л ” -  В \  (21)

Для доказательства этого равенства при « ^ 2  воспользуемся 
обобщенным методом полной математической индукции.

При /г =  2 имеем следующую цепочку равенств: {А— В){А- \ - В)=  
=  Л^ + Л В  — ВЛ — =  Л^ — S ^  т. е. равенство (2 1 ) верно.

Предположим, что при n =  k ( k ^ 2 )  равенство (21) справед­
ливо, т. е. справедливо равенство

( А — В  )(Л*-‘ +  Л *-2В +  Л*-=Б? +  . . .  +  ЛВ*-? +  В *-1) =  Л* — В ^
(22)

Докажем, используя равенство (22), справедливость равенства (21) 
для n — k - \ - l ,  т. е. докажем равенство

(Л — В +  Л*” ^В +  +  . . .  +  ЛВ*=-1 +  В*) =
=  Л''+1 — В^+». (23)

Действительно, используя свойства действий над алгебраическими 
выражениями и равенство (2 2 ), имеем цепочку' тождественных
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равенств
(Л — Б) (Л* +  +  . • . +  Л В * )  =

=  (Л -  В) (Л* +  л * -1 в  +  л*-?в^ +  . . .  +  Л S * -i) +  (Л -  В) В* =
=  (Л -  В) (л*-1 +  л ' ' -^B +  А»-^в-^ +  . . .  +  В^-1) Л +  (Л -  В) В^ =  

=  (Л* — В*) Л +  (Л — В) В* =  Л*+1-г-ВМ +  ЛВ* —
_Qk + l — j\k + i.__+

Тем самым равенство (23) доказано, а значит, доказано и равен­
ство (2 1 ) для любого натурального п ' ^ 2 .

УПРАЖ НЕН ИЯ

Найти числовое значение следующего алгебраического выражения при 
в =  —0,1 (1—5):

1. (0 + 2 )2—а2
а - 3

2 f - A _ + _ 6 ____
U a — 1 ^ 1  — 4а2 
f a - 2

4а2—4 
4

3. г + :

2а + 1  
а® — а

а ,̂—а
4о2+ 1 N

'М

4а2 —1 
2

\ а ^ + 1  а? — а^+аУ

Д а + 1 / -  U — 1/ J а'" +  а 2 - а — 1 ^ а + 1 |   ̂ '
> — 2а-|-4  2а^— а а + 2  N _ 4 а +  4

4а“— 1 а̂  +  8 2а^-\-а )  ' -\~2а 3 — 6а‘
Найти числовое значение следующего алгебраического выражения при 

а = 1  и Ь =  —2 (6— 10):
а^ +  Ь{Ь^ +  За) —  \

5.

8 .

9.

10.

(fl2+fe2) (2а—362) 
а̂  +  64

а ( а—6 + 1) +  6 (&+1)'

|{«_, >+10.

- З а  (4— 6)

6 (а +  2)2— 4 (а — 6) — а2 — 8 ‘
 ̂ / 6 - - 2а

а— тт^---- о\6 + 4 а  у
4 ,7 5 ( 2 а 2 + 4 6 ) - 62 
а 2 6 ^ + 0 ,3 (6 * -6 а )

Найти числовое значение следующего алгебраического выражения при 
III 10, п =  4 и р =  5 (11— 15):

П . | [ 3  (/i +  S)]”»— р ( т — l) 8 -^ ^ ^ ^ ^ j '” ’̂ % 4 (3 n — 3)»»-2.32^ - i | : 4 1 x

12. \/Kl2+pm + 1.2m -l_p3n + 1. 2 8
1 0 - n

[2 (p _ 4 ) ]2 /n - i .(3 p + 1 2 )13.

14.

:[^20— 4rt)-5« + i . ( 2 n + 2 ) « - " ] .

+  15-пЭ<Я-2).(/п_ 1 ) п+;>-5.
6'»+s-[2 (я — 5)]/'+5 +  (32 — 4p)2o-m

5-43/'.(2m — II)«+5— 4 (p— 4).32«!.(2n)8 
5-22/'-i-62'“ - i  —7-(m—8)2'"+‘>-27i®-« ‘
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15.
(»H -26)-(3m — 12)^°-^'»— 8-2«-(рЧ- n)^ — ‘j n  + ̂ . (m — A)P 

(2ra +  4m— 22)P -2
Hai' tT n ч и с л о в о е  з н а ч е н и е  с ;1е д у ю щ е г о  а л г е б р а и ч е с к о г о  в ы р а ж е н и я  п р и

а =  — Ь = \ ,  с =  3, ; с = - у  (16—20);

16.

17.

18.

19.

2 0 .

( х — ау- { х ~ Ь У  Ь— с с — а а — Ь
а Ь ' а { а — Ь) Ь{а— Ь у  Ьс ас аЬ '

1 I , А \  f  с? х \  ^
2 (X— а) 2 ( х + а ) ~ ^ а ' ^ — х ^ ^ \ а Ч - ' а 1 > ^ ] ' х Ь ' а ^ '  
а 2 _ 4  д.з_д: Заг,2 15^2^2 36 , 2
X-— 1 а^ +  2а^^5Ь- 'с  9аЧ  

а , Ь
: + +

(6 + 1)2
с

+ 6 + Г

(а— 6 )(а — е) (Ь— с) (Ь— а) (с— а)(с— Ь)
(л :+ 1 )3 - (х -1 )^

а + Ь 
а — Ь +  3

а — Ь 
а +  Ь

\ , а^ + 1  2а 
/ ■ а-* — 1 а —

Зх̂  X 
х —  3

1 + х +  с
Найти ОДЗ следующего алгебраического выражения (21—25):

21 .

2 2 .

23.

24.

25.

(а—Ь){а—с) {Ь—с) (6 —а) (с—а) (с—6)'

: +
66

2 а — 6 ^ 6 2 — 4а2 ( 2 а - \ ^ Ь )  J ' А а ^ — Ь^'
а2_ 2а + 1

а - 3  ■
а

(а +  2)2—а2 I

г +

а'2— 1 

6
т ( 6 — с) п (а— c ) j ' a b ( m — с)

а ‘-— а 
9а2—62 т  — 4

а +  ? 2а
+

а — t
L(a— /)•“ a^— t^ ' (̂  +  0)2,

' {т— 2) (а +  1) ■ 
6^2аЬЧ^

' а *  — —
Найти ОДЗ двух следующих алгебраических выражений (26—30): 

4а2+ 12а  +  9 а2 +  6 о + 3  __ 2а +  3
20 ■ гч п  ̂ • П I И

27.

28

2а2— а — 6 ' а  ̂+  а 
2 а  1

и

6" “ а +  3 ■ 
а^— 2а

а^— Ь‘̂ ' а6 (6  +  2) о 2 (а + 1 )2 — Г
1 П  1 , 6  

и
а

29. и

а2_£.2- г ^ ,_ 2йс‘
6 + 1 '

30.

6с ■ а'̂  — 1
а +  6 \ 2

+
1

а — Ь) +  4

(т —а)(6 + 1) bein' 
а* +  6® х +  а адс +  а*

'а-‘— 6^ ‘ 2 х + а ' 4 х 2 — а ^ '

Найти ОДЗ следующего алгебраического выражения и упростить это 
выражение на его ОДЗ (31—40):

31. ( З а 2 х Ц - а 2 х - 1 8 а 2 ; с ) : ( - | - | - + ; с - ^ ) .

32. (2л:W - 6^21/2);(_3х''г/.4л:
33. [За*6^-5а36л:-(-6аЗл:2)]:(15ал:-24гха-7а4^л:).

2л:2(/. 5z2x 2U 2 i/»z2
3(/z  ■ 7xi/~'' 40xi/^z ■

^8a26 abc \  I5a4^c  
[ т ^ с ' - а Ч ^ с )  ’- 3abc '
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36. г (y'^b\ya\,ab* 
[а'^х' b y > 3

*2
x^y 2'

, ,  I Д°— 5a-|-6  a - — 4fl +  3 й^-|-Зй — 4
■ V o2 +  5 a + 4 '2 a 2  +  3 a +  1)  ' 2a^— 3u — 2'

Ь2 _ 1 0 0  fc_|_10

a‘̂ ~b‘̂ • a—b a^-\-2ab-\-b^'b”—ab'
3 9 .

c3_8 /с — 2 8c3 \- | c2+ 2e +  4
c + a ‘ V 4c  ' c ^ + a c j  ' 2b (a— c) '

40. f ^ ! ± £ M :  
4 a6 -

+  *2 a2 +  2 flfr—3b='2ab—3b^\ 1
21&2- a^_63 y-a_76 I Sô ĉ  4 ^ ^

й2—/2./Й +  / 2й —2/! _ / 2  /

Упростить следующее алгебраическое выражение (4 1 — 65);
4 1 .  3 ( л : — 2 ) — 2 ( л : — 1).

4 2 .  1 8 — 5 ( л : + 2 ) - 3 ( л : + 1 ) .
4 3 .  &{х— 2) —  13 {х— 3)— 2хЛ-4.
4 4 .  3  ( а : - 4 ) — 4  (лг— 3 ) - 5  ( х - 2 ) — 9 ( 8 - ; ^ ) - f  2 0 .
4 5 .  2д: — 5 [ 7  — (л; — 6) +  З а ] ^ 2 1 .

4 6 .  1 — л : + 2 { 3 — 2 [ д : - г 2 ( х — 2 ) ] — л}.
4 7 .  2 + 3  [л:— 4 (1 — х)]— х —  { { х - 1 ) — 3  [д: +  2  ( х - \ ) ] — 2х]. 

дс , , 1 2х X .

Ч  М  ' z' _L М  ’ / п
2 j - 2  И з

^ 1 + 1  ( ± - и ]  
6 +  2 U  J

5 0 .  3  +  ̂ - 1

а
5 2 .  0 , 5 х — 3 -

1 ,5  
0 , 2 5 — Зл:

'  4  ■

5 3 .
Зх+5

4 - « ’' ( ¥ + » ) ■
4х— 1 0,75х5 4 . Z ^ # - , . 5

5 5 .  5 ^ + 0 . 5 х - ^ + 2 ( ^ Ч - 0 . ( 3 ) - 1 ) .

® ' з ( , 4  +  8 \2] ’ 2 \ . 6  12+9;"*" (,4 12у
5 7 .  а — { 2 а — 13Ь— 2 ( 4 с - 2 а ) ] — 3 ( 6 — с)}.
5 8 .  2 х — 4  [ 5 л : - ( И у — З х ) ] — 3  [5г/— 2  ( З л — 6 у ) ] .
5 9 .  3«/— {16 i/ - 2 [ 3 a: - 2 ( ; c — 121/)— 5;с] +  л:}.

6 0 .  - 2  [ а - 2  ( 6 — й ) ] — 3  [ 6  —  4  ( 2 а — З 6 ) ] - Ь 2 й . ,
6 1 .  6 { 2 й - 3 [ 6 — 2 ( с + й ) ] — З й } - 4 { 6 — 2 [ й - 4 ( с — й ) — 2 с )  +  3й} .

62. о , 5 а - 1 ( | - 0 . 5 а ) - | й _ [ ! 1 й - ( | - _ о . 2 5 й ) ] - ( | - | . ) } .

6 3 . - 1 [ с - 4 ( 6 - с ) - 2 6 ] - 1 ^ | о . 5 ( б — 2 с - 0 , 7 5 ( б - у )  J .
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65. 0,2(3) +  а —0.5
-6—1
15

■ Следующий многочлен разложить в произведение не менее чем двух мно­
гочленов (66—85):

6 6 . Ътх-\-2,пу — Ъту— ^пх.  67. Ъх-^ ху +  Ьу-\-у^.
6 8 . ах — Ьх-\-Ьу-\-су — сх— oi/. .6 9 . — 6а^6 +  3а^6®.
70. 36a:V  — 100. 71. 2Ъ — ШЧ<'с^.  72. 4 p V  — 81z“.
73. (2 а —36)2— (За— 26)2. 7 4 . (^ _ |_2п )2_4  (З т  — п)^.
75. 9 ( 0 — 36)2— 16(6 — 2а)=. 76. a‘̂ ^c^- ' r^3y^— (ia-y.
77. с« — бс*— с2— 2 « — л:2 +  9. 78. a 4 ^ — 27nfi.
79. 1 +  1000(/в. 80. rrflb^c^— Sk^. 81. 125аЗ— 34363.
82. 8аЗ +  (6 — 2а)з. 83.
84. (2а — 6)3 — (36 — а)^ 85! 8 (л; — (/)•> + 2 7  (у — 2л:)з.
Следующий многочлен разложить в произведение не менее, чем четырех 

многочленов (86—100):
86 . 2562.81i/2z2— 121a2-81{/2z2— 256=.lG9a2+121a2.169a2.
87. 144fl26*-25ai« — 49с'‘ -25а*0 — 144а268+49с^
88 . 125л;3.(а+6)2— 125л;3.(3а-26)*— 8 (а +  6)2 +  8 (За — 26)^.

I 19‘i
89. 25 (а — 36)2— i  (За-|_ 7fe)2_ i2 5 z V  ( a— 3 b f  +  ̂  (За +  76)2.

90. 16л:2. б4а®6» — 225 (3/п — га)2 • 6 4а« 6 4 - 1 6л:2 — 225 (3m — п)2.
91. 9 (л: -{-(/) 2.27а®6з — 16 (л: +  2^) 2 .64а«6з +  9 (л: +  у) 2 .1 25тЗ — 16 (х +  2{/) 2 X 

Х 125тЗ.
92. 2а2(/5-j-а6(/5— аЬу^ — 2а^у^.
93. 13х2(/2; За — 39у^ • За — 13 x Y  • 9а^ +  39r/  ̂• 9а=.
94. 36а3.49л;2— 9а62.49л:2 +  36а3.7;с1/ — 9а62.7д:1/ +  36а3.14л:-9а62.14А:.
95. 156-4а2 +  45т62 .4а2+ 156- 16а6Ч-15т62-16а6.
96. (1 —л;2)(1/2_т2) +  (6л :-9 )((/2  — m2) — (1— л:2)(2тл +  п2) — (6л: — 9)Х  

X(2mn  +  n-).
97. (25л;2 +  62) (а2 +  баб) +  9 (25л;2 +  62) (62— с") — 9 ( у - +  ЮхЬ) (Ь^— с") -

— (1/2+ Южб) (а2 +  6а6).
98. (x +  y)*{a? +  b^)— a 4 ^  +  (x +  y Y  (а +  6 ) - ( а + 6).
99. (у^— у^ +  у) (121— 25л;2— 10х) — (121— 25x2 — 10.V) — (1/3 — i/2 + t / )4 - l .
100. 16 (аЗ — 63— 6) (9х^у — 4x1/3)+ .16а (ЭхЗ;/ — ixy'^).
Привести к общему знаменателю следующие три алгебраические дроби 

(101 — 110):

101.
1 ■ 1

102.

103.

104.

105.

106.

102

ху +  х^ ’ х ^— у ^ ’ 2х^ —  2ху'
1 1 I

( а + 6 ) 2 ’ а^— а Ч '  —
1 1 1 

о2— 4 ’ а 2 + З а  +  2 ’ а 2 + 2 а '
1 -V 1 ' 1

a ^ - t  a — 2 ’ а 2 — 4 а  +  3 ’ а 2 — Г  
1 1 1 

2 0 а  — 4 ’ 5 0 а 2 4 - 2 ’ 7 5 а 2 с — З с '

■1 1 1
9Ьх-\-АЬу' \Ъсх+\2су '  81л-2—



107. ' ' '

108.

a~-\-ab’ b^-j-ab’ d^b— b^a'
I 1 1

x^— x — 20’ 9л:+20’ 8л: — 32'
109 ‘ 1 1

■ (2a2— За6)2’ (4a— 66)»’ 4 0 ^ - 9*2-

110 * ___________ !____  ^
• x^—y-̂ ’ 2x^-i-2xy-i-2y^’ ax"-—ay^'

Найти ОДЗ следующего алгебраического выражения и упростить это 
пыражение на его ОДЗ (111—130): 

а^—аЧ—аЬ̂ -—2Ь̂  
а?' +  ЪаЧ-^М ^ + 2Ь-̂ '

4 6 М -116  ̂+  25

113 .

114 .

4М  — 9*2-1-30»)— 2 5 '  
З а ^  +  б а  —  2а

а  ̂+ 4а-]-4 ' а‘ —4а2 +  4' 
62—5* 5аЗй_|-10о262

* 2 - 4 й — 5 '  З a Ч ‘̂ +  6alf^ '
115 ( ^'‘ +  У"‘+ ^ У о ^ Ь — 2аЧ-\-4аЬ\ _  х ^— 2 х ^ \

V х^ —  у-' ' а» +  8  у ■ Зл :» 4 -7 л :— 10"
Ь‘̂ — \7Ь-\-12  * 2 _ ]  f t 2 _ 9 6 ^ _ g

*2_25 ' й г - 86—9' 62 +  4й —5 •
с 2 — с — 2 0  с2 — с /  с2 с2 — З с — 15N ■

• с 2 + 5 с + 4 ' с 2 + с — 2 ’ V c 2 - f  З с + 2 ‘ с + 3  ) '
&ху— \Ау  д:2 — 4  Ах — 7 Э,х‘̂ — х — Н

х — 2 ‘ х  +  4 л : 2 - 1 4 ’ 4л:2 ’ 2д;2 +  4л: ’ '
/  а 2 _ 4 а _ 4 5  а 2 _ 1 2 а _ 4 5 \  /  ^ 2 _ 4

• V а 2 — 1 4 а — 15 • о2 —6 а — 2 7  J Ч —121 ' 6 +  2  ,
/  12аз  +  2 4 а 2  а2 +  2 а Л  /  1 6 а 2 - 4 9  2а^— а — '\ \

• I, 1 4 а 2 — 7 а  ' 2 0 - 1  J  ^  4 а 2 - } - а — 14 ' 2 а 2 + 5 а + 2  ,

121 “  , а “ +  3 а  а + 1
0  +  2 " ^  4 - а 2  З а - 6 ‘

,оо 6лз +  48а 2  « 2 - 4  За2

■ а^ +  6 4  +  а + 4  а ^ — 4 а + 1 6 ‘

,23 _ _ J ______________ 3
• ;c2 +  3;c-f2 (л:-1|- 1) (л2 +  5л:Н-6) '

,24  (х — Ь) ( х— с) , (х— с) ( х— а) , ( х— а)(х— Ь)

125

(а— 6) ( а — с) ' ( 6 — с) ( 6 — а ) ^ ( с — о) ( с — 6 ) '
Ь— с с — а . а — Ь 2  2  2

( а — 6) ( а — с ) ~ ^ ( 6 — с) (6 — а ) ’ ^ ( с — а )  ( с — 6) ^ а - Ь ~ Ь т - с ~ с — а '

,26 ' I ’ < , ■ I >• а2_(.а-Га2^3а_|.2‘т-а2_^5а_)_б‘Га2_^7а_|_12-
а®—6® а® +  6® а̂ —6̂
o2_62~a2_j,*2-(a2_j_^,2) (а—й)-

•28. ( ^ + 7 ) к ^ - ^ ) '  +  А:^1 +  ( 7 -у)[(А:+г/)^-лг</].

129 +  y — Уу / - ^  +  У -У —
г/ <-у х + у )
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,30 . I '  I
xy

Hai'iTH ОДЗ двух следующих алгебраических выражений А к В к дока­
зать, что на этой области справедливо тождественное равенство А = В  
(131-160):

q2 _ 2  1863 362
бай 'ба*— 10а*’ 5а'» '

, а  ̂— Ь̂  а^— Ь̂  о  a^+a&-|-fr*
132. '^ = д 2 _ 2 а г , +  62' а ^ ^ а Ь  ’ ~  о '

,33 л -  В - 1 ЫU J.  1б‘З а - 9  ’ 2 ( а - 4 ) ‘
,34 а- +  9 а ^ + 2 0 а а -  +  7 а + Ю
134. Л _  д2_^ 5а+ 4  -а^ +  З а + г ’

, 3 5  л  -  4 а ^ - З а - 7  а ^ + 5 о - 2 4
‘̂ ~ 2 а 2 + 1 3 а - 2 4  4 а - 7  а‘̂ - 2 п - 3  ’ '•

.о .  .  2а2-|-За6— 2ft2 а ^ ~8 Ь ^  2а^— 5аЬ-\-2Ь'^
136. Л — а2_|_2ай +  462 ‘a2_|_3aft_|_262- а= +  2оЬ +  6“ ’

. о ,  «^—9 / 0 + 3  2 а—6 \  „
137. Л — 5a3 .̂j jOa  ̂■ а б О  ’ ^ ’

тЗ +  4 т ^ /г + 4 т л - (m +2n)^ —4п^
138. Л _ |^  Зт^л—5mn2—2л-* •27тз +  лз Эт^—Зтл  +  лг

;< с^+2с/п—8/л" „ __ 4т^
139. А  --- ;г—  • "5 т—о > Ос-— 2ст с^— 4т^ ’ с (с+2от)’

1 1 +  а ^ + а  I а —о® _ 1
140. Л— + ( i _ Q ) 3 -  ( 1 - а ) ^  .

Н 1 . Л = ^ + - ^ - < ^ ± 4 .  « = ‘ -ху  ' х ^ — ху у х — у^

,42 л — ' ___ Ё 2 ± 5 _ _ ___ !_6  =  2.
^ “ З а 2 - 2 а —5 З а ^+ 7 а  +  2 6 а '^ - а — 1 ’

ы ч . 5 ( 2 6 - 3 )  и __________12(36+1) . в  =  —
I ’ "*' 11(662+6 — I)" '"  662+76 —3 11(462+86 +  3 ) ’ 26 I - Г

 ̂ а - 1  , а + 1  4 , 2
' а —2 + а + 2  4 —0 ^ + 2 — а ’

в = -= х + 1  Jt +  3 ' ‘ l-JC  3 — JC’ (х2— 9)(л:2— 1) •

140. Л =  , - ^ „ +  , , + ; ^ _ ,  В -  ^■(а—л;)2~х2+а;с—2 а 2 ^ 2 а + л :  ’ {a — x Y '

147 л = — ______ I_____________________________________I__________ ---------------- . 6  =  0 .
^  ( х - у ) ( х - г У  { j y - z ) ( y - x V ( z - x ) ( z - y )
, ______ т^пг ti^mr г^тп

( m— n ) ( m — r ) ' ^ ( n  —  r ) ( n — m ) ^ ( r — m ) ( r — n ) ^
, ( ас + 6 т )Д — (а/л+6с)з (ac+6m)^ + (ат+6с)^

~  ( а — Ь )(с — т) ( а + 6 ) ( с + т )  *
В =  2 (ас+  Ьт) ( а т +  6с).

,  3. 2С +15 2 , 18 (2с+ 15) „ „
ЬО. Л _ 2с _ з  4с2 +  9 2 с + 3 ^ “ 81 — 16с‘ ’ ‘
. . .  . х Ч -З х 2 + 5 л ;+ 1 5  *4+_,з+Зд^+^_2
‘ л:»+2л:2+5л:+10 jĉ + 2*^+ 3 a:2+4a:- 4
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152 Л (^ +  y ) - + ( ^ - y ) V  I
l x + y ) ^ - { x - y ) ^ - 2 x y ( x - y )  ’ x + y -

153 , x ^ - - ( y - z y  у^-{г-хГ ~  {х- уГ - z^
( x + z f - y ^ +  (x +  y)^-z"~ { y + z r - x ‘ '

, ( x - y f - x y ( x - y ) ^ - 2 x ^ y ^  x ^ - i x y + y ' ^
(x -y ){x ^ -y ^ )  +  2x^y^ ’ °  x^ +  ŷ - ■
z2 a2+62

155. A-. «2+62 1 „2^2
/  га2 у в - ( ^ ]V а^+Ь^) ’ \ а  J

trn я k “+ 5 \  a^+5a , а^-\-Ъ „ ,‘•>6 . Л =  S = a - 1.

157. Л =

158. Л =

-j- 1 /  I — 5a Д -|- i 
b - z  b - 3 \  7 b - 4  , ^

7b — 4 6 _ 4 j ' 9 f t _ 3 6 - i +  4 _ *  (* +  4)-
П + б о с  1 W  1 I \  о • , n
[ s c ' - a ^  2c—a j 4  a-'—8c-*' a ^ + 2 a c - i - 4 c y  ’

66 +  4 b
' 6 —2 ‘V 6 3 _ 8  Т й 2 ^ 2 6 Н - 4  2 — 6y  (4 — 6 ) - ’ 6 —4 ‘

,60 Л -  l Y  I 12/П2-9/П 9 \
(3—m)2 3 +  27— m' + m 2 + 3 m + 9 / ’ .

Для .чюбых положительных чисел а и 6 доказать, что справедливо нера- 
венстио (161—165);

161. (о2—62)2 ^4 а 6 (а  — 6)2. 162. а  ̂+  Ь ^ ^ аЧ + аЬ ^ .

163. { а + 6 ) ^ < 8 а '* + 8 6 ^  164. , “ ' *1 +  а + 6  ^  1 +  а ^ 1  +  6'

165.

. Используя неравенство о среднем арифметическом и среднем геометри­
ческом, доказать, что для любых положительных чисел а,  6, с справедливо 
следующее неравенство (166—168):

16Г-. ^ + f + ° j . ^ a + b  +  c.
167. ( а + 6 )  (6 + с )  ( а + с ) ^ 8 а 6 с .
168. f l 2 + 6 2 + c 2 ^ a 6 + 6 c + a c .
169. Доказать, что для любого действительного числа а справедливо не­

равенство

170. Доказать, что если а ^ Ь : ^ с  >  О, то

4 + 1 + ^ ^ з .6 ' с ' а
171. Доказать, что если Oi > О, а ^ >  О, ...- , а„ >  О и а( +  а з + •. . +  о ; ,=  1,

то

a l+ a l+ .. .  +  a ^ ^ —.
п

Доказать, что при любом натуральном п справедливо следующее нера­
венство (172— 173);

172. j a +  2 2 + 'р '  +  * <  2.
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т + г а + ь | г з + - + т < 2 .
Доказать, что для любых натуральных т а р  ’справедливо следующее 

неравенство (174— 176):

( т +  1) (т- |-2) ( т + 2 )  (/п+3) ( т + 3 )  ( т  +  4) +  ’ "

(т +  р ) ( т  +  р + \ )  ^ ш Н .Г  

175. • +  ■ +  ■ + . . . +  ■ >
7П +1 ' ;п + 2 ^ /7 1  +  3 ^  ■ ■ т -Ь р  т +  р '

I7fi ’ I 1 . ’ I 1 1
• (/n + l )2 +  (m +  2)^-^ (m-гЗ)-  ̂ +  < р-

Доказать, что для любого натурального п ^ 2  справедливо следующее 
неравенство (177— 184);

(/г+ 1)(2» + 1)
6180. 1 8 1 .(« !)^ <

К 2П+ 1

П + 1 + П - Г 2 + П  +  3 + • • ‘ + 3 / 1 + 1  
Разложить по формуле бинома Ньютона (185— 187):

185. 186. ( а - | А 2 ) ’ . 187. ( а - ] / ^ ) " ~ ( а + К  3)«.

Найти 7-й член в разложении бинома Ньютона (188— 191);

188. (2 +  6)». 189. (За— 2 )« . 190. (а^— 2ауК  191. (^ -^ + З о

Найти все k,  при каждом из которых коэффициент при а* в разложении 
бинома Ньютона есть рациональное число (192— 194):

192. ( У з + / 2 ~ . 193. i V ¥ - y j - a y \  194. ( ^ ^ 1 . а + '^ 2  
Найти коэффициент при следующего многочлена (195—200);

195. ^;с +  у У ‘ . 196. (2л:— 1)17. 197. (1+л; — л:2)4.

198. { \— 2x +  x ‘̂ f .  199. ( \ — х у - - ( 2 ^ х у .  200. ( 1 2л:)«.(л: — 1)^
Подобрать числа А, В,  С так, чтобы было справедливо следующее тож­

дественное равенство (201 — 205);
201 . х*^+2х^ — \ех^—2 х+ ]5 = (х+ \) (х  ̂+  А х^^В х + С).
202. гx̂ —x‘̂ —Ъx+{ = (x̂ -+\)(2x̂  +  Ax̂ +Bx-\-C).

^x^+ix-l A B C
• лЗ +  9л;2+23л:+15 1 ' x +  3"'” jc +  5 '

204 ^ 1 ^ 1 ^х^ +  5х^ +  Зх—9 д^_1^л: +  3"Г(л: +  3)2 •
205 —2 х + 1  ^  А Вх- \ -С

' д̂  +  2л* +  2л: + 1  х-\-1 ^ х ^  + х + 1 '
Применяя схему Горнера, найти частное и остаток при делении на (д:-Ь1) 

следующего многочлена (206—211):
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206. ;t6 +  9jf  ̂+  32.v+16.
207. 14л: — 4 +  27x^— 9л;7. 208. ;e®— 7x— 6 . 209. * 4  19л;2— 30.
210. 4(л: +  5)(л: +  6) (jc+ 10) (л:^-12) —
211. {x^ +  4x \ 18)2 +  Зл:(л:г— 4д: +  8)Ч-3.
Применяя схему Горнера, убедиться, что и число (—2) и число 1 являются 

корнями следующего многочлена (212—214):
212. (л:2 +  л:)Ч 4 (а-2+1)— 12. 213. {х"- + х + \ )  + х - \ -2 )  —  \2.
214. 2л:̂  +  7л:» — 2л:=— 13л:-|-6.
215. Применяя схему Горнера, убедиться, что многочлен

(л:2-1-4л: +  3) 12л: +  35) +  15
делится на многочлен (лг- f  2) (л:+б), и на^ти частное.

216. Применяя схему Горнера, убедиться, что многочлен
_  бд-4 ̂  15^ _  32д:2 48л; _  32

■делится на многочлен ( х — 2)“.
217. Делится ли многочлен (л:*— 10.\:2 +  16) +  (х^ — Ид:2-)-24) на много­

член (л:2— 8)?
218. Доказать, что сумма одинаковых степеней х"'-\-с'^ не делится на раз­

ность их оснований х — с.
219. Доказать, что разность одинаковых нечетных степеней + *

не делится на сумму их оснований х-\-с.  ,
220. Доказать, что сумма одинаковых четных степеней +  не де­

лится на сумму их оснований х-{-с.
221. Найти целые корни многочлена х*— л:̂ —2х^ - \ -4х— 24.
Доказать методом математической индукции, что для любого натураль­

ного п справедливо следующее равенство (222—241);
_ п (л + 1)222. l + 2  +  3 - f . . . + n z

223. 12 +  22 +  3 ^ + . . . + « 2  =

2
/г (п + 1)(2л + 1)

224. 22 +  42 +  82 -f ...- |- (2 л )2  =

G
2 n ( n i r l ) ( 2 n + l )

225. 12 +  32 +  52+ . . . + ( 2 л — 1)2=

3
п(2п —  \) (2 п + 1 )

3

226. 1-2 +  2-3 +  3 - 4 + . . . + п ( п + 1 ) = ” ”̂ + ‘^^"~^^^ ■

227. | . 2 .3  +  2 .3 .4  +  3 . 4 . 5 + . . . + / i ( n + l ) ( n  +  2 ) = ^ l i l i - l H ” +  2H « +  3)

228. 1.22 +  2-32 +  3 -4 2 +  . . .  +  (п — 1) п ^ ~  " +

4

229. 18 +  2 3 + 3 3 + . . .  +  пЗ== 2

230'. 3 +  32 +  33 +  • ■ • -I- 3« == ̂  . .

231. 2-2о +  3 -2 ‘ Ч 4 - 2 2 + . . . + ( /1 + 1 ) -2 « -1  =  л-2".

232. • ■ • • ■ '2-3 '’ 3-4.'' 4-5 ' ■ ■ ■ Т („+ 1) (д^-2) 2(п  +  2)'

J - + A  +  A +  + - = 2  — - - — .
2 ^  2 - 2  ̂ * 2 '*
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234.

235.

236.

237.

238.

239.

240.

2 + 0 2  т '
2n — 1

“ 2  ̂ 2'J
1

2" = 3 -
2ft—3 

2 >‘

1 . 4 + 4 . 7 + 7 , ,10 ' т - - - ‘ (Зя— 2 )(З п + 1 ) З я + 1  ■

* 1 ’ , I . 1 ’ "Ы О ' 10-19 ' 19-28 ' ■■■ ' (9я— 8 )(9 я + 1 )  9я + Х

,1 . 1 •С 1 1 1 1 1 17 1 .1 ...1 17 ОО 1

J _ , _ L + _ L +
Ь З ^ З - 5 ^ 5 - 7 ^ " ' 

32

1

1 22
1-3

1
3-5'*'5-7  

1 1

■ (2И— 1) (2/1 +  1) ~  2 f t + l  ■ 
ft2 r a (n + l)

(2n - l ) ( 2f t + I ) “ 2 (2r t + l ) ‘

1 -2-3 ' 2-3-4
1

241.

1
2 ■ ( я + 1)(я +  2) 

1 2

■3 .4 .5 "

)■
1.3.5“r^3.5-7 

n ( n + l )
■5-7-9'

n( f t+l ) (n +  2)

' ( 2 f t - l ) ( 2 n + l ) ( 2 n + 3 )

2 ( 2 n + l ) ( 2 n + 3 ) ‘
Доказать (методом математической индукции), .что для любого натураль­

ного и справедливо следующее неравенство (242—244):
1 1 1  ’ ' ' "

242. -j—1- 9 2 + - ^ + . - . 'I 2^ 32

243. 2 V п  +  1 >

' (п + 1 )2  <  ^ г а + Г  
1 , 1 ,

/ п + 1

244. (п!) >  ( у ' "

245. Доказать, что для любого натурального п ^ '5  справедливо неравен­
ство 2" >  « 2.

246. Доказать, что для любого натурального п ^ З  справедливо нера­
венство п! >  2" - 1.

Доказать, что при любом натуральном п:
247. Число ft̂  +  5,«i делится на 6 .
248. Число п̂  +  (п + 1 )з  +  (п+2)=* делится на 9.
249. Число 4” + 1 5 п  — 1 делится на 9.
250. Число 32«— 1 делится па 2«'+2 и не делится на 2 '»+з_
251. Число r f i ~ n  делится на 30.
252. Число 4^”— — 7 делится на 84.
253. Число 62” + 1 9 ” — 2" + ! делится на 17.
254. Число 42п+1+ 3” +2 делится на 13.
255. Число (п^— 1) делится на 60.
256. Число 6/г®+15п<*+10п^ — п делится на 30.
257. Число 20«+ 1+ 16«+ 1— 3'»+» — 1 делится на 323.
258. Число (2я)з +  20(2п) делится на 48.



Г л а в а  I I I .  АЛГЕБРА ИЧЕСКИЕ УРАВНЕН ИЯ 
И НЕРАВЕНСТВА

Пусть даны два многочлена А я В. Если стоит задача (гл. II) 
решить уравнение А =  В , то говорят, что цтю алгебраическое 
уравнение А =  В . Если же стоит задача решить неравенство 
Л >  Б  (Л <  В, А ^ В ,  А ^ В ) ,  то говорят, что дано алгебраи­
ческое неравенство А~> В {А <, В , А ~ ^  В , А ^  В).

В этой главе рассматриваются только алгебраические урав­
нения и неравенства. Поэтому в этой главе часто вместо слов 
«алгебраическое уравнение» будем писать просто «уравнение», 
вместо слов «алгебраическое неравенство» будем часто писать 
«неравенство».

§ 1. Уравнения с одним неизвестным

Основные понятия и определения. Пусть стоит задача решить 
уравнение

R{ x)  =  Q{x),  ( 1)

где R{ x)  и Q (х) — многочлены, целые (см. гл. II) относительно 
одной буквы х\ тогда букву х  называют неизвестной буквой, или 
просто неизвестным, а уравнение ( 1) — алгебраическим уравнением  
с одним неизвестным.

Поскольку О Д З многочленов R {х) и Q (х) состоит из всех 
действительных чисел, то задача о решении уравнения ( 1) может 
быть сформулирована так: найти все числовые значения неизвест­
ного X,  каждое из которых обращает уравнение (1) в верное чи­
словое равенство. Каждое такое число называют корнем  или ре­
шением уравнения (1). Поэтому решить уравнение (1 )— это зна­
чит найти множество всех его корней.

Если множество всех корней уравнения (1) состоит из k 
чисел X,, х^, . . . ,  Xfi, то говорят, что уравнение ( 1) имеет только 
к корней Xi, х^, . . . ,  х̂ ,̂ т. е. множество всех решений уравне­
ния (1) есть множество М =  {х^, х^, . . . ,  х^\. Если же множе­
ство всех корней состоит из одного числа х^, то говорят еш.е, 
что уравнение ( 1) имеет единственный корень или единственное 
решение х^.

В случае, если множество всех корней уравнения (1) есть 
пустое множество, говорят, что уравнение ( 1) не имеет корней.
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Например, очевидно, что уравнение л' “ + 1 =  — (x*-f 1) корней 
не имеет, ибо ни для одного числового значения неизвестного л: 
это уравнение не превращается в верное числовое равенство.

Теперь рассмотрим простейшее алгебраическое уравнение 
с одним неизвестным

х =  (2 )

где а  — некоторое фиксированное число. Очевидно, что это про­
стейшее уравнение имеет единственный корень — число а , поэтому 
множество всех корней уравнения (2 ) состоит из одного числа а .

Не для всякого алгебраического уравнения с одним неизвест­
ным так же очевидно, как в двух рассмотренных примерах, 
множество всех корней уравнения. Обычно для нахождения мно­
жества всех корней уравнения это уравнение равносильными 
переходами (определение равносильного перехода см. ниже) сво­
дят к одному или совокупности нескольких уравнений (опреде­
ление совокупности уравнений см. ниже), каждое из которых — 
либо простейшее уравнение типа (2 ), либо уравнение, для кото­
рого очевидно, что оно не имеет корней.

В этом параграфе рассматриваются примеры равносильных 
переходов.

Пусть даны два алгебраических уравнения с одним неизвест­
ным R ( x )  =  Q(x)  и S{x)  =  T(x ) .  Эти уравнения называются рав­
носильными, если любой корень первого уравнения является 
корнем второго уравнения, и, наоборот, любой корень второго 
уравнения является корнем первого уравнения. В силу этого 
определения равносильны любые два уравнения, не имеющие 
корней.

Замена одного уравнения равносильным ему другим уравне­
нием называется равносильным переходом от одного уравнения 
к другому. Равносильный переход от одного уравнения к дру­
гому обозначается двойной стрелкой 4^. Запись

R{ x )  =  Q { x ) ^ S { x )  =  T{x)

означает, что уравнения R  {x) =  Q {х) и 5  (д:) =  Г  (х) равносильны.
-  Приведем некоторые у т в е р ж д е н и я , ,  при помощи которых 
и будут совершаться равносильные переходы.

1. Уравнения R{ x )  =  Q{x) и R{x)  — Q{x) =  0 равносильны.
2. Уравнения R( x )  =  Q(x) и R {x )- \-a  =  Q{x) +  a  равносильны 

для любого действительного числа а.
3. Уравнения R ( x )  =  Q{x) и a R { x )  =  aQ(x)  равносильны для  

любого отличного от нуля действительного числа а.
4. Пусть известно, что для любого действительного числа х  

справедливо равенство R{x)  =  T  {х), тогда равносильны уравнения 
R{ x)  =  Q{x) и T (x )= Q ( x ) .

Доказательства справедливостп этих утверждений по.хожи, 
поэтому д о к а ж е м , ,  например, утверждение 2. Пусть число Xj— 
некоторый корень уравнения R ( } ^ ^ Q { x ) .  Тогда справедливо110



числовое равенство R  (ajJ =  Q (aJj). Поскольку справедливость 
числового равенства не наруш ается при прибавлении к обеим 
его частям любого действительного числа (см. гл. I), то спра­
ведливо числовое равенство (aTj)+ а  =  Q (Xj)+  “ • Справедливость 
этого числового равенства означает, что число д:̂  является кор­
нем уравнения 7? (х )+  а  =  Q (л:) +  а . Поскольку такое рассужде­
ние можно провести для любого корня уравнения R  (x) =  Q(x),  
то тем самым показано, что любой корень у р а в н е н и я ( д ; )  =  Q (л:) 
является корнем уравнения 7? (x) +  a =  Q(x) +  a .

Покажем теперь обратное. Пусть число есть некоторый 
корень уравнения 7? (л:)+ а  =  Q (л:)+ а , тогда справедливо число­
вое равенство - f a  =  Q (>̂ 2) +  “ - Прибавим к обеим частям
этого числового равенства чисж) (— а), получим справедливость 
числового равенства R(x^)  =  Q( x 2), откуда вытекает, что число 
есть корень уравнения R(x)==Q(x) .  Поскольку такое рассужде­
ние можно провести для любого корня уравнения /? (x )+ a = Q (x )+ a ,  
то тем самым показано, что любой корень уравнения 7?(x)-4-a =  
=  Q W + “  является корнем уравнения R (х) =  Q(x).

Из доказанного вытекает, что если уравнение R( x)  — Q(x) не 
имеет корней, то и уравнение (л;) +  а  =  Q (х) +  “  такж е не имеет 
корней. Действительно, предположим, что уравнение R (x ) =  Q(x) 
не имеет корней, а уравнение y?(x) +  a  =  Q W  +  a  имеет хотя бы 
один корень. Из условия, что уравнение (A:) +  a  =  Q (A :)+a 
имеет корень, по доказанному выше следует, чтр имеет корень 
и уравнение i?(x) =  Q(A:), что противоречит предположению. Зн а­
чит, если уравнение R{x)  =  Q{x) не имеет корней, то и уравне­
ние (х) +  а  =  Q (х) +  а  корней не имеет.

Аналогично показывается, что если уравнение /?(х) +  а  =  
=  Q(x) +  a  не имеет корней, то и уравнение /?(x) =  Q(x) корней 
не имеет.

И так, показано, что в этом случае уравнения R { x ) ~ Q { x )  
и i?(x) +  a  =  Q(A:) +  a  равносильны. Тем самым утверждение 2 
доказано полностью.

Пусть дан многочлен Р  (л:) степени п,  целый относительно 
буквы х:

P(x)  =  a ,x ’̂ +  a ,x ’̂ - ^ ^ + . . .+ a „ . lX  +  a„ (а^фО) ,  (3)

где буквами а„, а^, a„^i, а„ обозначены некоторые фикси­
рованные действительные числа, называемые коэффициентами 
многочлена Р{х) .

Из утверждений 1 и 4 вытекает, что каждое алгебраическое 
уравнение с одним неизвестным можно привести к виду Р (х ) =  0, 
поэтому достаточно рассмотреть лишь уравнение

Р (х ) =  0, ' (4)

где Р[х)  есть многочлен вида (3). Всякое такое уравнение на­
зывается алгебраическим уравнением степени п. 111



И з определений корня многочлена Р{х)  (см. § 5 гл. II) 
и корня (решения) алгебраического уравнения следует, что любой 
корень многочлена Р  (л:) является корнем (решением) уравнення (4). 
Следовательно, нахождение всех корней (решений) уравнения (4) 
сводится к нахождению всех корней многочлена Р{х).  Следует 
только иметь в виду, что при нахождении корней уравнения (4) 
не учитывается кратность корня многочлена Р{х).  Например, 
многочлен Р (х ) =  л:? — 2 .Г +  1 имеет корень . Vj =l  кратности два, 
а уравнение х^ — 2х + \  =  0 имеет единственный корень (единст­
венное решение) 1. Хорошо известно, что нахождение корней 
многочлена является сложной задачей. Поэтому рассмотрим толь­
ко некоторые такие случаи, когда удается найти все корни 
многочлена, т. е. решить уравнение (4).

Уравнение первой степени. Рассмотрим случай, когда Р{х)  
есть многочлен первой степени, т. е. рассмотрим уравнение

Oo-t +  a i =  0 (Оо=5^0). (5)

На основании утверждения 2 уравнение (5) равносильно 
уравнению

a ,x = .—  ai (ОофО).  (6 )

Поскольку число «0 =7̂ 0 , то на основании утверждения 3 урав­
нение (6 ) равносильно уравнению

х  =  (а , фО) .  (7)

Все равносильные переходы от уравнения (5) к уравиепию (7) 
можно записать более коротко в виде следующей цепочки равно­
сильных переходов:

ОоХ +  а^ =  0 (а^=фО)^а^х== —  а1 { а ^ ф О ) ^  х  =  —

Простейшее уравнение х  = -----  имеет единственный корень —
Oq ■

/  (2 \  * число ( --- . Так как уравнение (5) рав1юсильно простейшему
уравнению (7), то уравнение (5) также имеет единственный корень —
число

aoJ
Таким образом, урсшнение первой степени с одним неизвест­

ным (5) имеет только один корень х^ = -----

Д ля решения алгебраических уравнений более высоких сте­
пеней понадобится понятие совокупности уравнений. Пусть дано 
т  многочленов Pi{x),  P j W .  •••» -PmW- Говорят, что дана со­
вокупность т алгебраических уравнений с одним неизвестным х\

Pi (x)  =  0, Р А х) =  0 ...........=  (8 )112



если требуется найтн все числовые значения нензвестного х, 
каждое из которых является корнем хотя бы одного уравнения 
из этой совокупности (8 ) (уравнения совокупности обычно запи­
сываются в строчку).

Таким образом, решить совокупность уравнений (8 ) — значит 
решить каждое уравнение P,-(.v) =  0 , где г =  1 , 2 , т ,  т. е. 
найти множества N^, N^, всех корней каждого из урав­
нений и затем взять объединение этих множеств. Это объединение 

=  Л̂ 1 и и • • • и будет множеством всех корней совокупности 
уравнений (8 ), а каждое число из множества N  будет называться 
корнем или решением совокупности (8 ). Если множество N  со­
стоит из k  чисел: х^, х^, ■■■, х^, то говорят, что совокупность 
уравнений (8 ) имеет только k корней х^, х^, х^\ если же
множество N  состоит из одного числа х^, то говорят, что сово­
купность уравнений (8 ) имеет единственный корень

Часто возникает необходимость совершить равносильный пе­
реход от уравнения к совокупности уравнений. Будем говорить, 
что уравнение

Р ( х ) ^ 0  (4)

равносильно совокупности уравнений
Р, ( х )  =  0, Р, {х)  =  0, Р^ ( х )  =  0,  (8 )

если любое решение (любой корень) уравнения (4) является ре­
шением (корнем) совокупности (8 ) и, наоборот, любое решение 
(любой корень) совокупности (8 ) является решением (корнем) 
уравнения (4). Замена уравнения (4). равносильной ему совокуп­
ностью (8 ) называется равносильным переходом от уравнения (4) 
к совокупности (8 ).

Например, уравнение
. (3A:-f 4 )(— 7.v +  2 ) ( 2 .v - l / 5 ) ( — I2 .v - I 6 )  =  0 (9)

равносильно совокупности уравнений

Зд: +  4 =  0, — 7л: +  2 =  0, 2 х - У Ъ ^ 0 ,  — 1 2 л ;-1 6  =  0.

Действительно, любой корень уравнения (9) обращает в нуль 
хотя бы один из многочленов (Зх +  4), (— 7л:- f  2), (2л: — K S ), 
(— 12л:— 16), т. е. является корнем хотя бы одного-из уравне­
ний совокупности, и, наоборот, любой корень совокупности обра­
щает в нуль хотя бы один из этих многочленов, т. е. удовлет­
воряет уравнению (9). Совокупность уравнений имеет только три

корня .1̂ 1 =  — у ,  X2 ~ y >  =  Следовательно, в силу рав­
носильного перехода эти корни и только они являю тся корнями 
уравнения (9).

Рассмотрим алгебраическое уравнение второй степени, т. е. 
уравнение

ал? + Ь л:4 -с  =  О ( а ^ О ) .  (10)
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Такие уравнения принято называть квадратными уравнениями. 
Многочлен ах^ -\-bx-\-c, где а=^0 ,  называют обычно квадратным 
трехчленом, число а (а= ^  0 ), стоящее при л:̂ , — называется первым 
коэффициентом, число Ь, стоящее при х , — вторым коэффициен­
том, число с — свободным членом. Кроме того, число D =  — 4ас
называется дискриминантом  квадратного трехчлена, а также 
дискриминантом квадратного уравнения (10 ).

Проведем тождественное преобразование квадратного трех­
члена. Так как а ф О ,  то справедливо тождественное равенство

ах^ +  Ьх +  с=-а(^х~ +  -^ х  +  -^

Теперь применим тождественное преобразование, которое назы­
вается «выделением полного квадрата»:

+  =  +  ~ ( i )  + 7 = =
4ас— 6̂  /  , Ь — Аас

2а) а 4аЗ 2а 4а-

Окончательно получаем справедливость следующего тождествен­
ного равенства:

ax^ +  bx +  0 — a

Н а основании утверждения 4 уравнение (10) равносильно урав­
нению

а
, 6 V  D 

’̂+ 2a j  4а2 : 0  {афО) , (И)

 ̂ а на основании утверждения 3, учитывая, что а ф О ,  получаем, 
что уравнение ( 11 ) равносильно уравнению

(-̂ +4) ( а ^ О ) .

Более коротко это можно записать так:

( 12)

, ь Y  
^ + 2^)

2а

D
4а2

___D_
4а-

=  0 ( а # 0 ).

^ 0 (афО) ,

г
=  0 {афО) .

В зависимости от дискриминанта D возможны три случая.
а) D < 0 .  Так как при любом числовом значении число

неотрицательно, а число — положительно, то
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(   ̂ b \ 2  D
ЧИСЛО l-̂ 'o +  2^̂ ) “ 4^  также положительно н потому не может
равняться нулю. А это означает, что уравнение (12) не имеет 
действительных корней. Поскольку уравнение (10) равносильно 
уравнению ( 1 2), то оно также не имеет действительных корней.

б) D — 0. Тогда уравнение (12) принимает вид

Это уравнение равносильно уравнению первой степени

х + 4  =  0  (афО) .

Следовательно, если D =  0, то уравнение (12) имеет единственный 
корень Xi =  —

в) D >  0. Тогда D =  ( V ^ y ,  и поэтому выражение, стоящее 
в левой части уравнения ( 1 2), можно рассматривать как разность

двух квадратов и • Воспользовавшись форму­
лой сокращенного умножения, получим уравнение

2а 2а =  0  { а ф %

равносильное уравнению (12). Это уравнение, в свою очередь, 
равносильно совокупности двух уравнений

Каждое уравнение в этой совокупности является уравнением 
первой степени и, следовательно, по доказанному выше имеет 
только один корень. Решая каждое уравнение совокупности (13), 
получаем, что совокупность уравнений (13) имеет только два 
корня

=  — {афО) ,  ( а ^ О ) .  (14)

В силу равносильных переходов, если D >  О, то уравнение (10) 
равносильно совокупности (13) и потому имеет только два корня 
Ху и х^, вычисляемые по формулам (14).

И так, квадратное уравнение (10) не имеет действительных 
корней, если его дискриминант отрицателен, имеет только два 
действительных корня, если дискриминант положителен, и имеет 
только один действительный корень, если дискриминант равен 
нулю.

Отметим, что если дискриминант квадратного уравнения (10) 
положителен, то формулы (14) для нахождения корней этого
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уравнения часто записывают в виде одной формулы:

( а ^ О ) .  ■ (15)

З а м е ч а н и е .  Если D =  О, то можно считать, что формула (15) 
остается справедливой, только надо помнить о том, что в этом 
случае, квадратное уравнение имеет только один корень.

Приведенное квадратное уравнение. Квадратный трехчлен, 
у которого первый коэффициент равен единице, называется п ри­
веденным квадратным трехчленом. Общепринято второй коэф(})Н- 
циент приведенного трехчлена обозначать /;, а его свободный 
член — q, т. е. приведенный квадратный трехчлен имеет вид 
х"-\-рх-\-д .

Квадратное уравнение вида
x^ +  p x  +  q = 0  (16)

называется приведенным квадратным уравнением.
Очевидно, что квадратное уравнение (10) равносильно соот­

ветствующему приведенному уравнению, а именно

ах^ +  Ьх +  с =  0 { а ф 0 ) ^ х ’̂ - \ - ^ х + ^  =  0 (а=т^О). (17)

Если дискриминант приведенного уравнения (16) положителен, 
то формула (15) для нахождения корней этого уравнения прини­
мает вид

=  ± / [ i y - Я -  (18)

Т е о р е м а (теорема Виета).- Если приведенное квадратное 
уравнение х^ px-\-q  =  Q имеет положительный дискриминант, то 
сумма Корней этого уравнения равна второму его коэффициенту, 
взятому с противоположным знаком, а произведение корней равно 
свободному члену, т. е. если х^ и х„ корни уравнения p x ^ q  
то Xi +X^  =  —  р\ x^x^ =  q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Т ак как Л  >  О, то используя фор­
мулы (18), получим

+  =  + / ( ! ) ' - ? )  =

=  ( у - / ( | : ) ' - 0 = Т - Т + ^ = ' ? -

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  При D ^ O ,  как следует из доказательства,

теорема Виета верна, если рассматривать корень л:̂  =  — у  как 

два совпадающих корня Xi =  — у  и х^ =  — . Теорема Виета
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имеет место и при D <  О, но в этом случае корнями квадратного 
уравнения будут комплексные сопряженные числа (см. гл. XI). 
_ Теорема Виета часто применяется при решении различных 
задач. Рассмотрим одну из них. Требуется найти неизвестный 
свободный член q квадратного уравнения +  х +  <7 =  О, если 
известно, что это уравнение и.меет два действительных корня 
Х2 и сумма квадратов этих корней равна единице, т. е. х1 -{-х1 =  1 . 
Чтобы найти q, воспользуемся теоремой Виета. Справедлива це­
почка тождественных равенств

х ! + х 1 =  х^ +  2xi.V2 +  х 1 — 2 XiX^ =  {Xi +  x , f  — 2х^х^,

и потому x l - \ - x l = \ — 2q,  т. е. 1 — 2 <7 = 1 , откуда ^= ^ 0 .
Симметричное уравнение третьей степени^ Алгебраическое 

уравнение третьей степени называется симметричным уравнением, 
если оно имеет вид

+  ЙА'+  а  =  О ( а ф О ) .  (19)

Преобразуем многочлен ах^-\-Ьх‘̂ -\-Ьх-\-а, воспользовавшись 
способом разложения многочлена на множители. Очевидна спра­
ведливость следующей цепочки тождественных равенств:

ах^ -\-Ъх^ -\-Ъх -\- а =  а(х^ 1) +  Ьд:(л:-1- 1) =
=  а { х +  l)(.v* — \) +  Ьх (х +  1) =  {х +  1)[а(х^ — X +  1)-)-Ьл:] =

=  ( л :+ 1)[аА" +  (Ь -о )А  +  й],

поэтому уравнение (19) равносильно уравнению
{ х + 1 )[ах^ +  (Ь — а )х -\-а ]  =  0 ( а ^ О ) .  (2 0 )

Уравнение (20), в свою очередь, равносильно совокупности урав­
нений;

х + 1  =  0  ( а ^ О ) ,  с а -  +  ф  —  а )х  +  а =  0  { а ф О ) .  (21)

Следовательно, и уравнение (19) равносильно этой совокупности. 
Решение совокупности (21) легко находится, так как она содер­
жит только уравнения первой и второй степени.

П р и м е р .  Найти корни уравнения

x* +  4a-?~1-4.v+ 1  =  0. (22)

Преобразуем левую часть уравнения:

- f  +  4 х  +  1 =  (А» +  1) +  4jt  (л:- f  1) =  (А +  I )  (А* +  З х  + 1).

Очевидно, что уравнение (22) равносильно совокупности урав­
нений

л:+ 1  =  0, х^ +  З х + \ = 0 .  (23)

Первое уравнение совокупности (23) имеет только один корень
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Xi =  — 1 ; второе — только два корня ^2 =  — - и —
_ 3 _  iA"5

= ------- ^ — . Следовательно, совокупность уравнений (23), а зн а­
чит, и данное уравнение (2 2 ) имеют только три корня х^ =  — 1 , 
.. - 3 +  5 - 3 - V " 5
Л2 — 2 ’ *̂3 2

Симметричное уравнение четвертой степени. Алгебраическое 
уравнение . четвертой степени называется симметричным, если 
оно имеет вид

йх* +  йл:® +  сл:̂  +  &х +  а =  0 (а=?^0). (24)

Учитывая, что а Ф ^ ,  запишем это уравнение в равносильном 
виде:

(х^ +  1) +  -^ х (х ^  +  1) +  | х ^  =  0  ( а ^ О ) .

Очевидна справедливость следующей цепочки тождественных 
равенств;

(х*+  \) +  -^х{х^- +  1) +  ^ х ^  =  (х* +  2х ^ + \ )  +  -^х (х^  +  1) +

+  ( £ _ 2 ) х - _ (* >  +  1)- +  2 ( ^  +  1) | + ( | ) ’ + д :’ ( | - 2 - : & )  =

Из справедливости этой цепочки получаем, что уравнение (24) 
■равносильно уравнению

+  =  0 ( а ^ О ) .  (25)4а"-

В зависимости от числа Л1 =  6  ̂— 4а (с — 2 а) возможны три случая:
а) М <  0. Уравнение (25), а значит, и равносильное ему 

уравнение (24) действительных корней не имеют.
б) Л1=^0. Уравнение (25) в этом случае принимает вид

t
Очевидно, что уравнение (26) равносильно уравнению

х^ +  ~ х + \ = 0 .  (27)

Следовательно, мнолсество корней симметричного уравнения 
4-й степени в этом случае совпадает с множеством корней квад­
ратного уравнения

х ^ - j - ^ x - \ - 1 =  0 ( а фО) .  (28)
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в) М >  0. Уравнение (25), а значит, и равносильное ему 
уравнение (24) равносильны совокупности квадратных уравнений

( « ^ 0 ) ,  (29)2а

Ь— Y 4а (с — 2а) 
2о л х + \  =  0 -  {афО) ,   ̂ (30)

каждое из которых легко решить.
П р и м е р .  Решить уравнение

х^ +  х ^ - х ^  +  х + 1  =  0. (31)

Приведем следующую цепочку тождественных равенств: 

х ' +  л:* — л;- +  х +  1 =л;" +  2 х2 +  1 + х ( х " +  1) — Зх^ =

=  (^> +  1)’ +  2  (л:* +  1) I  +  ( i j ’ - З д : - - +  i  +  1 =

откуда следует, что уравнение (31) равносильно совокупности 
уравнений

-  I 2 "  ‘ ' 2

Первое уравнение этой совокупности имеет только два корня:

_ -У Т з - 1  +  у - ^ у т ^  _ - 1 ^ 1 3 - 1 - 1 / 2  ]Л Тз - 2  •
Л1 —  ^  , Л 2 -----------------------------1   ̂ , (OZ)

а второе уравнение действительных корней не имеет, так как 
его дискриминант отрицателен. Следовательно, уравнение (31) 
имеет только два корня (32).

Двучленное уравнение. Алгебраическое уравнение называется 
двучленным уравнением, если оно имеет вид

л:" —й =  0. (33)

Рассмотрим сначала двучленное уравнение (33) в частном случае, 
когда а  =  1 :

X"— 1 =  0. (34)

При п = \  уравнение (34) есть частный случаи уравнения
первой степени и потому имеет единственный корень x ^ — l.
При п =  2 уравнение (34) есть частный .случай квадратного урав­
нения с положительным дискриминантом и потому имеет только 
два корня: X i = l  и ^2 =  — 1. Покажем теперь, что при п ^ З  
для любого нечетного п уравнение (34) имеет только один дей­
ствительный корень ^1 = 1 , а для любого четного п уравнение 
(34) имеет только два действительных корня JCi =l  и — — 1.
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Пусть « — фиксированное нечетное натуральное число, п ^ З ,  
т. е. пусть n ^ ^ 2 fe +  l ,  где й —фиксированное натуральное число. 
Пользуясь формулой сокращенного умножения, получаем спра­
ведливость тождественного равенства (см. гл. И):

— 1 = ( x — . . +А-“ +  ̂ + 1).

Из справедливости этого тождественного равенства вытекает, 
что уравнение (34) при H =  2fe+1 равносильно'  совокупности 
уравнений

( л : - 1) =  0 , +  . . .  +х"- +  х + 1 = 0 .

Первое уравнение этой совокупности имеет только один ко­
рень A'i =  l, второе уравнение совокупности действительных кор­
ней не имеет. Д ля доказательства этого покажем, что для любого 
действительного х  справедливо неравенство

_ _ ^ х ^ _ ^ х + 1 > 0 .  (35)

Действительно, для любого л: £  [О, + ° о )  справедливость неравен­
ства (35) очевидна. При любом ajG [— 1; 0), переписав левую часть 
неравенства (35) в виде

х ^ к ^ х ^ >^ - Цх + 1 ) + . . . + х Ц х + 1) +  ( х + 1),

убеждаемся, что первое слагаемое этой суммы положительно, а 
остальные — неотрицательны. Значит, для любого л :^ [— 1; 0) не­
равенство (35) справедливо. Переписав левую часть неравенства (35) 
в виде

( х +  1) +  л:^''-*(а:+ 1) +  • • • + х ( х +  1 )4 - 1 ,

убеждаемся, что для любого x G( — — 1) все слагаемые этой 
суммы положительны. Значит, для любого л:6 (— °о; — 1) нера­
венство (35) справедливо.

Итак, показана справедливость неравенства (35) для любого 
действительного х,  а это означает, что уравнение

х^1‘ +  х^'’- ^ +  . . . + х ^ + х + 1 = 0

действительных корней не имеет. Значит, уравнение (34) при 
n =  2k +  l имеет только один действительный корень JCi =  l.

Пусть теперь n =  2k (й —фиксированное натуральное число и 
k ^ 2 ) .  Пользуясь формулой сокращенного умножения (см. гл. И), 
получаем справедливость тождественного равенства

1 =  (jc2 _ i ) ( j t 2(ft-i) +  A:2(ft-2) ^  . . .  _1_х‘ +  х2 +  1).

Из справедливости этого тождественного равенства вытекает, что 
уравнение (34) при n =  2k {к~^2)  равносильно совокупности 
уравнений

л-2 — 1 =  О, - f  +  . . .  +  л:̂  +  1 =  0.
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Первое уравнение этой совокупности имеет два корня = 1  н 
л'2 =  — 1 , а второе уравнение действительных корней не имеет, 
так как для любого действительного х  очевидна справедливость 
неравенства

+ +  1 > 0 .

Значит уравнение (34) имеет при n =  2k два действительных корня:
Xi =  l и Ха =  — 1 .

Итак, уравнение (34) при любом нечетном п имеет только 
один действительный корень 1 , а  при любом четном/г — только 
два действительных корня: х^ =  1 и х^ =  — 1 .

Рассуждая аналогично, можно показать (см. § 1 гл. VII) ,  что:
— при любом положительном а уравнение (33) имеет: 1) при 

любом нечетном п только один действительный корень =  { /а ,
2 ) при любом четном п —только два дййствит.ельных корня ( / а  
и А'з =  — ^ а ;

— при а =  0 уравнение (33) имеет только один корень Xi =  0\
— при любом отрицательном а можно показать (см. § 1  гл. V II), 

что уравнение (33) имеет: 1) при любом нечетном п  только один 
действительный корень х^ =  — —а, 2 ) при любом четном п  не 
имеет действительных корней.

П р и м е р .  Решить уравнение ,
+  8 =  0.

Так как в данном случае п — нечетно' (п =  3) и а  — отрица­
тельно (а =  — 8 ), то данное уравнение имеет единственное реше­
ние ^1 =  — 2 .

Трехчленное уравнение. Алгебраическое уравнение вида
ах^" +  Ьх" +  с =  0 (36)

при условии, что п ^ 2 , а ф О ,  Ь ф О ,  с ф О ,  называется трех­
членным уравнением. При п = 2  трехчленное уравнение имеет еще 
одно название «.биквадратное уравнение». Д ля решения биквадрат­
ного уравнения

ах^+ Ь х ‘̂ +  с =  0 ( а ф О )  (37)

его левая часть преобразуется способом «выделения полного 
квадрата»:

« • + 6л- +  с =  а ^ '  ■ •

=  а [(д:̂  +  ;2 а )  4а~

Н а основании этого тождественного равенства уравнение (37) равно­
сильно уравнению

+  +  (38)L \
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Очевидно, что если — 4 а с < 0 ,  то уравнение (38), а значит, 
и равносильное ему уравнение (37), корней не_ имеют.

При — 4ас =  0 уравнение (38) принимает вид

Очевидно, что уравнение (39) равносильно уравнению
ь

' 2а

Таким образом, при — 4ас =  0 биквадратное уравнение (37) 
равносильно квадратному уравнению (40), т. ё. п р и ^ < 0  имеет

только два действительных корня ^  нх.^ =  — ^  ;

при ^  =  О — единственный корень Xi =  0; при ^  >  О— не имеет 
решений.

Если же — 4 а с > 0 ,  то уравнение (38), а значит, и равно­
сильное ему уравнение (37) равносильны совокупности уравнений

Перепишем эту совокупность в равносильном виде;

о — Ь-{-УЬ'^— 4ас / , 2 — Ь— УЬ'^— 4ас , ,
^ ------Г- (а =5^0). ^ ---------  {афО) .  (41)

Поскольку числа, стоящие в правых частях уравнений совокуп­
ности (41), есть корни квадратного уравнения

at^ +  bt +  c =  0 (афО) ,  (42)

имеюш,его положительный дискриминант D =  Ь‘̂ — Аас, то совокуп­
ность уравнений (41) может быть записана в виде

x^ =  t^ (а=7^0), =  («¥=0), (43)

где и <2 — корни уравнения (42).
Таким образом показано, что для решения биквадратного урав­

нения (37) надо сначала решить квадратное уравнение (42), при 
этом, если квадратное уравнение (42) не имеет действительных 
корней, т. е. его дискриминант отрицателен, то уравнение (37) 
также не имеет корней; если дискриминант уравнения (42) равен 
нулю, то урав^1ение (37) равносильно квадратному уравнению (40), 
которое легко решается; если же дискриминант уравнения (42) 
положителен, то уравнение (37) равносильно совокупности урав­
нений (41). Каждое из уравнений совокупности (41)— квадратное, 
поэтому корни этой совокупности, а значит, и корни равносиль­
ного этой совокупности уравнения (37) легко найти.
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П р и м е р .  Решить биквадратное уравнение
л;* — X”- — 6  =  0. (44)

Д ля  решения уравнения (44) решим сначала' квадратное урав­
нение t^ — t — 6 ^ 0 .  Корни этого уравнения =  — 2, ĵ =  3. По­
этому уравнение (44) равносильно совокупности уравнений

х^ =  —  2 , х  ̂=  3.

Первое уравнение этой совокупности действительных корней не 
имеет, а второе имеет только д в а ‘корня: X i = y  3 и х^ =  — | / 3. 
Значит, и уравнение (44) имеет только два корня =  и 
х, =  - / 3 .

При п >  2 для решения трехчленного уравнения 
ах^" +  6л:" +  с =  О { афО)

его левая часть также преобразуется способом «выделения пол­
ного квадрата»

+  с =  +  (45)

Н а основании этого тождественного равенства уравнение (36) равно­
сильно уравнению

Очевидно, что если — 4 а с < 0 ,  то уравнение (46),. а значит, и 
уравнение (36) корней не имеют.

Если — 4ас =  0, то уравнение (46) равносильно двучленному 
уравнению

+  4  =  0  (« = ^ 0 )- (47)

Следовательно, при 6  ̂— 4ас =  О трехчленное уравнение (36) равно­
сильно двучленному уравнению (47), решение которого рассматри­
валось в предыдущем пункте.

Если же — 4 а с > 0 ,  то уравнение (46) равносильно совокуп­
ности двучленных уравнений

(48)

решение которых, как показано выше, можно найти.
П р и м е р .  Решить трехчленное уравнение . •

’ х'  ̂+  Зх^ +  2 =  0. (49)

Так как данное уравнение равносильно совокупности д вух  дву­
членных уравнений

х^ +  2 =  0 , А,-̂ 4 - 1 = 0 ,
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то, решив их, получим, что уравнение (49) имеет только два дей­
ствительных корня 2  и х ^ = — 1 .

З а м е ч а н и е .  Выше было показано, как решить любое урав­
нение первой степени и любое квадратное уравнение и были вы­
ведены формулы для нахождения их корней. Что касается урав­
нений, степени которых выше, чем два, то были рассмотрены лишь 
отдельные примеры. Связано это с тем, что хотя для уравнений 
третьей и четвертой степеней такие формулы есть, они очень гро­
моздки и потому применяются редко, а для уравнений пятой сте­
пени и выше, таких формул нет. В то же время Следует отме­
тить, что если все коэ(}х})ициенты многочлена Я (j:) в уравнении (4) 
являются целыми (или рациональными) числами, то для нахож­
дения целых (или рациональных) корней уравнения (4) можно 
применить теорему о целых (или рациональных) корнях многочле­
на (см. гл. II).

§ 2. Неравенст1ва с одним неизвестным

Основные понятия и определения. Пусть стоит задача: решить 
неравенство

R { x ) > Q { x )  [или ;? (a :)< Q (x )] , (1)

где R{x)  и Q (л:) — многочлены, целые (см. гл. П) относительно 
одной буквы X. Буква х  называется неизвестной буквой, или 
просто неизвестным, неравенство (}) — алгебраическим неравенст­
вом с одним неизвестным.

Поскольку О Д З многочленов 7? (Af) и Q ( а )  состоит из всех дей­
ствительных чисел, то задачу о решении неравенства ( 1) можно 
сформулировать так: найти все числовые значения буквы х , каж ­
дое из которых обращает неравенство ( 1) в верное числовое не­
равенство. Каждое такое числовое значение называется решением 
неравенства (1). Поэтому решить неравенство (1) — это значит 
найти множество всех его решений. В случае, если множество 
всех решений неравенства (1) есть пустое множество, говорят, 
что неравенство ( 1) не имеет решений.

Д ва алгебраических неравенства R ( x ) ^ Q { x )  и T { x ) < c S ( x )  
называются равносильными, если любое решение первого неравен­
ства является решением второго, и, наоборот, любое решение 
второго неравенства является решением первого. В силу этого 
определения равносильны любые два неравенства, не имеющие 
решений. Замена одного неравенства равносильным ему другим 
неравенством называется равносильным переходом от одного не­
равенства к другому-. Равносильный переход принято обозначать 
двойной стрелкой Запись

R i x ) > Q ( x ) ^ T ( x ) < S ( x )

обозначает, что неравенства /? ( . r )> Q (x )  и Г  (д :)<  S (.v) равно­
сильны.
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Приведем некоторые, у т в е р ж д е н и я ,  при помощи которых 
будут совершаться равносильные переходы,

1. Неравенства R { x ) >  Q (л:) и R( x )  — Q (л:) >  О равносильны.
2. Неравенства R { x ) >  Q{x) и R{x)  +  a >  Q (х) +  «  равносильны

для любого действительного числа а . , • ■
3. а) Неравенства R  ( х ) ^  Q (х) и a R  {х) >  aQ (л:) равносильны  

для любого положительного числаЪ..
б) Неравенства (х) >  Q {х) и a R  (х) <  aQ  (х) равносильны для 

любого отрицательного числа а.
4. Пусть известно, что для любого действительного числа х  

справедливо равенство R{x)  =  T  (х), тогда равносильны неравенства 
R { x ) > Q .  (X ) и Г  (X ) >  Q (X ).

Д оказательства справедливости этих утверждений похожи, по­
этому д о к а ж е м ,  например, утверждение 1. Пусть число Xj есть 
некоторое решение неравенства 7? (х) >  Q (л:), т. е. пусть справед­
ливо числовое неравенство R ( x ^ >  Q{x^.  Тогда по свойству чи­
словых неравенств справедливо и числовое неравенство ( x j —
—  Q ( X i ) > 0 .  Справедливость этого числового неравенства озна­
чает, что число Xj является решением неравенства R{x)  — Q{x)  >  0 . 
Поскольку такое рассуждение можно провести для любого реше­
ния неравенства R ( x ) ' >  Q (х), то любое решение неравенства 
/? (х) >  Q (х) есть решение неравенства R  (̂ x) — Q (х) >  0 .

Покажем теперь обратное. Пусть число х^ есть некоторое ре­
шение неравенства (х) — Q(x) >  О, т. е. пусть справедливо чи­
словое неравенство (Хг) — Q (Xj) >  0. Из справедливости послед­
него неравенства следует справедливость числового неравенства 
R  (x-i) >  Q 3 это означает, что число х  ̂— решение неравенства 
R  (х) >  Q (х). Поскольку такое рассуждение можно провести для 
любого решения неравенства ^?(х) —Q(x) >  О, то любое решение 
неравенства R{x)  — Q (х) >  О есть решение неравенства R  (х) >  Q{x). 
Значит, если каждое из неравенств i? (х) >  Q (л:) и R{x)  — Q{ x ) >Q  
имеет решение, то эти неравенства равносильны.

Из доказанного вытекает, что если одно из неравенств /? (х ) >  
> Q ( x )  или /?(х) — Q( x ) > 0  не имеет решений, то и другое не 
имеет решений, т. е. и в этом случае неравенства / ? ( x ) > Q ( x )  
и 7?(x) — Q ( x ) >  О равносильны. Утверждение 1 доказано.

Из утверждений 1 и 4 вытекает, что каждое алгебраическое 
неравенство можно привести или к виду Я (х ) > 0  или к виду 
Р  (х) <  О, поэтому достаточно рассмотреть лишь неравенства вида

Р { х ) > 0  (2 )

Р  (х) <  О,

где Р (х ) — многочлен степени п,  целый относительно буквы х, т. е. 
/ ’ (х) =  а„х" +  а , х " - Ч - . . . + а „ _ , х  +  а „  (а^фО).

Такие неравенства называют алгебраическими неравенствами 
степени //.
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Неравенства первой степени. Метод интервалов. Пусть надо 
решить неравенство

+  (й о ^ О ), (4)

которое называется неравенством первой степени. На'основании 
утверждения 2 неравенство (4) равносильно неравенству

a ^ x > - a i  (а^фО).  (5)

Рассмотрим случаи >  О и «о <  О- Пусть а„ >  О, тогда ш  осно­
вании утверждения За) неравенство (5) равносильно неравенству

Очевидно, что любое х  из промежутка ( — —  , +  оо \  удовлетво- 
ряет неравенству (6 ). Следовательно, множество всех решений 
неравенства (6 ) есть промежуток ( — оо ) (рис. П ). Так

_________ как неравенство (4) при йо >  О равно-
й  сильно неравенству (6 ), то множество

Рис П решений неравенства (4 ) такж е
есть промежуток , +  оо j  . Все

равносильные переходы от неравенства (4) к неравенству (5),
а затем к очевидному неравенству (6 ) записываются более корот­
ко в виде следуюш,ей цепочки равносильных переходов:

а^х +  а^ >  О (йо > 0 ) ^  а^х >  — (а„ >  0) фф д: >  — ^  (а„ >  0).v_ «о

Аналогично справедливы следующие цепочки равносильных пе­
реходов;

а^х +  «1 >  О (йо <  0) >  — а^ (a„ <  0) ^  ~ ( ^ о  <  0);

a„x +  ai <  0 (а„ >  0 ) фф а„.г <  — (а„ >  0 )ффх <  — -^(ао  >  0 );

а„л; +  а^ < 0 (а„ <  Щ<^а^х <  — а^ (а„ <  0 ) (а„ <  0 ).

В каждой из этих цепочек из последнего неравенства легко найти 
множество всех решений первого неравенсхва данной цепочки 
(при указанном ограничении на а„). Итак, решением неравенства
a^x-]-ai >  О при является промежуток — оо, — j  ; ре­
шением неравенства а^х-\-а^ <  О при «„ >  О является промежуток

— с » , — решением неравенства ao^ +  a i < 0  при <  О 
Oq J ^

является промежуток ( — —  , +  оо ) .
\ ^0 /
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Все вышенаписанное о решении неравенств первой степени 
часто формулируют так: многочлен первой степени а^х-\-а^{а,^фОу.

а) при «о >  О положителен для любого Оо
отрицателен для любого х £ (  — оо, — —

V ^0
б) при Qo <  О положителен для любого — сх>, — 

отрицателен для любого х £ [ — + ° °Оо
В частности, двучлен (х — а) положителен для всех х, нахо-' 

дящихся на числовой оси справа отточки , изображающей число а, 
и отрицателен для всех х, находящихся слева от этой точки. 
Другими словами, точка а  делит числовую ось на две части: 
в части, находящейся справа от точки а , двучлен (х — а) поло­
жителен, а в части, находящейся слева от точки а , отрицателен.

Это свойство двучлена (х — а) лежит в основе метода инт ер­
валов и часто используется для решения алгебраических неравенств 
более высоких степеней.

Пусть требуется решить неравенство

(х — а , ) [х  — а , ) . . . ( х  — а„_^){х — а „ ) > 0 ,  '  (7)

где « 1, « 2, . . . ,  а „ _ 1, «„ — фиксированные числа, среди которых нет 
равных, причем такие, что ос̂  <  < . .  . <  a„_ i <  а„.

Рассмотрим многочлен

Р(х) = ( x - a i ) ( x  —аг) . . .  (х — —а„).  (8)

На основании сделанного выше замечания очевидно, что для лю­
бого числа Хо такого, что л:„ >  а„, соответствующее числовое зна­
чение любого сомножителя в произведении (8 ) положительно, по­
этому соответствующее числовое значение Р(л:о) многочлена Я (х) 
также положительно. Д ля любого числа Xi, взятого из проме­
ж утка (a„_i, а„), соответствующее числовое значение последнего 
сомножителя отрицательно, а соответствующее числовое значение 
любого из остави?ихся сомножителей положительно, поэтому чи­
сло Я (Xi) —отрицательно; аналогично для любого числа х^ из 
промежутка (а„_з, a„_i) число Р  (x j  — положительно и т. д.

-4---- 1-
*5i-« ®57-г

Рис. 12.

Н а этом рассуждении и основан метод интервалов, состоящий 
в следующем: на числовую прямую наносят числа а^, а^, . .
. . . ,  а „ - 1, в промежутке справа от наибольшего из них ставят 
знак плюс, в следующем за ним справа налево промежутке ставят 
знак минус, затем — знак плюс, затем — знак минус и т. д. (рис. 1 2 ).
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Тогда множество всех решений неравенства (7) будет объедине­
нием всех промежутков, в которых поставлен знак плюс.

jMeTOAOM интервалов можно решать те алгебраические нера­
венства, которые цепочкой равносильных переходов можно свести 
к неравенствам вида (7).

П р и м е р .  Решить неравенство
( .^ -3 ) (2  +  д : ) ( 4 - л - ) > 0 .  (9)

Умножая неравенство (9) на (— 1) получи.м равносильное ему не­
равенство

[ д : - ( - 2 ) ] ( л : - 3 ) ( д ; - 4 ) - < 0 .  (10)

Д ля решения неравенства (10) при.меним метод интервалов: на 
числовую прямую наносим числа (— 2), 3,4. В промежутках справа 
налево расставим знаки плюс и минус (рис. 13). Множество всех .v 
из промежутков {— « э , — 2) и (3,4) — множество всех решений

неравенства (10). Поскольку неравенство (9) равносильно нера^ 
венству (10), то множество всех решений неравенства (9) есть 
множество (— оо, — 2) и (3,4).

Квадратное неравенство. Применим метод интервалов к ре­
шению алгебраических неравенств второй степени. Отметим, что 
обычно их называют квадратными неравенствами. Рассмотрим 
квадратное неравенство

ах'^+Ьх +  с > 0  ( афО) .  (И )

Применяя тождественное преобразование «выделение полного 
квадрата» (см. § 1, гл. H I), получаем

ах^ +  Ьх +  с = а 2а J 4и“

где 0  =  Ы — Аас. Поэтому неравенство (11) равносильно неравенству 

Пусть а  >  0. Тогда неравенство ( 1 2) 4)авносильно наравенству

(“ X » -  <'»>

а) Если D <  О, то при любом, числовом значении неизвестного 
х  =  ха в левой части неравенства (13) стоит сумма неотринатель-
ного числа +  и положительного числа  ̂ , т. е. не-

(



равенство (13) превращается в верное числовое неравелстпо.
Следовательно, неравенство (13) справедливо при любом х. Д ру­
гими словами, множество всех решений неравенства (13) в этом 
случае есть множество всех действительных чисел.

б) Если D =  О, то очевидно, что неравенство (13) превращается 
в верное числовое неравенство для любого числа л', кроме —
=  — Следовательно,  множество всех решений неравенства (13)

в этом случае есть множество — оо, — U ( — 4  ’ 'Ь °о
в) Если D >  О, то неравенство (13) равносильно неравенству

( л - _ х , ) ( х - х , ) > 0  ( а > 0 ) ,  (14)

— b — V I )  — b- ' r- f^D  „где .г,  ----- ------- , д-2 = -^ —  . Очевидно, что х, <  х .,  поэтому,
применяя метод 1ттер вал о в , получим, что множество всех реше­
ний неравенства (14) есть множество (— оо, х,) U (л'г, +<»)•

Пусть а  <  0. Тогда неравенство (12) равносильно неравенству

- ' + а ) ‘ - : | г < о  ( » < о ) .  (15)

а) Если D <  О, то очевидно, что для любого числа х  это не­
равенство превращается в неверное числовое неравенство, а по­
тому неравенство (15) не имеет реигений.

б) Если D — 0, то столь же очевидно, что неравенство (15) не 
имеет решений.

в) Если D >  О, то неравенство (15) равносильно неравенству

( х - х , ) { х - х , ) < 0  ( а < 0), (16)

— Ь— У П  — Ь-1- У о  ^где Л', ----- 2^-----, .Гг = ------ . Очевидно, что х, >  Xj, поэтому,
применяя метод интервалов, получим, что множество всех реше­
ний неравенства (16) есть интервал (х./, х,).

Аналогично проводится решение неравенства ал“- f  fe.vИ-с <  О 
(а =5̂ 0 ). Приведенные выше рассуждения можно собрать вместе 
(см. табл. 1 на с. 130).

Отметим, что запоминать эту таблицу не надо, для решения 
)<ош<ретного квадратного неравенства лучше каждый раз повто­
рить те рассуждения, которые были сделашя выше.

П р и м е р. Решить неравенство

— Л' — 6  <  0.

Поскольку корни квадратного трехчлена Р  (л-) =  х® — х — 6  есть 
Л', =  3 и л'2 =-: — 2, то Я(,г) -(.V — 3)(а- +  2).

Значит, неравенство равносильно неравенству

(x - 3 ) ( .v  +  2 ) < 0 .
5 iM. к. Потапов II др. 129



Т А Б Л И Ц А  1

а D Неравенство Реш ение неравенства

а > 0 D > 0 ax^-{-bx-{-c >  0 +  oo)

а >  0 D > Q 0x 2 jjx _| - с  <  0 f — b — V' D  — b- \ - } ' "D \
V 2a ’ 2a )

а >  0 D =  0 ax~-\-bx-\-c > 0 )
а >  0 D = 0 ax‘’- - \ -bx- \-c < 0 нет решений
а >  0 D < 0 ax’'^~\-bx-\-c > 0 (— 00 , -j со)
а  >  0 D < 0 ал;2 +  6л :-(-с  <  0 нет решений

а  <  0 D > 0 ax~-\- bx-\-c  >  0 ( — b-\ -Y~D — b — V D \
\  2a; ’ 2a )

а < 0 D > 0 ax~-rbx- \ -c  < 0 (  .. - Ь А ^ У о \ , , ( - - ь - у - о
V ’ 2a +  00^

а < 0 D =  0 ax'^^-bx-J[-c >  0 нет решений 
f  b \  f  b \

а < 0 D =  0 ax^-\-bx-{-c <  0

а < 0 D < 0 ax"  ̂~{-bx-\-c > 0 нет решений
а < 0 D < 0 ax'^-'r  bx-j-c < 0 (— 00, - f  со)

Применив метод интервалов к последнему неравенству (рис. 14), 
получим, что множество всех решений исходного неравенства 
есть интервал (—2; 3).

Обобщенный метод интервалов. Некоторые алгебраические 
неравенства степеней, более высоких чем два, цепочкой равно­
сильных переходов приводятся к виду

{ x - a , f ^  . . ( л : - а „ _,)*«-> (л '-а„)*«  > 0 , (17)

где /Ct, k^, . . . ,  й„_1, Уе„ — фиксированные натуральные числа, 
« 2, . . .  а„  —фиксированные действительные числа, среди

Рис. 14.

которых нет равных, и такие, что <  «2 < . . .  <  <  а„ (отме­
тим, что если хотя бы одно из чисел /г,-^ 2 , то для решения не­
равенства (17) неприменим приведенный выше метод интервалов). 
Тогда неравенства вида (17) решаются так называемым обобщен­
ным методом интервалов. Рассмотрим многочлен

P(.v) =  ( x - a J ^ ( x - a , ) * 4 .  (18)
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Очевидно, что для любого числа такого, что .Гд >  а„, соответ­
ствующее значенне любого сомножителя в произведении (18) по­
ложительно, поэтому числовое значение Р(х„) многочлена Р{х)  
также положительно.

Д ля любого числа х,, взятого из промежутка (a„_i, а„), соот­
ветствующее числовое значение любого сомножителя, кроме по­
следнего, положительно; соответствующее числовое значенне по­
следнего сомножителя положительно, если k„ — четное число, и 
отрицательно, если — нечетное число. Поэтому число Р  (Xj) — 
положительно, если — четное число, и число Р (х^) — отрицатель­
но, если k„ — нечетное число. Обычно в этих случаях говорят, что 
многочлен Р  (х) при переходе через точку а„  меняет знак, если k „— 
нечетное число, и не меняет знака, если — четное число.

Аналогично показывается, что если известен знак многочлена 
Р{х)  на промежутке (а,-, a,-+j), то на промежутке а ,)  знак
определяется по правилу; многочлен Р {х) при переходе через 
точку а,- меняет знак, если — нечетное число, и не меняет знака, 
если А, — четное число. Н а этом рассуждении и основан обобщен­
ный метод интервалов: на числовую ось наносятся числа а , ,  а^ ,. . .
. . . ,  а „ _ 1, а„; в промежутке справа от наибольшего из этих чисел, 
т. е. справа от а„, ставят знак плюс, в следующем за ним справа 
налево промежутке ставят знак плюс, если — четное число, и 
знак минус, если — нечетное число; в следующем за ним справа 
налево промежутке ставят знак, пользуясь правилом; многочлен 
Р (х ) при переходе через точку меняет знак, если —
нечетное число, и не меняет знака, если четное число;
затем рассматривается следующий за ним справа налево проме­
ж уток, в нем ставят знак, пользуясь тем же правилом; таким 
образом рассматриваются все промежутки.

Решением неравенства (17) будет объединение всех промежут­
ков, в которых поставлен знак плюс.

П р и . м е р .  Решить неравенство

(X +  5) (2х -  З у  (— X +  7 f  (Зх +  8 )̂  <  0. (19)

Прежде всего, умножая это неравенство на ^— ( т ) ^ ( у )  ) ’ 
лучим равносильное ему неравенство

[X -  ( - 5 ) ]  [ х -  ( -  4  ) ] '  ( х - 1 ) '  (X -  7)^ >  0. (20)

Д ля решения неравенства (20) применим обобщенный метод
/  8 \  3интервалов. На числовой оси отметим числа (—5), ( — у ) ,  ,

7 (рис. 15). Справа от наибольшего числа, т. е. от числа 7, ставим 
знак плюс. При переходе через точку (7) многочлен

Р (х ) =  [ х - ( - 5 ) ] [ х - ( - | ) ] ' ( х - | - ) ' ( х - 7 ) ^  (21)
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меняет знак, так как двучлен (л: — 7) содержится в произведении 
(2 1 ) в нечетной степени, поэтому в промежутке ставим

знак минус. При переходе через точку j  многочлен Р {х) меняет

знак, так как двучлен (^х— —j  содержится в произведении (2 1 )
/  8 3 \в нечетной степени, поэтому в промежутке ( — -д, y j  ставим

знак плюс. При переходе через точку многочлен Р (х) не

меняет знака, так как двучлен х — ^— -|-j содержится в про-
/  8изведенни (2 1 ) в четной степени, поэтому в промежутке ( —5, —

ставим знак плюс. Наконец, при переходе через точку (—5) мно­
гочлен Р{х)  меняет знак, так как двучлен [х — (—5)] содержится

-S /3

Рис. 15.

В произведении (2 1 ) в первой степени, поэтому в промежутке 
(—оо, — 5) ставим знак минус. Итак, решение неравенства (20) 
и равносильного ему неравенства (19) — совокунность всех про­
межутков, где поставлен знак плюс, т. е. множество всех реше­
ний неравенства (19) есть множество ^ —5, — ■§■)*-*(— т )  
и (7, -гоо).

Нестрогие неравенства. Перейдем теперь к решению нестрогих 
неравенств

Р { х ) ^ 0 , (22)
Р  (х) <  0. (23)

Если некоторое число есть решение неравенства (22), то спра­
ведливо числовое неравенство Р { х „ ) ^ 0 .  Тогда в силу определе­
ния нестрогого знака неравенства справедливо или числовое ра­
венство Р(а'о) ;^^0 и л и  числовое неравенство Я (л :„ )> 0 . Другими 
словами, если число л:„ — решение неравенства (2 2 ), то оно — либо 
решение уравнения Р(х)  =  0, либо — неравенства Р ( х ) > 0 .  Такое 
рассуждение можно провести для любого решения неравенства 
Р ( х ) ^ 0 . Аналогично показывается, что любое решение нера­
венства Р (х) >  О и любое решение уравнения Р  (д:) =  О также 
есть решение неравенства (2 2 ).

Таким образом, множество решений нестрогого неравенства (22) 
является объединением двух множеств: множества всех решений 
строгого неравенства Р (л : ) > 0  и множества всех решений урав­
нения Р ( а ') = 0 .
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Аналогично множество всех решений нестрогого неравенства 
(23) является объединением двух множеств; множества всех ре­
шений строгого неравенства Р  (х) <  О и множества всех решений 
уравнения Я(л:) =  0 .

На этом и основано правило решения нестрогих неравенств. 
Сначала решаются соответствуюш,ее строгое неравенство и соот­
ветствующее уравнение, а затем множества решений строгого 
неравенства и уравнения объединяются; объединение этих мно­
жеств и является множеством всех решений нестрогого неравенства.

П р и м е р ы .  1. Решить нестрогое неравенство первой степени;

а„х +  а, > 0  (ао=7̂ 0 ). (2 *̂ )

Решаем сначала уравнение

a„x +  a, = 0  (а„=5̂ 0 ).

£i 
«о у

(25)

Затем решаем не-Его единственное решение — число 
равенство

a„.v +  a, > 0  («0 ^ 0 ).

При «о >  О множество всех его решений — множество ( — — ,
V «о

при Оо <  О множество всех его решений — множество — оо, — 7^ }  ’>

(26)

- ) •
«1

Рис. 16.

-Of/Og 
Рис. 17.

объединяя решения уравнения (25) и неравенства (26), получаем; 
для >  О множество всех решений неравенства (24) есть мио-

—  , + 0 0 ) (рис. 16); для <  О множество всех ре- 

шепий неравенства (24) есть множество ' “

жество

«о
(рис. 17). 

(27)

2. Решить неравенство

(х  ̂-  Зх +  2) (X® -  Зх‘) (4 -  х^) >  0.

Поскольку справедливы следующие тождественные равенства

х -^ -З х  +  2 =  ( х - 2 )  ( х - 1 ) ,  
л;з_3х^ =  х2 (х — 3),

4 -х '^  =  - ( ^ - 2 )(х  +  2 ),

то согласно утверждениям 4 и 36) этого параграфа неравенство (27) 
равносильно неравенству

[х -  ( - 2 ) ]  х-̂  (X  -  i ) (X  -  2)  ̂(X  -  3) <  0. (28)
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Решим сначала уравнение
[X -  ( - 2 ) ]  (д: -  1) (л: -  2Г (X -  3) =  0. (29)

Оно имеет только пять корней: х, =  —2, ЛГ2 =  0, дгз =  1, X t = 2 ,  
Хг̂  =  3. Затем решаем строгое неравенство

[X -  (_ 2 ) ]  х Ц х - 1 ) { х -  2у- { х - 3 ) < 0  (30)

обобщенным методом интервалов (рис. 18). Множеством всех его 
решении будет множество (— оо; —2) и( 1;  2)U(2;  3). Объединяя

2

множество решений уравнения (29) и строгого неравенства (30), 
получим множество всех решений неравенства (28), а в силу 
равносильного перехода — неравенства (27).

Итак, множество всех решений неравенства (27) есть множество 
(_ о о , _ 2 ] и { 0 } и [ 1 ;  3].

§ 3, Уравнения с двумя неизвестными

Основные понятия. Пусть дано уравнение

R{ x ,  y) =  Q(x,  у),  (1)

где R{ x ,  у), Q{x,  у) — многочлены, целые (см. § 3 гл. II) относи­
тельно двух букв х  и у. Тогда говорят, что дано алгебраическое 
уравнение с двумя неизвестными х  и у. Упорядоченная пара {х, у) 
называется набором неизвестных уравнения ( 1). О ДЗ уравнения (1) 
является множество всех пар (л-, у), где буквы х  м у  могут быть 
любыми действительными числами.

Числовой набор (л:„, //,), соответствующий набору неизвестных 
{х, у), называется решением уравнения ( 1), если равны числовые 
значения многочленов jR и Q, соответствующие этому числовому 
набору, т. е. если справедливо числовое равенство R  (х„, г/„) =
- Q{x^,  Уд). Решить уравнение (1) — значит найти множество всех 
его решений, т. е. найти все числовые наборы, каждый из кото­
рых обращает уравнение (1) в верное числовое равенство. Если 
множество всех решений уравнения ( 1) состоит из k  пар действи­
тельных чисел (х,, г/i); (х. ,̂ у^)\ . . . ;  (х^, г/*), то говорят, что урав­
нение ( 1) имеет только k решений, т. е. множество всех решений 
есть множество М =  {{х^, yj), {х. ,̂ у.^), . . . ,  {Xf ,̂ у^)}. Если же мно­
жество всех решений состоит из одной пары (х,, г/,), то говорят, 
что уравнение ( 1) имеет единственное решение. Например, урав­
нение х ‘̂ -\-у'^ =  Ь имеет единственное pemeime {х, у): (О, 0). В слу­
чае, если множество всех решений уравнения ( 1) есть пустое
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множество, говорят, что уравнение ( 1) не имеет решений. Н апри­
мер, уравнение х'- +  у^ =  — 1 не имеет решений.

Пусть даны два алгебраических уравнения с двумя неизвест­
ными:

R  у) =  Q {х, у) и Т  (.V , г/) =  5  (х, у).

Эти уравнения называются равносильными, если любое решение 
первого уравнения является решением второго уравнения и любое 
решение второго уравнения является решением первого уравне­
ния. В силу этого определения равносильны любые два уравнения, 
не имеюш,не решений.

Замена одного уравнения равносильным ему другим уравне­
нием называется равносильным переходом от первого уравнения 
ко второму.

Справедливы следующие у т в е р ж д е н и я :
1 . Уравнения R { x ,  y) =  Q(x ,  у) и R { x ,  y ) ~ Q { x ,  у) =  0 равно­

сильны.
2. Уравнения R { x ,  y) = Q{x,  у) и R { x ,  y) +  S{x ,  y) =  Q ( x , y ) +  

-\-S{x , у), где S { x ,  у ) — любой многочлен, целый относительно 
букв X и у ,— равноси.гьны.

3. Уравнения R ( x ,  у)=  ̂ Q(x ,  у) и a R  (х,  y) =  aQ{x,  у) равно­
сильны для любого, отличного от нуля действительного числа а.

4. Пуст ь известно, что справед.гиво тождественное равенство 
R  (х , у) =  Т  (х, у), тогда уравнения R  {х, y)=^Q {х, у) и Т  (х, у) =  
=  Q ( a ; ,  у )  равносильны.

Справедливость этих утверждений доказывается аналогично 
доказательству соответствуюш,их утверждений § 1 и потому опу­
скается. И з утверждений 1 и 4 вытекает, что каждое алгебраи­
ческое уравнение с двумя неизвестнылги х  \i у  можно привести 
к виду Р{ х ,  у) =  0 , поэтому можно рассматривать лиш ь уравне­
ние вида

Р { х , у )  =  0,  (2)

где Р{ х ,  у) — многочлен, целый относительно букв х  п у. Д ля 
геометрической иллюстрации множества всех решений уравне­
ния (2 ) целесообразно ввести систему координат на плоскости.

Прямоугольная система координат на плоскости. Если указан 
способ, позволяющий устанавливать положение точек на плос­
кости заданием пар чисел, то говорят, что на плоскости задана 
система координат. Плоскость в этом случае называют коорди­
натной п.госкостью. Рассмотрим простейшую и чаще всего упо­
требляемую систему координат, которая называется прямоугольной.

Пусть дан отрезок, длина которого принята за единицу изме­
рения длины на плоскости, т. е. пусть введен масштаб. Пусть 
даны две взаимно перпендикулярные прямые. Точку пересечения 
прямых будем считать началом отсчета или началом координат. 
Н а каждой прямой зададим положительное направление и отло­
жим от начала координат заданный единичный отрезок. Таким
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образом, на каждой этой прямой введена своя система координат 
(см. § 5 гл. I); эти прямые называют координатными прямыми, 
их часто называют еще координатными осями, причем одну 
из них принято называть осью абсцисс, а другую — осью ординат.

Если на плоскости введен масштаб и заданы две взаимно 
перпендикулярные координатные оси и указано, какая из этих 
осей является осью абсцисс, а какая осью ординат, то говорят,

что на плоскости задана прямо­
угольная система координат.

Обозначим начало координат 
буквой О, ось абсцисс — буквами 
Ох и ось ординат — буквами Оу. 
На рисунках координатные оси 
обычно располагаются так, чтобы 

'  ось абсцисс была горизонтальной
и ее положительная полуось на­
правлена вправо, а положитель-

----- ная полуось ординат — вверх
л  (рис. 19).

Р и с .'|9 . Пусть М  — любая точка ко­
ординатной плоскости. Проведем 

через точку М прямые, параллельные координатным осям. Пусть 
прямая, проходящая через точку М  и параллельная оси Оу, пере­
сечет ось абсцисс в точке N , а прямая, проходящая через точку М , 
параллельная оси Ох, пересечет ось ординат в точке L  (см. рис. 19). 
Так как на осях заданы системы координат, то точка N  имеет 
в системе координат на оси абсцисс координату а, точка L  имеет 
в своей системе координат на оси ординат координату Ь. Тогда 
координатами точки М  в выбранной системе координат с осями 
Ох и Оу называют упорядоченную пару чисел (а, Ь). Число а на­
зывается первой координатой, или абсциссой точки М , число Ь 
называется второй координатой, или ординатой точки М . Тот 
факт, что точка М  имеет абсциссу а  и ординату Ь записывается 
так: М  (а, Ь) (при этом сначала пишется абсцисса, затем орди­
ната точки М).

Часто, когда рассматриваются несколько разных фиксиро­
ванных точек координатной плоскости, их обозначают некоторой 
заглавной буквой с разными номерами, например, М^, М^, . . .
. . . ,  Л1„, . . .  Координаты этих точек помечаются соответствующими 
номерами: Mi (х^, г/,), М^(х^,  у^), . . .  М„{х„,у„) ,  . . .

Так как через любую точку плоскости можно провести только 
одну прямую, параллельную данной координатной оси, а каж ­
дая такая прямая пересечет соответствующую перпендикулярную 
ей ось только в одной точке, то каждой точке координатной 
плоскости соответствует только одна упорядоченная пара чисел — 
координаты этой точки.

Между точками, лежащими на любой оси, и множеством дей­
ствительных чисел имеется взаимно однозначное соответствие
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(см. гл. I), следовательно, разным точкам плоскости хОу будут 
соответствовать разные упорядоченные пары действительных чисел. 
Итак, если на плоскости задана прямоугольная система коор­
динат хОу, то между множеством точек на плоскости и множе­
ством упорядоченных пар действительных чисел существует сле­
дующее с о о т в е т с т в и е ;

1. Каждой точке плоскости соответствует одна упорядочен­
ная пара действительных чисел.

2. Двум разным точкам плоскости соответствуют разные упо­
рядоченные пары действительных чисел.

3. Нет ни одной упорядоченной пары действительных чи­
сел, которая бы не соответствовала какой-нибудь точке пло­
скости.

Такое соответствие называется взаимно однозначным соответ­
ствием. Таким образом, введение на плоскости прямоугольной 
системы координат позволяет установить взаимно однозначное 
соответствие между множеством всех точек плоскости и множе­
ством упорядоченных пар действительных чисел. Это соответствие 
дает возможность сводить изучение множества точек плоскости 
к изучению множества пар действительных чисел, т. е. ирименять 
к изучению BO[ipocoB геометрии алгебраические методы.

Сделаем несколько з а м е ч а н и й ;
1. Абсцисса точки М  равна нулю  тогда и только тогда, когда 

точка М  лежит на оси Оу.
2. Ордината точки М  равна нулю  тогда и только тогда, когда 

точка М  лежит на оси Ох.
3. Точка О — начало координат  (и только она) имеет обе коор­

динаты, равные нулю.
4. Множество всех точек координатной плоскости, каж дая 

точка которого имеет положительную ординату (г/ >  0 ), называется 
верхней полуплоскостыо.

5. Множество всех точек координатной плоскости, каждая
точка которого имеет отрицательную ординату (у <  0 ), называется 
нижней полуплоскостью.

6 . Множество всех точек координатной плоскости, каж дая
точка которого имеет положительную абсциссу {х >  0 ), называется 
правой полуплоскостью.

7. Множество всех точек координатной плоскости, каж дая
точка которого имеет отрицательную абсциссу (х <  0 ), называется 
левой полуплоскостыо.

8 . Множество всех точек координатной плоскости, каждая
точка которого имеет положительную абсциссу {х >  0 ) и поло­
жительную ординату {у >  0 ), называется первой координатной 
четвертью.

9. Множество всех точек координатной плоскости, каждая
точка которого имеет положительную ординату (у >  0 ) и отрица­
тельную абсциссу (л: <  0 ), называется второй координатной чет­
вертью.
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10. Множество всех точек координатной плоскости, каж дая 
точка которого имеет отрицательную абсциссу (д; <  0 ) и отрица­
тельную ординату (у <  0 ), называется третьей координатной 
четвертью.

11. Множество всех точек координатной плоскости, каждая 
точка которого имеет отрицательную ординату (г/ <  0 ) н положи­
тельную абсциссу {х >  0 ), называется четвертой координатной 
четвертью.

12. Две точки Mi (Xi ,  т/,) и у.,) называются симметрич­
ными относительно оси ординат, если их координаты таковы,

что x, =  — x^ i i y ^  =  y^ (рис. 2 0 ); 
симметричными относительно 
оси абсцисс, если их координаты 
таковы, что х у ^ х ^  и i/j =  —у^ 
(рис. 2 1 ); симметричными, от­
носительно начала координат, 
если их координаты таковы, что 
•*1 =  — ^2  и Уг =  — У̂  (рис. 2 2 ).

Т е о р е м а  1 . П ри любом рас­
положении двух точек A Ii(x ,, у^) 

и М.^{х^,  1/г) на координатной плоскости квадрат расстояния 
между ними (т. е. квадрат длины отрезка М^М^)  определяется 
формулой d^—{x.̂  — x^f-\-{y.^— y^ f ,  т.  е. квадрат расстояния между 
двумя любыми точками координатной плоскости равен сумме 
кёадратов разностей одноименных координат.

W )  !

(3>2f0) О Ш'„0)

Рис. 20.
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0 ш
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Рис. 21.
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О [Xj,0)  S  
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Рис. 22.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны две несовпадающие точки 
Mi (Xi ,  у^) и М^{Х2, у.,). П рямая М ,М 2 может быть:

а) параллельна оси Оу (или совпадать с ней);
б) параллельна оси Ох (или совпадать с ней);
в) не параллельна ни оси Оу, ни оси Ох. Доказательство

теоремы проведем для каждого из этих случаев отдельно.
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а) Пусть прямая, на которой лежат точки г/,) и М^{х^, у^),
параллельна оси Оу (или совпадает с ней). Тогда у любой точки, 
лежащей на этой прямой, одна и та же абсцисса, т. е. у точек 
М | и М .2 одинаковые абсциссы; х ^ — х^ =  т  (рис. 23).

Эта прямая может быть рассмотрена как ось, с положитель­
ным направлением вверх, с тем же самым единичным отрезком, 
что и для системы координат хОу, и началом в точке (/п, 0). 
Координата любой точки этой оси будет совпадать с ординатой

П
Щ)-

(0,0

Шг) riz(h’!/z)

{т,0) S  

Рис. 23.
i / r h ' f

Рис. 24.

той же точки, рассматриваемой как точка плоскости. Согласгю 
теореме 1 (§ 5 гл. I) расстояние между точками и М^, как 
точками этой координатной прямой, равно d — \ y ^ ~ y i \ ,  откуда

=  I г/2 -  f/i Г =  О +  i.y-1 -  У i f  =  {т -  т у  +  (у., -  У.)' =

б) Пусть прямая, на которой лежат точки М , и М^, парал­
лельна оси Ох (или совпадает с ней). Тогда у любой точки, ле­
жащей на этой прямой, одна и та же ордината, т. е. у точек Mf 
и УИ.2 одинаковые ординаты; г/, =  г/2 =  « (рис. 24).

Эта прямая люжет быть рассмотрена как ось с положительным 
направлением вправо, с тем же самым единичным отрезком, что 
и у системы координат хОу, и началом в точке (О, п). Коорди­
ната любой точки этой оси будет совпадать с абсциссой той же 
точки, как точки плоскости. Согласно теореме 1 (§ 5 гл. I) рас­
стояние между двумя точками М , и М^, как точками этой коор­
динатной прямой, равно d = ^ \ x 2 — xi \ ,  откуда

-  1Л-, -  р =  (Ха -  х,у- +  О (X, -  Xi)2 +  (п -  пу- =
=  { х , - х , у  +  ( у . , - у ^ у .

в) Пусть теперь точки и не лежат ни на прямой, 
параллельной оси ординат, ни на прямой, параллельной оси 
абсцисс. Тогда одноименные координаты этих точек будут разные 
числа, т. е. х^Ф х.^  и УхФУг  (рпс. 25). Проведем через точку
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прямую, параллельную оси абсцисс, а через точку — прямую, 
параллельную оси ординат. Эти прямые пересекутся в точке 
К{Х2, Уг). Точка Mi  и точка /< лежат на прямой, параллельной 
оси абсцисс, следовательно, как было установлено в случае б), 
расстояние между этими точками (длина отрезка М^К) равно 
(■1м , К ^ \ Х 2 — Xj |.

Точка М , и точка К  лежат на прямой, параллельной оси 
ординат, следовательно, как было установлено в случае а), рас­

стояние между этими точками 
(длина отрезка M.J{) равно (1м^к=

— Т ак как треугольник 
Л-1 ДУИ2 — прямоугольный, то по 
теореме Пифагора d ^~ c l‘̂Auic +  
- I -  d\M,K =  I -^2 ~  л:1 1 - + 1У2 — г/i Р- На 
основании свойств абсолютной ве­
личины получим

d- =  ( x ^ ~ x , f  +  { y , - y , ) \

Теорема доказана полностью. 
С л е д с т в и е .  Расстояние d 

Рис. 25. между двул1я любыми точками
М^{х^,  у^) и М^{х^,  г/2) коорди­

натной плоскости определяется по формуле

d = V { x ^  — x ^ f  +  (r/з — y^ f .
П р и м е р .  Найти расстояние d между точками —3, —2)

и M J - 2 , 1).

d ^  ] / [ - 2 ^ ( ~ - 3 ) р  +  [ 1 - ( - 2 ) р  =  КТО.
Геометрическая иллюстрация множества решений. Непустое 

множество всех тех точек координатной плоскости, координаты 
Л' и у  каждой из которых являются решением уравнения (2 ): 
Р{х ,  f̂) =  0, есть некоторая фигура G. Говорят, что уравнение 
Р {х, г/) =  0 задает фигуру G или что оно является уравнением 
фигуры G, если выполнены два следующих условия:

1. Координаты каждой точки М„(л'„, у^) фигуры G являются 
решением уравнения Р [х, у) == О, т. е. удовлетворяют числовому 
равенству Р(Хо, г/„) =  0 .

2. Любому решению уравнения Р (х, у) =  0, т. е. любой паре 
чисел (^1, г/,), удовлетворяющей числовому равенству Р ( х , , / / , )= 0 , 
соответствует на координатной плоскости точка ;И, (х,, y j ,  при­
надлежащая фигуре G.

Приведем некоторые п р и м е р  ы.
]. Пусть дано уравнение

( x - a ) ^  +  ( y ~ b Y ^ - . R - \  (3)
Покажем, что на координатной плоскости это уравнение являет­
ся уравнением окружности радиуса R  с центром в точке С (а, Ь).
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Действительно, возьмем любую точку с координатами х  
и г/и, лежащую на данной окружности. По определению окруж ­
ности расстояние от точки Мд до центра окружности — точки С __
равно R.  И спользуя следствие из теоремы 1, получим, что =  

—а)^ +  (г/о — 6 ) .̂ Из этого числового равенства вытекает 
числовое равенство

Следовательно, каж дая точка, лежащ ая на данной окруж­
ности, имеет координаты, являющиеся решением уравнения (3 ).

Возьмем теперь любое решение уравнения (3), т. е. возьмем 
любую пару чисел (х^, (/i) такую , что справедливо числовое р а­
венство

( x , - a y  +  ( i / ,~d)^==R^

Это числовое равенство равносильно числовому равенству

Упорядоченной паре чисел (х^, у^) соответствует на координат­
ной плоскости точка M-^{Xi, г/,), причем из справедливости число­
вого равенства V{.Xi — aY +  {yL — b f = \ R \  =  [  ̂ следует, что точка 
M^{Xi ,  г/i) лежит на окружности радиуса R  с центром в точке 
С (а, Ь).

Значит, действительно, уравнение (3) является уравнением 
окружности радиуса R  с центром в точке С (а, Ь) (рис. 26). Пусть

на координатной плоскости дана окружность радиуса г с цент­
ром в точке (а, (I). Рассуждая аналогично, можно показать, что 
уравнение

{ x - a . f  +  ( y - f y f  =  r̂ .

есть уравнение этой окружности.
И так, на координатной плоскости каждое уравнение вида (3) 

есть уравнение некоторой окружности, а каж дая окружность 
задается некоторым уравнением вида (3 ).
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Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана окруж ­
ность, имеют в виду, что дано уравнение этой окружности, т. е. 
что дано уравнение вида (3).

2. Пусть дано уравнение

х - а  =  0. (4)

Покажем, что на координатной плоскости это уравнение яв­
ляется уравнением прямой, параллельной оси ординат и прохо­
дящей через точку А (а, 0).

Действительно, возьмем любую точку М„,  лежащую на этой 
прямой. Тогда абсцисса этой точки есть число дг„ === с , а ордината у, 
есть какое-то фиксированное действительное число.

Очевидно, что эти координаты и у„ являются решением 
уравнения (4), т. е. координаты любой точки, лежащей на пря­
мой, параллельной оси ординат и проходящей через точку А  (а, 0), 
являются решением уравнения (4).

Возьмем теперь любое решение уравнения (4), т. е. возьмем 
любую пару чисел (х,, у^) такую, что она удовлетворяет число­
вому равенству а  =  0. Другими словами, возьмем любую 
пару чисел (а, t/,), где у , — любое фиксированное действительное 
число.

Легко видеть, что точка Mi { a ,  у^) лежит на прямой, парал­
лельной оси ординат и проходящей через точку А (а, 0) (рис. 27). 
Значит, действительно, уравнение (4) является уравнение.м пря­
мой, параллельной оси ординат.

Пусть на координатной плоскости дана прямая, параллель­
ная оси ординат и проходящая через точку D(d,  0). Рассуж дая 
аналогично, можно показать, что уравнение x  — d — 0 является 
уравнением этой прямой.

Итак, на координатной плоскости каждое уравнение вида (4) 
есть уравнение некоторой прямой, параллельной оси ординат, 
а прямая, параллельная оси ординат, задается некоторым урав­
нением вида (4).

Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана прямая, 
параллельная оси ординат, имеют в виду, что дано уравнение 
этой прямой, т. е. дано уравнение вида (4).

3. Рассуждая аналогично, можно показать, что на коорди­
натной плоскости каждое уравнение вида

y - b  =  Q (5)

есть уравнение некоторой прямой, параллельной оси абсцисс 
(рис. 28), а каждая прямая, параллельная оси абсцисс, задается 
некоторым уравнением вида (5).

Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана пря­
мая, параллельная оси абсцисс, имеют в виду, что дано урав­
нение этой пря.мой, т. е. дано уравнение вида (5).
142



4. Пусть дано уравнение
y  =  k x + b ,  (6 )

где к ф О .
В главе VI будет показано, что на координатной плоскости 

это уравнение является уравнением прямой, проходящей через 
точку М (0 , Ь) н образующей с положительным направлением оси 
Ох угол, тангенс которого равен к (рис. 29).

Ш)

О X
I. y-b-ff

Рис. 28.

Пусть на координатной плоскости дана прямая, проходящая 
через точку М (0 , b^) и образующая с положительным направле­
нием оси Ох угол, тангенс которого равен k^, где ^ i ^ O ;  можно 
показать, что уравнение

y ^ k , x  +  bi

является уравнением этой прямой.
Итак, на координатной плоскости каждое уравнение вида (6 ), 

где й=7̂ 0 , есть уравнение прямой, не параллельной ни одной из 
осей координат, а каж дая прямая, не параллельная ни одной из 
осей координат, задается некоторым уравнением вида (6 ), где 
к ф О .

Поэтому, говоря, что на координатной прямой дана прямая, 
не параллельная оси абсцисс и не параллельная оси ординат, 
имеют в виду, что дано уравнение этой прямой, т. е. дано урав­
нение вида (6 ), где к ф О .

Уравнение первой степени. У равнением первой степени с двумя 
неизвестными называется уравнение вида

Ах-{- B y -\-С =  0,

где А “ В'^ФО,  или другими словами, где хотя бы один из двух 
коэс|)фициентов А \\ В  отличен от нуля.

Из вышеизложенного вытекает, что на координатной плос­
кости каждое уравнение первой степени с двумя неизвестными 
есть уравнение некоторой прямой, а каж дая прямая плоскости 
задается некоторым уравнением первой степени с двумя неиз­
вестными.

Действительно, пусть дано уравнение
А х  +  В у-\-С  =  0 {А‘̂ +  В - ф О ) .  (7)
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Если В =  0, то учитывая, что А ф О ,  уравнение (7) равносильно 
уравнеплю

а выше показано, что это уравнение есть уравнение прямой. Если 
В ф О ,  то уравнение (7) равносильно уравнению

а выше показано, что это уравнение есть уравнение прямой. 
Значит, действительно, уравнение (7) является уравнением неко­
торой прямой. Кроме того, можно показать, что если на коор­
динатной плоскости дапа прямая, то она задается некоторым 
уравнением вида (7).

Поэтому, говоря, что на координатной плоскости дана пря­
мая, имеют в виду, что дано уравнение этой прямой, т. е. что 
дано некоторое уравнение первой степени с двумя неизвестными.

Поскольку через две несовпадаюи1,ие точки проходит едипст- 
вепиая прямая, то для того чтобы задать прямую, достаточно 
задать две несовпадающие точки, лежащие на этой прямой.

Значит, если известны координаты двух несовпадающих точек, 
лежащих на этой прямой, то можно написать уравнение этой 
прямой.

П р и м е р .  Написать уравнение прямой, проходящей через 
начало координат и через точку М ( р ,  q), где р" +  д'^ФО. Если 
р -  0 , то очевидно, что эта прямая есть ось ординат и ее урав­
нение есть х =  0 .

Если ^ =  0, то очевидно, что прямая есть ось абсцисс и ее 
уравнение есть у  0 .

Если д ф О ,  р ф О ,  то как указано выше, уравнение этой 
прямой есть уравнение вида (7), где А,  В,  С — некоторые фикси­
рованные числа, причем А^ +  В" ФО.

Найдем эти числа, используя условие, что две точки 0 (0 , 0) 
и Л'1 (р, q) лежат на этой прямой.

Так как прямая проходит через начало координат, то пара 
(О, 0) должна являться решением уравнения (7), а это возможно 
только если С =  0. Ясно, что В=/=0, так как если бы коэффи­
циент В  был равен нулю, то уравнение (7) имело бы вид О, 
т. е. было бы уравнением оси ординат {А Ф  О, так как А--\-В^ Ф  0), 
что противоречит условию р ф ( ) .  Так как В ф О , т о  уравнение (7) 
равносильно уравнению

У -= 1гх,

где k — — . Так как прямая проходит через точку (р, q), то
справедливо числовое равенство

q=--kp.
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Следовательно, ^ =  у  и уравнение прямой, проходящей через
начало координат н через точку М{р,  q), не лежащую ни на 
одной оси координат, имеет вид

а

Совокупность уравнений. Пусть даны многочлены Р^{х,  у),  
Po(.t, у), . . . ,  Р,„{х, у), целые относительно букв х  и у.

Говорят, что дана совокупность т алгебраических уравнений  
с двумя неизвестными

Р , (Л-, у) =  О, Р., (л-, (/) =  О, . . . ,  {х, у) =  О, (8 )

если требуется найти все пары чисел (х, у), каж дая из которых 
является решением хотя бы одного уравнения из совокупности (8 ), 
и которая называется решением совокупности (8 ). Таким образом, 
решить совокупность уравнений (8 ) — это значит решить каждое 
уравнение совокупности, т. е. найти множества Alt, Л1о, 
где .'VI; — множество всех решений уравнения Р;{х,  у)^=0,  а затем 
найти множество являющееся объединением всех этих мно­
жеств: - JMj и-Ма и • • • и Множество Л1о и будет м)юже-
ством всех решений совокупности уравнений (8 ).

Уравнение (1) равносильно совокупности уравнений  (8 ), если 
любое решение уравнения ( 1) является решением совокупности 
уравнений (8 ), а любое решение совокупности уравнений (8 ) яв­
ляется ренюннем уравнения ( 1), иными словами, если мнол<ества 
их решении совпадают. Замена уравнения (1) равносильной сово­
купностью уравнений (8 ) называется равносильным переходом от 
уравиепия ( 1) к совокупности уравнений (8 ).

Часто с помощью таких равносильных переходов к совокуп­
ности уравпе1Н1Й удается решить исходное уравнение. Например, 
пусть требуется найти все корни уравнения

х ^ - у ^ ^ О .  (9)

Воспользуемся формулой сокращенного умножения (см. гл. И) 
х~ — у ' ^~{х  — у){х-\ -у) .  Тогда по утвержден1но 4 получим уравне­
ние (10), равносильное уравнению (9):

( х - / / ) ( д ; 4 -//)== 0 . (1 0)

Уравиен11е ( 10), как легко видеть, равносильно следующей 
совокупности уравнений:

х - у - О ,  д ,'-Ь //-0 . (И )
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Множество всех решений первого уравнення совокупности 
есть множество всех пар (/, /), где / — любое действительное число: 
Ml  =  {(^ 01  ̂ Множество всех решений второго уравнения со­

вокупности есть множество всех 
пар {q, — q), где <7 — любое действи­
тельное число: Мз =  {{q, — q)\q 6  
Таким образом, множество всех 
решений совокупности ( 11), а зн а­
чит, и уравнення (9), есть объе- 

(fffx J  диненне этих множеств М =  
= M i U / V l „  т. е. М =  {(/,

1 .ц^х- 0
К ак было показано выше, 

каждое из уравнений совокуп­
ности (И ) есть уравнение пря­
мой. Поэтому (1)игура, задаваемая 

уравнением (9), представляет собой две прямые; причем легко 
видеть, что эти прямые проходят через начало координат и яв­
ляются биссектрисами координатных углов (рис. 30).

§ 4. Системы уравнений

Система двух уравнений с двумя неизвестными. Пусть даны мно­
гочлены Р{х,  у), Q{x,  у), целые относительно букв х,  у. Говорят, 
что дана система двух алгебраических уравнений с двумя неиз­
вестными X и у.

Р( х ,  у) =  0 .

Рнс. 30.

Q(x,  у) =  0. ( 1)

если требуется найти числовые наборы, соответствуюш,ие набору 
неизвестных (х, у),  каждый из которых является решением каж ­
дого из уравнений системы ( 1), т. е. если требуется найти все 
такие числовые наборы неизвестных (х, у),  при подстановке каж ­
дого из которых в оба уравнения системы ( 1) последние обращ а­
лись бы в верные числовые равенства. Каждый такой числовой 
набор называется решением системы ( 1) (уравнення системы обычно 
записываются в стапбик и объединяются фигурной скобкой).

Решить систему уравнений (1), это значит найти множество 
всех решений данной системы. Следует отметить, что это мно­
жество является пересечением двух множеств: множества всех 
решений первого уравнения системы и множества всех решений 
второго уравнення системы. Рассмотрим еще одну систему двух 
алгебраических уравнений с двумя неизвестнылш:

I S(.v, у) =  0 ,
где R{ x ,  у), S(jr, у) — МЕЮгочлены, целые относительно букв х  
и у. Две системы алгебраических уравнений (1) и (2) называются
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равносильными, если любое решение первой системы является 
решением второй системы и любое решение второй системы яв­
ляется решением первой системы. Другими словами, системы (1) 
и (2 ) равносильны, если множества их решений совпадают. Йз 
определения следует, что две системы равносильны, если множества 
их реидений пусты.

Говорят, что дана совокупность k  систем двух алгебраических 
уравнений с двумя неизвестными:

( У) =  0. \ у)  =  0,  I Pf,(x,  у) =  0,
\  Qi i x ,  у)-= 0 , \  Q^(x,  у) =  0,  \  Qk{x,  г/) =  0 ,

где P i (X, у), (х, у), (.V, у), Qi (х, у), {х, //) — мно­
гочлены, целые относительно букв х  и у, если требуется найти
все числовые наборы, каждый из которых является решением 
хотя бы одной из систем уравнений совокупности (3). Каждый 
такой набор называется решением совокупности систем уравне­
ний (3).

Система уравнений (1) равносильна совокупности систем урав­
нений (3), если любое решение системы уравнений (1) является 
решением совокупности систем уравнений (3), а любое решение 
совокупности систем уравнений (3) является решением системы 
уравнений ( 1).

Приведем некоторые у т в е р ж д е н и я  о равносильности 
систем уравнений:

1. Если изменить порядок следования уравнений системы (1), 
то полученная система равносильна системе ( 1).

2. Если одно из уравнений системы {\) заменить на равносиль­
ное уравнение, то полученная система равносильна системе (1).

3. Пусть в системе уравнений с неизвестными х  и у  одно из 
уравнений записано в виде, где в левой части стоит одно из не­
известных, например х, в первой степени, а в правой часпш— мно­
гочлен, целый относительно у. Тогда говорят, что неизвестное х  
выражено через другое неизвестное у. Если неизвестное х  выражено 
из первого уравнения системы ( 1), то, подставив в другое урав­
нение системы ( 1) вместо х  этот многочлен от у, получим равно­
сильную систему уравнений, т. е. равносильны следующие системы;

I x =  R{ y ) ,  I x = R ( y ) ,
\ Q { x , y ) ^ 0 ,  " 1 Q [ /? ( y ) ,  //] =  0.

Заметим, что второе уравнение Q [/?(//), //] =  0 является уравне­
нием с одним неизвестным, и поэтому для нахождения его ре­
шений можно применить способы, рассмотренные в § 1 .

4. Если первое уравнение системы (1) заменить уравнением,
равным сумме первого уравнения, умноженного на некоторое дей­
ствительное число и второго уравнения, умноженного на
некоторое действительное число а , то полученная система урав­
нений равносильна системе уравнений  ( 1), т. е. при любых дей-
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ствительных и а  две следующие системы уравнений равно­
сильны;

Р( х ,  у) =  0, ( y) +  aQ(x,  у) =  0,
Q{x,  f/) =  0, ” \  Q{x,  у) =  0.

В качестве следствия утверждения 4 имеем утверждение:
5. Если первое уравнение системы (1) заменить на сумму 

(или разность) первого и второго уравнений системы, то полу­
ченная система уравнений будет равносильна системе уравне­
ний ( 1).

6 . Если первое уравнение системы {\) равносильно совокупности
уравнений Pi ( x ,  у ) ^  0 , Р^^х,  t/) —О, Р^{х,  у) =  0 . то си­
стема ( 1) равносильна следующей совокупности k систем уравнений:

Р, ( х ,  у) =  0, ( Р, ( х ,  у) =  0, i Р„{х, г/) =  0,
Q(x, (/) =  0 , \  Q (x, г/) =  0 , \ Q ( x ,  у) =  0 .

Если и уравнение Q (x, </) =  0 равносильно совокупности /п урав­
нений Qi(a:, (/) =  0 , Q.^(x, у )  =  0 , Q„{x,  г/) =  0 , то к каждой
системе совокупности (4) применимо утверждение 6  и каждая 
система совокупности (4) может быть заменена своей совокупно­
стью m систем.

Доказательство всех этих утверждений опускается.
Рассмотрим применение этих утверждений при решении систем 

уравнений.
Система двух уравнений первой степени с двумя неизвестными.

Рассмотрим систему двух уравнений первой степени с двумя не­
известными;

I +  />,// + Cl =  О,

\  а.,х +  Ь.,у +  с . , ^ 0 ,

где a l - j - b l ^ Q  и al +  b j ^ O ,  другими словами, где хотя бы один 
из двух коэ4)фициентов а^ и Ь^, а также хотя бы один из двух 
коэффициентов а.  ̂ и Ь., отличны от нуля (в противном случае по 
крайней мере один из многочленов a ,x -fb j/ /  +  Ci или аоХ + /73// + Cg 
не был бы многочленом первой степени ни относительно неиз­
вестного X, ни относительно неизвестного у).

Каждое из двух уравнений системы (5) (как было показано 
в § 3) является уравнением прямой на координатной плоскости. 
Как известно, две прямые на плоскости могут либо пересекаться 
в одной точке, либо совпадать, либо быть параллельными, но не 
совпадающими. Следовательно, и при нахождении всех решений 
системы уравнений (5) могут возникнуть эти ситуации.

Рассмотрим их на примерах.
1 . Пусть дана система уравнений

J х  — у  =  0 .
\ х + у - { - \ = 0 .
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Система (6 ), как легко видеть, равносильна системе

{х +  г / + 1 = 0 . (7 )

(8)

Используя утверждение 3, перейдем от системы (7) к системе

I л: =  г/,

\  У + У +  1 = 0 , 
ен равносильной.

Второе уравнение системы (8 ) есть уравнение первой степени
1с одним неизвестным и имеет единственное решение г/,— — у .  

Следовательно, система (8 ), а значит и равносильная ей система (6 )

V  ^ Л
/  ж \ т

\ f - W /  \

Н ' - Ы

А

а \  \
0 Т

Zjr+ '̂4A-7

Л
Рис. 31. Рис. 32.

имеет единственное решение (х ,, у ^ \  — , — у  j . Точка с этими

координатами является точкой пересечения прямых, задаваемых 
уравнениями (6 ) (рис. 31).

2. Пусть дана система уравнений

( х - \ - у - \ - 1 = 0 .
(9)\  2 л: +  2 г/ +  2  =  0 .

Разделив левую и правую части второго уравнения на 2, перей­
дем к системе

i х + у + 1  =  0 , 

\  +  у Н' 1 =
( 10 )

равносильной исходной системе (9).
Система (10) состоит из двух одинаковых уравнений, что со­

ответствует двум совпавшим прямым на коордннат)юй плоскости 
(рис. 32). Очевидно, что множество всех решений системы (10), 
а значит и равносильной ей системы (9) есть множество всех пар 
вида (/, — 1 — /), где t — любое действительное число,
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3. Пусть дана система уравнений 
( х - \- у  — 0 ,
\  2 х +  2 г / + 1 = 0 ,

Перейдем к равносильной ей системе
f х =  —  у,
\  2 х  +  2 у  +  1 = 0 .

Воспользовавшись утверждением 3, получим систему 
( А- =  — г/,
\  2 { - у )  +  2у + 1 = 0 ,

(И)

( 1 2 )

(13)

совпадающим, но

равносильную системе (12 ).
Второе уравнение системы (13) равносильно числовому равен­

ству 1 = 0 ,  которое не верно. Следовательно, система (13), а зн а­
чит и система ( 11) не имеют решении, что соответствует двум не 

параллельным прямым на координатной 
плоскости (рис. 33).

Способ решения систем урав­
нений (6 ), (9) и (11), основанный 
на утверждении 3, называется спо­
собом подстановки или способом 
исключения неизвестного.

Рассмотрим его применение на 
более сложном примере, когда 
одно из уравнений системы не яв-

\

\ Х
Рис. 33.

ax-\-by +  c =  Q, 
х- +  у- ^=\ .

(14)

Рассмотрим случай, когда 6  =  0. Тогда первое уравнение си­
стемы (14) есть уравнение прямой, параллельной оси ординат. 
Второе уравнение системы (14) есть уравнение окружности еди­
ничного радиуса с центром в начале координат. Применив метод 
подстановки ( а ф О ,  так как  6  =  0 ), получим систему

(15)

равносильную исходной системе (14). Второе уравнение системы (15) 
является квадратным уравнением. Если 1 —- ^ < 0 ,  то это урав­
нение не имеет корней и, следовательно, система (15) и равно­
сильная ей система (14) не имеют решений. Это соответствует
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ситуации, когда прямая х  — — ~  не пересекает единичную окруж ­

ность х ‘̂ +  у ‘'“ =  \ (рис. 34). |^На рис. 34 прямая х  — — — изобра­

ж ена и в случае  ̂— т )  ^  ® случае ^

^2
1 ----- ^ =  0,*то второе уравнение системы (15) имеет единственное
решение г/ =  0. Система (15), а значит, и система (14) и.меют при 
этом единственное решение (xj, r/i): ^ Г е о м е т р и ч е с к и  
это соответствует случаю касания прямой единичной окружности 

в точке ^ o j  (рис. 35). ^Н а рис. 35 прямая х — — изо­

бражена и в случае ^— |-^  =  1 , и  в случае ^— а ) ~  — ̂ ' )

1 — ^  >  О, то второе уравнение системы (15) имеет только два

корня и у. си­

стемы (15) н (14) имеют при этом только два решения (Xj, у,),

(^2, У-гУ- ^ ( ~ а З ’ “   ̂ 0^ ) '  Геометри­
чески это соответствует пересечению единичной окружности пря-

 ̂ ( - 7 .  / ^ )  ■■ ( - 1 .
/

(рис. 36). Ш а  рис. 36 прямая x =  — пзобра- 

случаях: 1) 0 < — - ^ < 1 , 2 ) =

мои х  =  — — в двух точках

жена в трех

3 ) 0 > ( - ^ ) > - 1 . )
Если Ь ф О ,  то из первого уравнения системы (14) можно вы­

разить неизвестное у: ij =  —  - j X  — -^ — n аналогично вышесказан­
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ному применить способ подстановки. При этом возможны толь­
ко три ситуации;

1. Система (14) не имеет решений, т. е. прямая и окружность 
не имеют общих точек (см. рис. 34);

2. Система имеет единственное решение, т. е. прямая является
касательной к данной ок­
ружности (см. рис. 35);

3. Система имеет только 
два решения, т. е. прямая 
пересекает окружность толь­
ко в двух точках (см. рис. 
36).

Проведение соответству­
ющих выкладок в этом слу- 

«-/ чае предоставляется читате­
лю.

Способ линейного преобра­
зования (способ базируется на 
утверждении 4 и заключен в 
равносильной замене первого 

уравнения системы другим уравнением, равным сумме первого 
уравнения, умноженного на число f>=^0 , и второго уравнения, 
умноженного на число а).

I

Рис. 35.

Л

( i - Ш )

(Г, О) а _____

0 Ц < Т  
Ж. a>Sg>-f

Рис. 36.

Рассмотрим применение этого способа на примере решения 
следующей системы уравнений:

( х^ +  у^ +  З у + 1 = 0 ,
\  х^ +  у^ +  у ~ 3  =  0 .

Вычитая из первого уравнения второе, получим на основании 
утверждения 5 систему

/ 2i/ +  4 =  0,

\  + 1/̂  +  У — 3 =  0,
152

( 17)



равносильную системе (16). Первое уравнение системы (17) 
имеет единственное решение «/i =  —2. Подставив это значение 
во второе уравнение системы (17), получим, что эта система, 
а значит, и равносильная ей система (16) имеют только два ре­
шения: ( 1 , —2) и (— 1 , —2). Отметим, что часто эти решения 
записываются в виде множества: М =  {(1 , — 2 ); (— 1 , —2 )}.

Способ замены системы уравнений совокупностью систем урав­
нений  (способ базируется на утверждении 6  о равносильности 
системы уравнений совокупности систем уравнений).

Рассмотрим применение этого способа на примере решения 
следуюш,ей системы уравнений:

I x ' - t - x  +  ,j =  0.
\  x +  ̂ « - 2  =  0 .

Поскольку первое уравнение этой системы равносильно сово­
купности уравнений

х  — у  =  0 , х + у — 1 = 0 ,

то система (18) равносильна совокупности систем
х - у  =  0 , j х  +  у ~ 1 ^ 0,
х +  г/ = - 2  =  0 , \  х + у ^ ~ 2  =  0 . ^

К аж дая из систем совокупности (19) легко решается способом 
подстановки. П ервая система имеет только два решения: (1, 1); 
(—2 , —2 ); вто{^я система_тоже имеет только два решения:

(  H l f l , i z i f l )  ; (  ,С л е д о .а « л ь „ о . система

(18) имеет только четыре решения:

( 1 . 1); ( - 2 , - 2 );

Рассмотрим еще применение этого способа на примере решения 
системы двух уравнений с двумя неизвестными, если одно из 
уравнений этой системы будет однородным уравнением второй 
степени. Уравнение ах^-\-Ьху-\-су^ =  0 называется однородным 
уравнением второй степени. И так, решим систему уравнений

( ах 2 +  Ьл:у +  сг/2 = :0 ,
\ / > ( х ,  г/) =  0 ,

где Р{х ,  у) — многочлен, целый относительно х  и у.
1. Пусть а=^0. Очевидно, что система (20) равносильна сово­

купности систем
{ г/ =  0 , I Ь х ^ с у  =  0 ,
\  Р{ х ,  г / ) - 0 ,  \  Р{ х ,  г/) =  0.

Каждую из этих систем можно решить способом подстановки.
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2. П усть а ф О .  Применим к левой части первого уравнения 
системы (2 0 ) тождественное преобразование «выделение полного 
квадрата»:

—а

где D =  Ь“ — Аас.
В случае, если D >  О, левая часть первого уравнения си­

стемы (2 0 ) представляется в виде произведения
V D  \

у ) ,ax^--\-bxy +  c tf  = а  (-^ у ) 2а

и поэтому система (2 0 ) равносильна совокупности систем

„ I ь + У р
2а

Р {х ,  г/) =  0 ,

г/ =  0 . Y d
2а

Р (х ,  у) =  0.

у==0 . (22)

Каждую из этих систем можно решить способом подстановки. 
В случае, если D =  0, совокупность систем (22) состоит из двух 
одинаковых систем уравнений, т. е. на самом деле есть только 
одна система уравнении.

В случае, если D <  О, из равенства (21) вытекает, что первое 
уравнение системы (2 0 ) имеет единственное решение (Хц Уг)- 
(О, 0 ) — и поэтому остается проверить, удовлетворяет ли это ре­
шение второму уравнению  системы (2 0 ).

Решим следующую систему уравнений;
( x̂ - +  x y  +  f = \ 9 ,
\  — хг/ +  г/- =  7.

Применим сначала способ линейного преобразования системы; 
умножая первое уравнение на 7, а второе на 19 и вычитая затем 
из второго уравнения первое, приходим к системе уравнений

\ 2 x ~ - 2 6 x y + W f  =  0 ,
x - '^ -x y  +  i f  =  7,

равносильной систе.ме (23). Применим к левой части первого 
уравнения тождественное преобразование «выделение полного 
квадрата»:

13у
12а'2 — 26л:у+12г/- =  12

13(у\2
=  12 X — 1 2 ) 144

25//“ ■ \3у 
12 '

5^
12

Ш у - '  
144 

]3у
X — _

12 !2 ^
^У\ /  „ ^У^
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На основании этого тождественного преобразования и утвержде­
ния 6  можно утверждать, что система уравнении (24) равносильна 
совокупности систем уравнений:

х - | / /  =  0 , I  =

x - ~ x i j  +  t f  =  7 ,  \ x ‘̂  —  x y  +  t f  =  l .

Реш ая каждую  из этих систем способом подстановки, получаем, 
что первая система имеет только два решения: (2; 3) и (—2; — 3̂); 
и вторая система имеет только два решения: (3; 2) и (—3; —2). 
Следовательно, система (23) имеет только четыре решения: (2; 3); 
( - 2 ;  - 3 ) ;  (3; 2); ( - 3 ;  - 2 ) .

Иногда для решения системы уравнений утверждение 6  надо 
применить не один раз, а несколько раз. Например, так надо 
поступить при решении системы уравнений

I л ." - ( / ^ = 1 9 ( х - / / ) ,
\  x ^ ^ i f  =  7 ( x  +  i j ) .  ^

Перепишем эту систему в следующ,ем равносильном виде:

I {х -у ){ х " -  +  ху  +  у^--19)= =0, 
\  { х + у ) [ х ^ ~ х у  +  у ^ - -  7) =  0.

Н а основании утверждения 6  эта система равносильна совокуп­
ности систем

х  — у  =  0, ( х^ +  ху  +  у ^— 19 =  0,
(х +  у ) (х ^ ^ -х у  +  у ^ - 7 ) ^ 0 ,  \  (х +  у ) ( х ^ - х у  +  у ^ ~ 7 )  =  0.

Применяя к каждой системе опять утверждение 6 , получим, что 
исходная система уравнений (25) равносильна совокупности си­
стем уравнений

) х - у  =  0, ( х - у  =  0,  ( х^ +  х у + у ^ - 1 9  =  0,
\  A.- +  f/ =  0, \  х ^ - х у  +  у - - 7  =  0, \  л: +  г/ =  0,

j  х^ +  х у + у ^ - \ 9  =  0 , 
\ х ^ - - х у + у ^ - ~ 7  =  0.

Первые три системы легко решаются способом подстановки, а чет­
вертая система уже была решена выше. Собирая вместе решения 
всех этих систем, получаем, что исходная система (25) имеет только 
д е ^ т ь  решений: (О, 0); ( К 7, К ? ) ;  (— / 7 ,  — V I ) ;  {— V W ,
]/'Т9); (К Т 9, - У Щ - ,  (2 , 3); ( - 2 , - 3 ) ;  (3, 2 ); ( - 3 ,  - 2 ).

Отметим, что обычно для решения системы приходится при­
менять несколько способов.

Системы уравнений с несколькими неизвестными. На практике 
приходится решать системы уравнений не только с двумя неиз­
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вестными, но и с большим количеством неизвестных: с тремя, 
четырьмя и т .д .  Поэтому приведем соответствующие определения 
и рассмотрим необходимые для решения таких систем утверждения.

Пусть надо решить уравнение
R {x , у , Z, t ) ^ Q { x ,  у , Z...........t), (26)

где R {x , у , Z, . . . , / )  и Q{x, у , г, . . . ,  /) — многочлены, целые
(см. гл. И) относительно букв х , у , z, .. . ,  t. Тогда говорят, что
дано алгебраическое уравнение с неизвестными х, у, г, 
Заметим, что неизвестные х , у , г, t представляют собой
множество всех неизвестных, содержаш,ихся как в левой, так 
и в правой частях уравнения (26). Например, уравнение 4х'~ =
— уг +  5у^ есть уравнение относительно неизвестных х , у , г, ибо 
многочлены, стоящие в левой и правой частях этого уравнения, 
могут быть записаны в виде R (x ,  у , г) — =
Q{x, у , z) — yz-\-5y^- =  0 -x -\-y z  +  by'\ откуда видно, что эти мно­
гочлены действительно целые относительно букв х , у, г.

Упорядоченный набор {х, у , z, t) называется набором
неизвестных уравнения (26). О Д З уравнения (26) есть множество 
всех числовых наборов, соответствующих набору неизвестных {х, 
у , г, . . . ,  /), у каждого из которых на месте каждого неизвест­
ного может стоять любое действительное число.

Числовой набор (Хо, Уо. •̂ о̂. •••> ^о). соответствующий набору 
неизвестных (х, у, z, . . . ,  i), называется решением  уравнения (26), 
если равны числовые значения многочленов R  и Q, соответствую­
щие этому числовому набору, т. е. если справедливо числовое 
равенство R{x„, у„, г„, . . . ,  to)=-Q(x„, г/„, z„, . . . ,  /„).

Решить уравнение (26) — это значит найти все его решения, 
т. е. найти все числовые наборы, каждый из которых обращает 
уравнение (26) в верное числовое равенство.

Пусть даны два алгебраических уравнения с одними и теми 
JK6 неизвестными;

R {x , у, Z, . . . ,  t)r Q{x, у, г, t)
и

Т { х , у, Z, t ) ^ ^ S { x ,  у, z, . . . ,  /).

Эти уравнения называются равносильными, если любое решение 
первого уравнения является решением второго уравнения и, на­
оборот, любое решение второго уравнения является решенив;М
первого уравнения. Замена одного уравнения равносильным ему 
другим уравнением называется равносильным переходом от пер­
вого уравнения ко второму.

Справедливы следующие у т в е р ж д е н и я :
1. Уравнения R (x ,  у, z, . . . ,  t) Q (x , у, z, i) и R ( x ,y ,

z, . . . ,  i) — Q{x, y , z, . . . ,  i)-r Л) — равносильны.
2. Уравнения R {x , у, z, t) =  Q{x, у , z, t) и R { x ,y ,

z, . . t ) ' r S { x ,  y,  z, . . t ) - Q { x ,  y , z ,  i ) \ - S  {x, tj, z,
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где S {x , у, г, t) — многочлен, целый относительно букв х, 
у, Z, t, равносильны.

3. Уравнения R {x , у, г, t) -^ Q { x , у , z, t) и a R {x ,
у , г, t)= ^aQ {x, у , г, равносильны для любого, отлич­
ного от нуля действительного числа а.

4. Пусть известно, что справедливо тождественное равенство 
R {x , у, г, . . . ,  t) =  T { x , у , г, . . . ,  t)\ тогда уравнения R {x , у, 
Z ,  t) =  Q (x , у , Z ,  t) и Т  {х, у , Z ,  . . . ,  t) =  Q {x, у , г, t) —  
равносильны.

Справедливость этих утверждений доказывается аналогично 
доказательству соответствующих утверждений § 1 и потому опу­
скается.

Из утверждении 1 и 4 вытекает, что каждое алгебраическое 
уравнение можно привести к виду Р {х, у, z, . . . ,  t) = ~0, поэтому 
можно рассматривать лишь уравнения вида

Р {х , у , Z, . . . ,  t) =  0,  (27)

где Р (х , у , Z, . . . ,  О — многочлен, целый относительно букв
у, Z, . . . ,  t.

Пусть даны многочлены Р^ (х, у, г, . . . , t ) ,  Р^{х, y , z ,
. . . ,  'Р„(х, у , г, . . . ,  t), целые относительно букв х , у , z, . . . ,  t. 
Говорят, что дана совокупность т  алгебраических уравнений 
с неизвестными х, у, z,

( x ,y , z ,  . . . , t )  =  0 , Ро(л:,г/, г , 0 = 0 , . . . , P ^ ( x , y , z ......./) - 0 , (28)

если требуется найти все числовые наборы, соответствующие на­
бору неизвестных (л:, у, г, . . . ,  /), каждый из которых является 
решением хотя бы одного уравнения из совокупности (28). К аж ­
дый такой набор называется решением совокупности (28). Таким 
образом, решить совокупность уравнений (28)—это значит решить 
каждое уравнение Я,-(л:, у, z, . . . ,  ^  =  0 , где i =  l ,  2 , . . . ,  т, 
а затем взять объединение этих решений.

Уравнение (27) равносильно совокупности уравнений (28), если 
любое решение уравнения (27) является решением совокупности (28), 
а любое решение совокупности (28) является решением уравне­
ния (27). Замена уравнения (27) равносильной совокупностью (28) 
называется равносильным переходом от уравнения (27) к совокуп­
ности (28).

Пусть даны многочлены Р^ {х, у , г ..........t), Р^ {х, у , г, . .  . ,  t), . . .
. . . ,  Р ^ (х , у , Z, . . . ,  t), целые относительно букв х, у, г, 
Говорят, что дана система т  алгебраических уравнений с иенз- 
вестньши X, у, z, . . . ,  t\

р ,  {X, у, г, . . . , 0  =  0 ,
, Р., {X, у, Z,  . . . . 0  =  0 ,

(29)

. Р,п (X,  У, г, . . . , 0  =  0 .

157



если требуется найти все числовые наборы, соответствующие на­
бору неизвестных (.v, у, z, . . . ,  t), каждый из которых является 
решением каждого из уравнений системы (29), т. е. если требуется 
найти все такие числовые наборы неизвестных {х, у , г, t), 
при подстановке каждого из которых во все уравнения системы (29) 
последние обращались бы в верные числовые равенства. Каждый 
такой числовой набор называется решением системы (29) (урав­
нения системы обычно записываются в столбик и объединяются 
фигурной скобкой).

Две системы алгебраических уравнений с одними и теми же 
неизвестными х, у, г, . . t называются равносильными, если 
любое решение первой системы является решением второй си­
стемы и, наоборот, любое решение второй системы является ре­
шением первой.

Говорят, что дана совокупность k  алгебраических систем урав­
нений с неизвестными х , у , z,

{X, у ,  Z,  0  =  0 ,

у ,  г ,  . . . ,  0  =  0 .

P m i i x ,  у ,  Z,  . . 0  =  0 ,

Р ^,{х , у, г, . . . ,  0  =  0 , 
Р ц  {.X, У г ^ у  • • • > 0  =  0 , .

Рпг  (X, У,  Z, . . . ,  0  =  0 ,

P ^ k i x ,  У, г ............. 0  =  0 ,
Р^к {X, у , Z, . .  . ,  О =  О, (30)

если требуется найти все числовые наборы, каждый из которых 
является решением хотя бы одной из систем уравнений совокуп­
ности (30). Каждый такой набор называется решением  совокуп­
ности систем уравнений (30). Система уравнений (29) равносильна 
совокупности систем уравнений (30), если любое решение системы 
уравнений (29) является решением совокупности систем уравне­
ний (30), а любое решение совокупности систем уравнений (30) 
является решением системы уравнений (29).

Приведем некоторые у т в е р ж д е н и я  о равносильности си­
стем уравнений.

1. Если изменить порядок следования уравнений системы (29), 
то т лученная систелш равносильна системе (29).

2. Если одно из уравнений системы (29) заменить на равно­
сильное уравнение, то полученная система равносильна системе (29).

3. Пусть в системе уравнений с неизвестными х , у , г, . . . ,  t 
первое уравнение записано в виде, где в левой части стоит одно 
из неизвестных, например х, в первой степени, а в правой части — 
многочлен, целый относительно других букв. Тогда говорят, что 
неизвестное х  выражено из первого уравнения системы через дру­
гие неизвестные. Если неизвестное х  выражено из первого уравне­
ния системы через другие неизвестные, то, подставив в другие
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уравнения системы вместо х  этот многочлен и/п других неизвест­
ных, получим равносильную систему уравнений, т . е. равносильны 
две следующие системы:

x  =  Q{ y ,  Z...........t),
P ^ix , у , z, . t) =  0 , 

P,„{x, У, г, . . . .  t) =  0 ,

x  =  Q(ij, z, t),
P J Q (( / ,  г, y, z, . .  . ,<] =  0 ,

. Pm[Q{y, г, . .  . , t ) ,  у , z, . .  . , t ]  =  0 .
Заметим, что если во второй системе рассмотреть только урав­
нения Р.  ̂=  0, Р^ =  0, . . . ,  Р,„ =  0, то они образуют систему урав­
нении с числом неизвестных меньшим, чем в первой системе.

4. Если первое уравнение системы (29) заменить уравнением, 
равньш сумме первого уравнения, умноженного на некоторое 
действительное число и второго уравнения, умноженного
на некоторое действительное число а, то полученная система 
уравнений равносильна системе уравнений  (29), т. е. при любых 
действительных и а  две следующие системы уравнений
равносильны:

Р , ( X,  у ,  Z ,  0  =  0,
Р.^{х, у ,  Z ,  . . . , / )  =  О,

I  Рт{Х, у ,  Z ,  t) =  0.

i у, г, . . . ,  i) +  aP^{x, у , z, . . . .  t) =  0,
i Pj  {x, y , Z, . . . ,  0  =  0 ,

. { X,  y ,  Z ,  . . . , t) — 0.
В качестве следствия утверждения 4 имеем у т в е р ж д е н и я :

5. Если первое уравнение системы (29) заменить на сулшу 
{или разность) первого и второго уравнений системы, то полу­
ченная система уравнений будет равносильна системе уравне­
ний  (29).

6 . Если первое уравнение системы (29) равносильно совокуп­
ности уравнений Q, {х, у , z, . . . ,  О =  О, (х, у, г,  . . . ,  /) =  О, . . .  
. . . ,  Qk{x, у, Z,  /) =  0, то система (29) равносильна следую­
щей совокупности систем уравнений:

Q i  ( X,  у ,  Z ,  . / )  =  0 ,  

Р а  (л:, у ,  Z ,  . . . ,  0  =  0 ,

^т{Х< У> Z, /) =  0 ,

!/. г, . .  /) =  0 ,
Р.,(х, у, Z,  . .  . ,  0  =  0 ,  . . .

Р,„{х, у , Z,  . . . .  0  =  0,
Qk{x,  у, Z,  . . . ,  /) =  0,
Р.,{х, у, Z,  . . . ,  0  =  0,

I Рт{Х> У у Z, 0  =  0.

(31)
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Если другие уравнения системы (29) равносильны своим со­
вокупностям уравнений, то к каждой системе совокупности (31) 
применимо утверждение 6  и каждая система совокупности (31) 
может быть заменена своей совокупностью систем уравнений. 
Полная совокупность систем уравнений, равносильная системе (29), 
получается перебором всех логически возможных случаев.

З а м е ч а н и е .  Системы линейных алгебраических уравнений 
подробно рассматриваются в гл. X.

1 1 р и м е р .  Решим систему трех уравнений с тремя неизвест- 
нылт:

с" +  г/ + 2  =  2 ,
x  +  t f  +  z =  2 , 
x  +  tj +  z^==2 .

(32)

Первое уравнение заменим на разность первого и второго 
уравнений, второе уравнение заменим на разность второго и треть­
его уравнений. В результате по утверждению 5 получим систему, 
равносильную исходной:

'■ +  y  — x  — if= ~ 0 .
(33)Z — у — =  О,

х  +  у  +  г'^-^2 .

Многочлены, стоящие в левой части первого и второго урав­
нений системы (33), можно разложить на множители:

х'" +  У — х  — у^ =  {х — у) {х +  у — \), 
y^ +  z - y ~ z ^ ^ { y ^ z )  {y +  z - \ } .

В результате, по утверждению 2, система (33) равносильна 
следующей системе:

' ( х - у ) { х + у - \ )  =  0 ,
( у - г ) { у  +  г — \) =  0,  (34)
x + y  +  z'  ̂=  2 .

Первое уравнение системы (34) равносильно совокупности урав- 
иени!1

х  — у  =  0 , х - \ - у — \ = 0 .

Следовательно, по утверждению 6 , система (34) равносильна со- 
В0 куп}!0 сти систем

х +  у — \ = 0 ,
{ у - г )  (у +  2 - 1) - - 0 ,
x  +  y +  ẑ - =  2 .

(35)
x  — y-~^Q,

{у — г) {у +  г — ]) =  0 , 
х +  г/ +  2^ - 2 ,

Второе уравнение в системах совокупности (35) равносильно со­
вокупности уравнений

y-—z =  i), // - f  2 — 1 — 0 .
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Следовательно, первая система совокупности (35) равносильна 
совокупности систем

х ~ у  =  0 , Г х ~ у ^ О ,  
у — г -О, ■ у +  2 — 1 =  О,

[ x + y  +  z^:~-2 , [ x + y  +  z^.= 2 .

Вторая система совокупности (35) равносильна совокупности 
систем

X +  у — 1 = 0 , 
у ~ г  =^0 , 
х  + у  +  г’' -  2 , 1

х  +  у — 1 ==0 , 
y +  z — \ = -0 , 
х  +  у  +  г^ =  2 .

Таким образом, совокупность систем (35), а значит, и равносиль­
ная ей система (32), равносильна следующей совокупности систем 
уравнений

х  — у ^ О ,  Г X —.(/ =  0 , |'д: +  у — 1 = 0 ,
у  — г — О, < г / - ( - г — 1 = 0 , <t /  — 2 =  0 , 
х  +  у  +  г'̂  =  2 , ( л: +  (/, +  2^ - 2 , \ х  +  у +  г^=^-2 .

х  +  у  — 1 ---О, 
г/ +  2 - 1 - 0 , 
x  +  y  +  z^ =  2 .

Все системы этой совокупности легко решаются методом подста­
новок. Первая система имеет только два решения (х, у , г);
( - 1  + К '3 ;  - 1 + Т ^ З ;  _ 1  + 1 / 3 ) ;  ( - 1  - К З ;  - 1 - V 1 ;  - 1 - У ^ ) ;  
вторая — только два решения (х, у, г): (— 1 ; — 1; 2 ); ( 1; 1 ; 0 ); 
третья — только два решения (х, у , г): (0 ; 1 ; 1); (2 ; — 1 ; — 1); 
четвертая— только два реи1ения (х, у, г): ( 1 , 0 ; 1); (— 1 ; 2 ; — 1). 
Следовательно, исходная система (32) имеет только 8  решений 
(д:, у , z y . _ i - l + V 3 -  _ 1 + у 1 ; - 1 + 1 / ' 3 ) ;  ( - 1 - 1 / 3 ; - 1 - / 3 ;
- 1 - К з ) ;  (0; 1; 1); (1; 0; 1); (1; 1; 0); ( - 1 ;  - 1 ;  2); ( ^ 1 ;  2, 
- 1); (2; - 1; - 1).

УПРАЖ НЕНИЯ

Применяя способ выделения полного квадрата, записать в В1!де алгебраи­
ческой суммы квадратов многочленов следующий многочлен (I — J4);

1. 6л:2 +  7л:— 3. 2. 23 +  3 \ х - 5 х ^ .  3. 27^:“— 15л:— 112.

4. а - 2 - 6 (х + 1 2 ) .  5. л :(л  +  34) +  289. 6. - - L x  ̂+  2x + L

7. - ^ х ^ — 4х \ 2. 8. 9 — З х — ^ .  9. 4х^— 4 х + 1 .
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10. 4л:М“Зл:Ч-1- И- — +  <ix‘'- — Ax+\ .
1 3 j-2 у 1

12. 2 ,v3_x  +  ^ .  13. +  +

1 4 .1  бл» +  1 Gx' — 4,ts _  4л:» +  л;1“.
Следующий многочлен записать в виде квадратного трехчлена относительно 

X и найти его дискриминант (15—33);

15. 3 - | | - t - 4 ; c ^  16. 2 3 х - т - х ^ .

17. 13л-— 11— 8а: ( 1 + х). 18. л: (22 + л:) — 2 (л:— 3).
19. 4 ! X'-i-2 (4л: +  С). 20. (л:— 1) (3 — 2л) — Зл:'‘‘+ 2 .
21. (2.»: — 3)(Зл:+1) — (л: — 11). 22. 3 (л;-1-1) (2д: +  3) — (л:— 1)2.
23. 8.V: — (4 л-!-3) (л: — 2 ) —л:(2лг— 1). 24. л:= — (л;4-2) (3— л:) — 2.V — 8.

25. 5(4^2 +  4 ) - 3 ( л ' - 1 )  +  4 ( х + 1 ) .  26. 1  (1 - ^ )  ( 2 - л : ) - | - .

27. - l(2 .v  +  9 ) - l ( x - 2 - 2 ^ ) .  28. 3 +  ̂ ± i H f l = i ) .

29. 2тх — тп  — г.х-{~2х^. 30. х2 +  2 о (6 — л:) +  36д:.
31. x- — b { 2x — b)— 4b‘‘. 32. 5а(лг— а)-|-8а(л- +  2 а )— д :(л :-а )+ 2 а (л :— а).
33. (л— 3)(3л'— о )— (л:— 2а)(2л ;-3 ).
Принадлежит ли множество {1; —2} множеству всех решений следующего 

уравнения (34—41):
34. 2 л :+ 1 --3 (л :— 2) — (л :-7 ); 35. (л:— 1) (л: +  2) =  0;
38. 2л:-1-л=—3 =  0; 37. л:'! +  7л:3 =  8;
38. 4-1-л-* -=5л:2; 39. + 2 х  ( \ — х) =  х^;
40. л:Ч-Зл:(л: — 3) =  7д: — 9; 41. (л:2 +  3л: — 5) (л:^+ 3л: +  3 ) + 7 =  0? 
Равносильны ли два следующих уравнения (42—54):

42. 2 .« -Ь 1 = 3  и 2л: =  2; 43. ^ ^ ^ ^  =  9,5 и л:(л;— 1) =  2;

44. а:- =  4 и х‘ - 16 =  0; 45. д;2-|-1==0 и л * + 1 = 0 ;
46. 9.v(2.v — 3 )= 2 6  и (6.V— 13)(Зх:+2) =  0;

47. ( ,v - 2 ) (3  +  4^)=2^2 и ^ х + ^ ^ ) ( л: - ^ ± ^ ) = 0 ;

48. (л:-|-4) =  0 и (л +  4)(л:2 +  4л:+100) =  0;

49. л - - 1 2 = 1 7 —2л: и (л: — 12)2 =  (17— 2л)=;

50. л-2 =  6 — х: и л:2 (.V— 2) =  (6— д:) (л: — 2);

51. л:2 +  Г) =  5л: и (л:2 +  6) (л: +  4) =  5л: (л:-1 4);

52. 3r=2.i: — л:= и 3 +  (л:М-5) =  2л:— д:2-1-(л:2+5);

53. - |-(л --4 ) =  0 и 2 (х + 1 )(л :  +  3) +  8 =  (2л:+1)(л:+5);

54. (Зл-4-2)(2л:—7)= 6(д : +  2 )2+ 7  и 3 ( 5 - 2  {л:̂ —2л: 1-10)] =  5а-?
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Равносильны ли следующие уравнение и совокупность уравнени!) (55—72):

Уравнение Совокупность уравнений

55. 13л:— 9 2 = 0 ;  х=7-1~;1 «3

56. 7л:=18— 2л:; Зл: +  6 =  0;

57.

=  (•* +  5) (jc-j-3) 
( З л : - 2 ) ( х - 1 )  , 2 , ( х - 3 у -

2 ,v _ 5 [ 7 — ( .г - б )  (л:-Ь1)] =  28;21 7 ' 7

58. 2л;2-З2 =  л;-Ь4
л: =  4;

л: =  —4; Зл:+12 =  0;

59. (Зл:— 5) (2х— 5) =-х^-',-2х +  3 х - 4  =  0; д := -^ ;
О

60.
61.
62.

2x (x ~ l - 7 ) ^ x - - i - 3x
2 х ^ - 1 5 ^ х
15— I U -.8 .v (I - i-x )

5х^=6х ;  5.v +  4 =  0;
2(л:— 1 )= л :+ 1 ; 2.v+,5 =  0; 
8л:—5 =  0; л :+3  =  0;

63. ,  , 1 Зх
— | у = т 2л:=1; 2л: +  6 =  2(д: I 4) + 1 ;

64.
65.

( х + 1 ) ( 2 л - - г З ) - 4 * 2 -2 2  
(3x +  5 f - ] -2 x  (Зх +  5 ) = 0

0 ,3 л :-1 ,8  =  0,7 — 0,2л:; 2л: +  5 =  0; 
3 { 7 - 3 [ л: - 2 (х -1 ) ] }  =  6л-; 2* =  5i

66. Зл:— 1 = 0 ;  6 — (3 — х )= 4 л :—4;
67.

68.

( х + Ц ^  +  ( х - 2 Г -  =  2{х^— 2,5) 
х{2х  +  \) (х +  2 ) ( х - 4 )  1

15— л: (8— л:) =  (л:— 5)2; л: =  5; 

0,5л: +  4 = ^  — 3; 2 (л: — 5)2 =  0;О14 7 2

69. - | ( 2 х - 7 ) = | ( х - 8 ) - ^ i - 0 . 2 5 , - 1 - i ,  2 , - 1  = 0 ;

70. 3(д:— 9)2—2 (л: — 9 ) - 1 6 = 0 л: 3 /  , 4 \  13 
3 5 (,"^+3 j “ 2 ’

71.
72.

Зд: (д:- 2 )  -  (;t-L 1 > (а: - 1 3 )  =  0 
4 { 2 д : - 3 ) 2 - 4 ( 2 л : - 3 )  +  1 = 0

х'^— 14.V:-f 49 =  О; 
д^2_|,7^0; 13л:2— 14л-Ь9 =  0; 
У~Зх -— х - ^ 2  =  0; 
3 (2 л :-7 )(л :2 + 1 ) „

4

Решить следующее уравнение (73—123);
73. 5 — 4(.« — 3) =  д: — 2 (л: — 1).
74. 4 (3  +  л ) — 3(2л-— 5 )-= 6  —  ;с —  2 (3  —  А).
75. 3 { 1 5 - 2  [ х - 2 ( х  —  4:) ]— х } . . Ъ х — 2{).
„  х — \ 3— л: I х — 2 2 х — 5 х —  2 ^ , 1
' 6 - 6 -  — =  — . 77.  ---------- - = = 5 x - 1 7 j .

78. 0 ^ ( x - l )  +  0 ,5 (3 .v - 9 )  =  | - i  79.

6*

4,4.<
),5

16Э



80. (,v-l 2) (л— 1). 0. 81. 2х(3д:— 4) =  0.
82. (3.V+4) (5— 2 х ) ---=0.
83. л;2 — 7x~L6 =  0. 84. 2д:2— 5 л :+ 12 =  0.
85. Зл:2— 7л:— 1 - 0 .  86. 2л: ( х + 6) =  л;2 — Зл:.
87. 3(л:2+20) -21;с. 88. л: +  2л: (л:— 1) =  5.

1
89. (2л:+5)2 i 2л: (Зл:+5) =  0. 90. ( ^ J + 2  j  “  ' =

91. 7(л:2 +  5л:-1-8)-.:3(л:+1)(л: —2).
92. 3 (л:2 —Зл:+ I) — 2л: (л:—2) =  20 — 3 ( х +  I) (2л:—4).
93. 2 (л:—3) — 3(л;2-2л: — 4) =  4л:а — (3 —5л:) (л;— 1) — 34.

S4. 3 ( . - 2 ) - i ( ^ = . - 4 .

95. (л: Н-2) (л:—3 )4 -л: (л:+  4) =  (л:— 3) (л:—7) +  л;2.
66. (л: +  1) (л +  2) +  9 +  (л: +  2) (д; +  3) =  (л: +  3) (д: +  4).

97. (2 +  0,5^) ( 4 - 1 ) + з 1  = 0 . 2 ( 1 + 2 1

98. 18 +  (;с4 4 ) (л :-3 )(л :-1 )= ^ (д :+ 1 )(х + 3 )(л :+ 2 ).
99. (1—л :)(х+ 2)(л :+ 3 ) =  9л:2 —х‘-Ч -4 (1 — 7л:).
100. л;2+4л:—8 V "8- x  +  20 =  0. 101. х (л: — 3) —2л: { V^"2.;c— 3) =  0.
102. (л :4 -1 )(л :-3)—2 ( х +  >^'7)-=0.
103. Зл:2 — 2х(л: — я )+ (л :+ 2 )  (Зл:— 1) =  0.
104. ( / 2  —х)х  —( )/̂ Зл: +  4)(л:-1-2)=-- 0. 105. (л: +  2)2==2 (л: +  2) +  3.
1 0 6 . (л:2 +  5л- — 7 ){ 2 л :2 + Ю л :— П ) + 1 = 0 .  1 0 7 . л:б — Зл:'-* +  2 - - 0 .

108. х* +  2х^ — 8 =  0. 109. —2л:5 +  л:=~=0.
110. {х  ̂+  х ^ + 1 ) ( х ^  +  х ^ + 2 ) г = 1 2 .  111. (л;2 +  2л:+1)(л:2 — 5л: +  7 )= 0 .
112. (4л:3 — 19л:2 +  12х) (2х^ _  7л: +  6) =  0.
И З. (л:^— 1) (л:2 —5л:—6) =  0. 114. Зл:» — Зл: (л;— 1) =  7л:2.
115. л:3—л:2 +  л:— 1 = 0 . 116. х  ̂+  л: —2 =  0.
117. л:»—2(л:+ 1) =  л:. 118. л:̂  —7л:3 +  Ил:  ̂— 7л:+I = 0 .
119. (л:+9)(^с— 1)(2л:2+16л:— 20)=12 .
120. (л:=—5л:+7)2_2(л : —2)(л: —3 )= 1 .
121. л:«+л:3 +  л:2 +  д :+ 1 = 0 . 122. л:̂  — л: (л:^—л :+ 1 ) 1  = 0 .
123. х  ̂+  х''> =  х^.

Принадлежит ли множество {—2; 1} множеству всех решений следующего 
неравенства (124—134):

124. 7 х - 3  ( 2 х + 3 )  >  2 ( х - 4 ) ;  125. ^  <  2 - L - l ^ }

126. > 5 - ^ ;  127. ^  <  0,3(x  +  7) +  2 l ;

128. л -(л :-1)—6 >  5л:—л:2; 129. л:̂ — 4л: +  3 <  0;

130. ~ х ^ - 3  (л: +  5) <  0; 131. Эл:̂ —6л:+ I >  0;

132. л(.г —3)—2 <  Зл :-(л :2+ 2); 133. 4л:2+6 ^ л : - - | ^  >  2;

134. (Л--2) (Зл:+4) ( х 2 + 1) >  О?

\

Равносильны ли два следующих неравенства (135—153);
135. л-2 +  4л:+ 12 >  О и л:— л:̂ — 3 >  0;
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146. 3

136. (2л :-5 ) (2 .V -I X  О и 1  <  д: <  А  ; ,

137. (л:— 1)2 >  О и 1— л: <  0;
138. 4х— 3 > 1 и (4л:— 3) (х +  2) >  л: + 2;
139. 2(5лг— 4 ) < 4  и 4 (5д: — 4 )^ <  16;
140. х +  3 > 0  и x■̂ > — Зх^;
141. х — х ^ < 2  и (л:— л;2)(х:+4л:= Ь 5 )< 2 (л :  +  4л:2 +  5);
142. 2л.-— 4 >  3 и 2л: — 4 4-2(л: +  3) >  3-| 2 (x  +  3);
143. д:2— 5л: +  6 С 0  н К 2 л :  +  7=^3;
144. х^ — X— б ^ З л :— 1 и 3 ; ^ 5 — 2л: ^ —5;
145. х  +  4 < Зх — 2 и л:(л:-:-1)? >  3(л:+1)2;

2 , - 1 : z 2 ^ ^

147. 6л:2— 29л: +  30 <  О н — Зл:2 +  5л:-|-2 >  0;
148. (jc2— 4)(л:-Ь1) > О и л:-=—2л: — 3 > 0;
149. л:“— л:+ 1 >  О и 4л:2-|-л:+3 >  0;
150. л:̂ — 1 <  О и л: <  1;
151. л : ^ — 1 и д :» - |-К О ;
152. л:» — х“ +  л:2— л:-Ь 1 ^ 0  и х* — З л :+ 1 0 ^ 0 ;
153. 2х^— \ < х *  и 4л:< — 4л^4 5л:2 — 4л :+ 1 ^ :0 ?
Решить следующее неравенство (154—205):
154. 21— 7 (2л:— 9) >  Зл:. 155. 5 (3— л:) —3 (;с— 4) <  16л. 
156. 2(л:— 1)— 3 (2л:— 3) >  6 — 3 ( х + 5 ) .

1 5 7 .1  ( 3 - 2 * ) - l ( 4 - 5 x )  >  J  (х +  4 ) - 1 6 .

. . о  (4 д с -7 )(З л :-5 ) ,  2 (4л :-9 ) ( л : - 1),58 . ^ ------------- ^ ------------- g----------.

159. 1 ( 2 х + 2 4 ) - 0 , 1  ( х + 1 )  >  ^ - 0 , 3 ( 2 - 3 х ) .

162. (Зл: — 2)(2л:— 3 )— (2л:— 1 )(л :-2 )  +  6л:> (2л:—3)^.
163. ( 3 ^ - 4 )  (З л + 1 ) ( 8 х - 1 1 ) ( х  +  2) ^  (6 л :-1 )(2 л :-3 )

,64 . <  1 2 +

165. (2л: +  3) (X — 7) — (23л:— 11) С 2  (л: +  8) (л:— 2).
Q О 4 у 4- 1 4

166. - ( 2 х - 7 ) - ^ ( л : - 8 ) - 4 г ^ 5 1 5 ± ^ + ^ ( л : - 1 1 ) .

167. л:— 2 <  0. 168. Зл:̂  — 5л:— 8 '< 0 .
169. 15л:2— 77л:+ 10 >  0. 170. Зл:^^ 13л:— 3 0 ^ 0 .
171. 16л:— 15л:(л--Ь1) <  0. 172. 21— 22л:—24л:“^ 0 .

173. (л :-4 )Ч л  +  5 ) < 0 .  174. > х + ' - ^ .

175. (л:— 3 ) ^  (л:— 3)2. 176. 8л:(л: +  2) +  3(л:-! 1) >  — 1.
177. (2л +  2)(л:— 1 ) < 5 .с +  6.
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т .  ^ х ^ - 2 х + ^ >  х ( х - \ )  +  ^.

179. 2 / 2 х — /З л г  +  2 < 0 .
180. (л:̂ — 16«)2— 6 3 ^ 2 (л -2 — 16лг).
181. л:Ч-2л: +  7гг:{4 +  2л: +  л:2) {?,-\-2х +х'^).
J82. (Зл:2— 4л:+1)(4л:^ — бх  ̂+  лг^ХО.
183. д:»4-2л:2 >  6 +  Злг. 184. (л; +  2) (а:— 1) (л: — 3)2 < 0 .
185. {х \-А) (x +  2 f  ( х— 1) ( 2 - х ) ^  (х^— З х + 5 )  > О,
186. (л:2 _ 4 ) ( л:2 — 4л: +  4){л:? — л:— 2 ) < 0 .
187. (9— х^ ) {х -— 2х— 3 ) ( х - \ - 8 ) ^ 0 .
188. ( х ^ - 2 х ^ - - З х  +  4) (х^— З х + 7 )  >  0.
189. (27— 37^2— 16д:«) {х^ +  х + \ )  < 0.
190. (лг2 _ 4 а: — 12)(л;3— 7л:— 6 ) ^ 0 .  19 1. Юл:-(-25) (25 — л:=) >  0.
192. (2л:2— Зх— 14 ) (2 д ;2 + 11л :+ 14 )  < 0 .
193. (Зл;3-24)(2л:2 + 6 л :— 2 0 ) ^ 0 .
194. (х2 - f  4л:— 45) (Зл:2 — 14л:—5) (л; -I 1) sC 0.
195. (2л: Ч - 2 л:) (л:2 — 2л:+1)(3д :3 +  7л;— 10) > 0 .
196. (6;сЗ — л:=+16)(8л:» — 14л:3+19л; — 4) <  0.
197. х{х^ - \ - Зх— А) >  7л:3-18л:2 +  6л: +  5.
198. 4л:Ч Зл:̂  — 5(4л: +  3) >  2л:3 — 5л: (2 + 5л:—л:̂ ).
199. (л:— 1) (л:— 3) (л:— 4) (л:— 6 ) + 1 0 ^ = 0 .
200. (л:=—Зл:+*2) (л:-—5л:+  6) (1 ~ х ^ )  <  0.
201. (5л:2— л: — 4)(л:3 — 1 )( л :+ 10 )  > 0 .
202. 3 (л:М" Зл: +  2) Х л :  -I- 1) (л: +  2) (л: +  3).
203. (л:2— 16)(3л:—9)<(л;2 — 8л:+16) (2л: +  8).
204. (л:2 +  4л:)(л:М -л:-6) >  (л:^—9;с) (л:2 +  2л: — 8).
205. (Зл:2— 7;сЧ-2)(х2— 9) <  (2л:2—5л: —3) (Эл:̂ —6 л :+ 1).
В задачах №№ 206—213 под числовым набором (о; Ь) понимается число­

вой набор, соответствующий набору неизвестных (л:; у) при х =  а и у — Ь.
Припад-чежит ли множество {(2; 1)} множеству всех решений следующей 

системы уравнений (206—209);

Является ли множество {(2; 3), (3; 2)} множеством всех решений следую­
щей системы уравнений (210—213):

210 i = 211. I  ̂+ =
\  x* +  i/='=35; \  х у -  +  24=10л:у;
i  л:2 +  л:1/+г/==19, j  л:= +  4(/  ̂+  8 0 =  15дс +  30у,
\  a:* +  ̂ V + < ^  =  133; \  x y ^ & 7

В задачах №№ 214—221 под числовым набором (а, Ь, с) понимается чис­
ловой набор, соответствующий набору неизвестных (х, у,  г) при х  — а, у  — Ь,
Z  —  C.

Принадлежит ли множество {(3; 2; 1)} множеству всех решений следую­
щей с»1стемы уравнений (214—217):
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/  2,« +  г/+г =  8 ,
214. ] 5л: —3г/ +  2г =  3, 2)5

( 7x^-1/+  32 =  20;
 ̂ дс'̂ —i/'- +  z“=  6 ,

216. j  2 у х — гх \ -2ху =  \3,
I  х - у - ' г - г  =  2\

(  5 л :-З г  =  4 (1 + 1 /) ,
. ■! 2 (z  +  2;t) =  8-f-3i/, 

i  2 //+ З л := 1 4 — г;
(л :-1 ) ( ( / -г 5 )  =  14,

217. -! (г/ +  5) ( z - f  8) =  63, 
(Z +  8) ( х - 1 ) = 1 8 ?

Является ли множество {(3; 4; I), (—3; —4; — 1)} множеством всех реше­
ний следующей системы уравнений (218—221):

218.
д:-(/г =  36, 
xt/-z =  48, 

i  хуг̂ --=-12;
(  хуЧ-=^т, 

220. j x4jz~=\A\, 
i  a:Vz =  48;

x ^ ^ - \-x y  |-a :z  =  25,
219. a:i/ +  i/2 f  i/z =  32, 

xz +  i/z +  ẑ  =  8;
' x y - Y 2 x - ^ y  =  2A,

221. ^z +  3 ( / - f2 z = 1 5 ,
 ̂ zx +  x  +  3z =  9?

Равносильны лп следующие две системы уравнений (222—229):
3.V+1 2 х— у 2 у — х

222. /  Зх +  2у=-ЛЗ,  
\  3 .х -2 ( / =  5

7
4х — 2

2
4у — 5х

8 ’
х +  У ,

{

■{
224

225.

226.

227.

228.

229.

-«■I (/=11*
ху^-^\2  
х + 5 ( /  =  26, 
д:=— 251/2 ==156 ‘
7 х — 4у =  23,

■\ 49л:=— 161/2 =  1081 
у — х=^2,
35л;2 + 351/2 =  74л:(/
Х + 1/ =  6 ,
i / - j - z = 1 0 . и 
Z +  л: =  20 
I/Z 1 гл:= 16, 
гх-т~ух =  25, и 
.vi/ +  zi/ =  —39 
у + л — z =  14,
1/2-1-z2— x2r_= 46, 
yz — 9

I x - l - y = U ,
\ A :2 - fx y -1-1/2-:̂  91;

I Х + 2У --.1 ,
\  лЗ-I-81/̂  =  127;

( x - i -y  =  5,
4 (x~-j -y^)= 17xy; 
a ;2 - x i /+ i /2 = 1 9 ,  
х* +  х - у ^ - г у * =  741; 

f  4 x— 5y l-6z =  3,
I 8 x — 7 y — 3z =  9,
{ 7 x — 8 y + 9 z ^ & ;

(  x '^-\ -xy-\ -xz^^48,
{ xi/ +  i/2-!-i/z -I2 ,
( л:z^-I/г +  z2 =  84; 

(x + l/ )2  — z2 =  65, 
•* " -(г /+ 2 )2 =  13.
.< -j - 1/— z =  5?

Решить следующую систему уравнений (230—273):

230.
( 4х +  3у =  2 \ ,
\  4х— 3у =  3.

232. {  9 - И < / - 2  =  0,

231.

234. I

236.

238.

I 13 +  21/= 9л:,
)  7 х ^ 3 у .

I 7х= --8 -71 /, 
Ю х ^ б у — 4 — 0. ‘   ̂ 161/+16л: — 8 =  0.
Ъх— 3 =  — 2у, I х  +  у = 1 2 ,
б1/+15л: =  9. \  2ху =  9 ( х — у).

. х + у  =  5, f  х  +  3 у = 1 0 ,
)  л:21/2_10л:1/ +  24 =  0. \  х^ +  27у^ =  280.
I х  +  у = 1 1 ,  ( х — у =  2,
\  х ^- ' гуЗ=341.  \  х* =  272— у*.
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242

244.

246

240

ч  
{ 

■{

л:Ч-г/ =  3,  I х — у ^ Ч ,
.s_L. „5 щад ^2) _^уЗ) == 260.X^-Uif^^= 1023.
л: +  3х(/--35 , j  д;3 =  5д; +  ̂ ,

\  г/з=х+5г/.

248.

250.

\ 
(

252. I  

254. <1 

256.

(/ =  2 2 —2дгг/. 
ху  =  ЪЪ,
2 ( х - \ - у ^ - \ - Ш ^ Ъ \  ( х + у ) .  \  х  ̂+  1/2- 145.
х ^ + х у  =  2\0,  I ( х - у Г ^ З - 2 х - 2 у ,
у^ =  231— ху.  ■ \  у ( х — у + 1 ) = х ( у - х ~ { - 1 ) .
^х^ + ху^^2х +  6, / х2-3г/2 =  3 (/-д :-3 0 ,

• {

■I

2у =  у^-\-5ху~\-Ъ. 
х  ̂+  2ху+\0у^=Ы 5, 
xy+y^ = 2i. 
х^-+у^ = 8, 
х^-у^= ^8 {х -у ).  
х ^ — ху-\-у^ =  39,

х̂ -у +  х у ^ = т ,  
х^-[~у^=- 152.

• \ + 

■{

255

|2 + х  +  !/=18. 
x2 +  4(/2 =  5,v(/, 
2x2 =  2/2 +  31.

( хЧ~ху +  у^ = 37,
)  х^—у^ = 37.

I л;2 +  г/2=:13,
I (-« +  г/) ,(</"+л:3)= 19,

253.

257. i  +  V  =  5, 
\ х^— у^ — х у = 1 .

х^ +  ху +  У"“=  19, 
x^ +  x Y ‘ +  y*=^ 33 .

' 5л; — 4y-]~z =  3,
260. 3х +  у — 2г =  31,

 ̂ 8 х —З у —z ~̂ 1.
Х "1“ ̂  —  2 — 1 f 

262. 1/ +  2 — x = l ,  263.
, x- i~z— y =  1.
' x + y + z =  19,

264. a:2 + ( /2 + z2 =  91,
. y~ =  xz.  

f  x y - h 2 x + y  =  7,
266. ] i/z +  3{/ +  2z =  12,

V 2 х + г  +  3 х =  15. 
f  (a; +  4') (д :+г) =  63, 

268. ] (y-!~z)(y +  x) =  42, 
i  ( z + x ) ( z  +  y) =  54. 
f  у  +  г ^ х у г ,

270. j z + A  =  x(/z, 271.
i  x +  y =  xyz.
(  a -V ^ = 1 4 4 ,

272. I x-y^z =  48, 273
i  xy"z^ =  3Q.

10.V— 9 z = 1 9 ,  
259. 8x — ( /= 1 0 ,

(/— 1 2 z= 1 0 .
(  2x— y  =  z + \ 2 ,

261. -j 3z+ 3 ( /  =  6a: — 36,
I, 2 ( ^ 4 - z) =  4 ( a: - 6 ) .

(  Ax— 2y =  l x ,
] y  +  z =  x,

1/2—4 =  8x—3z2.
(  x ~ y  +  z =  2,

265. j  a; 2 + z2 =  (/2 +  6,
I 2{x y  +  y z ) = \ 3 + z x .  
f  xy  +  y z = W ,

267. ■{ yz +  z x = ! 2 ,
V z x + y z  =  10.

(  x ( x  +  y+z)==42,  
269. I (/(x +  ( / + z )  =  70,

I  z ( x + i / + z )  =  84. 
x^yz =  6 , 
x y 4 = \ 8 ,  
x y z ^ = \ 2 .

(  x^y^z =^24,
. { x y ^ z ^ ^  18, 

x^yz^ =  108.
Какую фигуру на координатной плоскости задает следующее уравнение 

(274-281):
274. у  =
278. (1-
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:1; 275. л:—2(/ =  0; 276. Зл:—2 (/=  1; 277. ху  - 0:
1— х ) ( х — у) =  0; 279. л;а +  (/2 =  5; 280. х ^ + у ^  =  0; 281. х^— у^ = 0 ?



Имеют ли общую точку следующие две прямые (282—284);
282. л: +  21/ =  4 и 2л: +  31/ =  7;
283. 4дг— jr =  3 и 8х =  2 (/+ 6 ;
284 . 2х— 1/ — 3 =  0 и 2(/ +  9 =  4л:?
Имеют ли общие точки следующие окружность и прямая (285—289):
285. х^ +  у^:=.16 и 2л: +  5 =  0;
286. х^ +  у^ =  25 и у  =  х-
287. лг2 +  г/2 =  49 „ у =  2л:-гЗ;-
288. л:2-!-1/2_4 „ y ^ j — x'

289. х ^ + у ' ^ = т  и г/=  л: 4 -3  / 2 ?



Г л а в а  IV. СТЕПЕНИ И ЛОГАРИФМЫ

§ 1. Степень с целым показателем

В первой главе было определено действие возведения любого 
действительного числа в степень с натуральным показателем. 
В этом параграфе повторяется это определение, а также приво­
дятся определения возведения числа в нулевую степень и в сте­
пень с отрицательным целым показателем.

Пусть а  —любое действительное число, п — любое натуральное 
число, тогда степенью числа а с натуральным тказателем п (или 
п-й степенью числа а) называется число, записываемое как а" и 
определяемое по правилу

аа . .  . а, если п ^ 2 ;
й ”  ̂ п  раз

а, если /2 = 1 .

Оусть а-—любое отличное от нуля действительное число, тогда 
нулевой степенью этого числа называется число единица, т. е. по 
определению а ® = 1  для любого отличного от нуля действитель­
ного числа а.

Нулевая степень числа нуль не определяется, и символ О® счи­
тается лишенным смысла.

Пусть а — любое отличное от нуля действительное число, п — 
любое натуральное число, тогда степенью числа а с целым отри­
цательным показателем ( ~ п )  называется число ^ , т . е .  по опре­

делению =  ^  для любого отличного от нуля действительного

числа а и любого целого отрицательного числа (— и).
Целая отрицательная степень числа нуль не определяется, и 

символ считается лишенным смысла.
Итак, натуральная (п-я) степень определяется для любого 

действительного числа, а нулевая и целая отрицательная степени 
лишь для любого отличного от нуля действительного числа.

Если а — любое отличное от нуля действительное число, то 
можно дать определение степени с целым показателем, которое 
есть объединение предыдущих определений.
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Пусть а  —любое отличное от нуля действительное число, а  — 
любое целое число, тогда под числом а“ понимают число, опре­
деляемое по правилу

(  а, если ос= 1 ;
аа . . .  а, если а =  т, /п — натуральное число, яг > 2 ;

т  раз

I , если а  ь= 0 ;

— , если а ~  —  п, (— /г) — целое отрицательное число;
' (X

при этом число называется степенью с целым показателем, 
число а — основанием степени, число а~показат елем  степени.

В первой главе были приведены основные свойства, которыми 
обладает действие возведения в степень с натуральным показа­
телем. Д ля действия возведения в степень с целым показателем 
эти свойства также имеют место.

Именно, пусть а, fo —любые, не равные нулю, действительные 
числа, а , — любые целые числа, тогда;

а) (аЬ)^ б) ^

в) г) а"^:а^ — —  -
а

д) (а“)1* =  а “Р.
Д о  к а ж е м  справедливость этих свойств. Справедливость свой­

ства а) при натуральном а  (а  =  /г, n ^ N )  следует из основных 
законов сложения и умножения действительных чисе)1:

=  (ой)" =  (аЬ) (аЬ) . . .  {аЬ) =  а . . .  аЬ . . .  Ь =  а"Ь" =
п р а з  п  раз ^*^Рраз

Пусть а  =  0, тогда (оЬ)'  ̂=  (а&)" =  1 =  1 • 1 =а®г>“ = а “6 “ , т. е. 
(аЬ)* =  а “6 “.

Пусть а  — — т  и m — натуральное число. По определению 
степени с отрицательным показателем { а Ь у - { а Ь ) ' ”' ■

по свойству степени с натуральным пока- = - ^ ^  — 
зателем

(аЬ)"

по свойству дробей ^
по определению степени с отрицательным =а~'"Ь~"‘ — а'^Ь' ,̂ 
показателем

Следовательно, свойство а) справедливо.
Свойство б) доказывается аналогично.
Д ля доказательства свойства в) рассмотрим все шесть возмож­

ных случаев: 1) а  =  п, р =  т ;  2) а  =  /г, р =  — ш; 3) а  =  — п, (3=^т;
4) а  — — п, р =  — т  (где п и т  — любые натуральные числа);
5) а  — любое целое число, Р =  0; 6 ) а = -0 , (3 — любое целое число.
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1. п р и  а - = п ,  справедливость свойства в) следует из
основных законов сложения и умножения действительных чисел:

=  а "  • а® - ( а . . .  а)  ( а  . . .  а )  =  а  . . .  а  =  а " + “  =

/г раз т  раз (п + т) раз

2. Пусть а  =  п, р =  — т, где п и /п — натуральные числа, 
тогда по определению степени с целым отрицательным показателем

а “ а<* =  а " - — .а”*

Применяя правило умножения дробей, имеем =
Пусть п >  т ,  тогда, применяя свойство степени с натураль­

ным показателем, получаем
>уП
—  а " ". а ”  = а ” “ '” =  « '»+< -”»)=: л “ +рдОТ

Пусть п — т, тогда по определению степени с нулевым пока­
зателем получаем

—  =  1 =  а» =  «'>+<-'»> =  й“+Раш

Пусть п <  т, тогда, применяя свойство степени с натуральным 
показателем и определение степени с целым отрицательным пока­
зателем, получаем

 ̂  ̂ —__ !__ —  ̂ — л — (W — п) — ^  — т + п — пп + < —/я) — лСИ+рQtn 1 а«а-и ат-п “  “  “  — и .
—а"

3. П усть а  =  — п, р =  /п, где п и т  — натуральные числа 
Этот случай аналогичен случаю а  =  п, р =  — /«.

4. Пусть а  =  — п, р =  — т ,  где п, яг — натуральные числа.
Тогда а'^а^ =  а~'‘а~'" —

по определению степени с целым отрица- ' *
тельным показателем

I

по правилу перемножения дробей 1

_ _ 1 ____
по свойству степени с натуральным пока- ~аи+га — 
зателем
по определению степени с целым =  =
отрицательным показателем =

5. Пусть а  — любое целое число, р =  0, тогда, применяя опре­
деление степени с нулевым показателем, получаем

. 1 =  а “ == а “ +“ =  й“+р.
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6 . Пусть а  ^=0, [5 —любое целое число, тогда, применяя опре­
деление степени с нулевым показателем, получаем 

а “аР =- 1 ■ flP -  аР =  Р =

Следовательно, свойство в) справедливо.
Д ля доказательства свойства г) при натуральных а , (i {<х~п, 

|1 >=т, n ^ N ,  t n ^ N )  рассмотрим три случая:
1. Если п у  т , то п=^т -\-1, где l ^ N .  Воспользуемся ос­

новными свойствами умножения и деления действительных чисел:
т  раз 1 раз

а “ :аР =  а " :а '” =  =  = а"-"*  =  а “ -Р.а™ а . . .  а
m раз

2. Если п -^т , то

т  раз

По определению а" 1. Следовательно,
«“ : а " : а™ а ” а" ~ “ == а ”* “Р.

3. Если т у п ,  то m ~ n - \ - k ,  где k ^ N .  Воспользуемся ос­
новными свойствами умножения и деления действительных чисел,
а также определением возведения в отрицательную степень;

п  раз

=а"'.а"‘ =  ^  =  -,------Ч - г ---- ; = — —̂  =  а " '‘ =а“  (а . . .  а) {а . . .  а) а . . .  а

п  раз k  раз к  раз
—(^л-л) _ор — т_- дОС -  fj

Следует отметить, что в этом случае (п-—т)  не является нату­
ральным числом.

Д ля остальных пяти случаев значений а  и f5 доказательство 
свойства г) аналогично доказательству свойства в).

Д ля доказательства свойства д) также как и в случае свойств
в) и г) рассмотрим все шесть возможных ситуаций:

1. Пусть а  =  п,  р =  /тг, где п и т  — натуральные числа. Д ля 
доказательства свойства д) в этом случае воспользуемся основ­
ными законами сложения и умножения действительных чисел:
(а“)Р =  (а")"’ =  (а") (а") . . . (а") - (а . . .  а) . . .  {а . . .  а) =

т  раз п раз п раз

т раз
— аа . . .  а =  а""’ =

п т  раз
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2. Пусть а  — п,  Р =  — т,  где п н т  — натуральные числа.
Тогда =  =,

по определению степени с целым отрицательным = —̂  =  
показателем ’

по свойству степени с натуральным показателем = = ^  =

по определению степени с целым —
отрицательным показателем

3. Пусть а  — — п,  'где п и т  — натуральные числа.
Справедливость этого свойства доказывается аналогично случаю 
а^--п , Р =  — т.

4. Пусть а  — — п, р =  — т, где п п m — натуральные числа.
Тогда (а“)Р =  ( а =

по определению степени с целым отрица- = — =  
тельным показателем

по только что разобранному случаю 3 = —- ^ = 5

Iпо определению степени с целым отрица- =  — => 
тельным показателем Qtlin

по свойству дробей =  1 : ^  =

по правилу деления дробей -
5. П усть а  — любое целое число, р =  0, тогда по определению

степени с нулевым показателем (а“)  ̂=  (й“)“ =  1 =  а® =  а “® а “ .̂
6 . Пусть а  =  0, р —любое целое число, тогда по определению

степени с нулевым показателем (а '*)Р=(а“)Р =  ( 1)Р =  1 =
=

Следовательно, свойство д) справедливо.
П р и м е р .  Применим свойства степени с целым показателем 

для вычисления следующего числового выражения:

Так как ( - 3  j  ( g j  = ^  =  й .  ( 4 ) ^ = Т «

1 ?? 1 

' 4 2  4
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§ 2, Степень с рациональным показателем

В главе I было дано следующее определение арифметического 
корня из положительного числа.

Пусть п — натуральное число, а — положительное число. Тогда 
положительное число Ь, такое, что fc" =  a называется арифмети­
ческим корней п-н степени из числа а н обозначается Ь =  !^а .

Без доказательства было принято утверждение, что для каж ­
дого положительного числа а существует и притом единственный 
арифметический корень п-н степени.

По определению ^ а  справедлиао следующее утверждение:

v/a4=>

а — положительное число, 
п — натуральное число,

— положительное число,
{ V a y = a .

Используя определение возведения в целую степень и опре­
деление арифметического корня из положительного числа, дадим 
теперь определение возведения положительного числа в степень 
с рациональным показателем.

Пусть а  — положительное число, г =  — рациональное число, 
причем 9  — натуральное число ( 7  >  0). Положительное число Ь 
такое, что b =  i/a P , называется г-н степенью числа а и обозна-

_р_ _
чается 6  =  a ^  т. е. а '’ — ^ а Р .

Заметим, что =
Пусть а и 6  —любые положительные числа, Tj и — любые 

рациональные числа, тогда справедливы следующие свойства, 
называемые свойствами степеней с рациональными показателями: 

а) {aby^ — a’̂ b̂'’̂ ,

'Ь’-г
в) =
г)
д )  ( а г . ) г .= а г . г ,

Докажем справедливость этих свойств.
а) Пусть =  причем ^ — натуральное число.

р__
Рассмотрим [ (о й )" ]  =
по определению рациональной степени 
по определению арифметического корня =(аЬ)р==: 
по свойству степени с целым покаэателе.м =aPbP=i
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по определению арифметического корня =  { { / a p f  ( { /Ь р)" —
( ( P.Y

по определению рациональной степени ) \Ь ч  )  =

Т.р р
по свойству степени с натуральным пока- =  
зателем

Итак, =  [«;'■.&'■.J-y. По теореме 1 § 2 гл. II это равен­
ство равносильно равенству (оЬ)''. =  и свойство а) доказано. 

Свойство б) доказывается аналогично.
о т  —в) Пусть /‘1 =  -^ , г^ — — . Тогда =  а «а " .

Рассмотрим
р т

а ~ а ~
qn

натуральным = [ а ч ) \ а " )  =

Y  - V I
п 7  — У

==

по свойству степени с 
показателем

показателем
по определению рациональной степени =  [ ( [ ( =  
по определению арифметического корня ~  (аР)" {а'”)9 =  
по свойству степени с целым показате- — аР"а'"ч =  
лем
по свойству степени с целым показате- =а/"'+'"«' =  
лем
по определению арифметического корня =  =

( рп + тд \пд  
а  )  ,

Итак, учитывая, что = / ' 1  +  Гг. имеем {а’'>а''̂ )ч" =

=  (a'’i+''а)^". По теореме 1 § 2 гл. II это равенство равносильно 
равенству а '‘са''> =  а '‘1+''а и свойство в) доказано.

Свойство г) доказывается- аналогично.
m

д) Пусть /"i =  " •

Рассмотрим

пд

по свойству степени с натуральным пока- ==\ 
зателем

_р
ач

n \ q

по определению степени с рациональным 
показателем
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по определению арифметического корпя = | ( а ’ )  } =
/ p_\mQ

по свойству степени с целым показателем = \ а ‘̂ ) —

по свойству степени с целым показателем =  у а '' j
по определению степени с рациональным ~ \ { \ / а Р )  
показателем
по определению арифметического корня ==(а/')"» =  
по свойству степени с целым показателем =а>’"‘ =  
по определению арифметического корня =  —

рт qn
по определению степени с рациональным =  уа''" у . 
показателем

Итак, По теореме 1 § 2 гл. II из справед­
ливости этого равенства вытекает справедливость свойства д).

Докажем еще одно свойство степени с рациональным пока­
зателем.

е) Пусть а — положительное число, г, =  — — рациональное
_£_ т

число, q и и — натуральные числа. Тогда 

Рассмотрим j =
(  - Vпо свойству степени с натуральным показателем =  \ a ‘i ) 

по определению степени с рациональным показа- 
телем
по определению арифметического корня =(аР)« =
по свойству степени с целым показателем = а / ’« =
по определению арифметического корня — {‘’!уа Р ‘У" =

ПО определению степени с рациональным показа- =  \ )  .
телем

/  £ _ \ 9П /  р п \ д п

И так, [ a i  ) , откуда и вытекает справедливость
свойства е).

Д ля арифметических корней доказанные свойства имеют вид 
а) ^ а Ь =  {/Ь;

в) =
г)

Д) i V a f = V a K
е) ^ а .
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П р и м е р .  Упростить числовое выражение

Л =  (2 К 8  - 3 У 5 -  7 V 2 )  (К Т 2 +  - 4 } ^ 2 ) .

Применим рассмотренные свойства;

]''8  =  =  2 К 2 ; V T 2 =  V ¥ ^ -  =  =  6 V '2 ;
=  V ¥ 5  =  V W ^  =  2  V 5 .

Следовательно,

A  =  (4F '2  +  3 / 5 - 7  / 2 ) ( 6 / 2  -1- 2 K 5  -  4 1' 'г ) =
=  3• ( К 5 - K 2 ) • 2 • ( / 2  +  / 5 ) =  6 ( / 5  - F ' 2 ) ( / 5  +  V'2) =

- 6  ( 5 - 2 ) =  18.

Рассмотрим теперь основные свойства типа неравенства для 
степени с рациональным показателем.

ж) Пусть а >  1, =  — положительное рациональное число
(р >  0. <7 >  0)- Тогда o'" >  1.

—VРассмотрим
по определению степени с рациональным 
показателем
по определению арифметического'корня = ор.

По теореме 1 § 2 гл. П условия а >  I и а^’>  I/" равносильны, 
значит, из УС..1 0 ВИЯ а >  I вытекает, что а / '> 1 , но тогда

>  И, т. е. (а '') ''>  1''. откуда по тому же свойству полу, 
чаем, что а '‘ >  1. Свойство ж) доказано.

з) Пусть О <С а <  I, г =  — — положительное рациональное число
(/7> 0 , <7 > 0 ). Тогда а'’ <  1.

Доказательство этого свойства аналогично доказательству 
свойства ж).

и) Пусть а > 1  и Г1 и Гз— рациональные числа такие, что 
Tj >  Гз. Тогда а'"! >  а'"».

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П оскольку (г, — Гз) — рациональное по­
ложительное число, то по свойству ж) 1. Умножая это
неравенство на положительное число o'"», по свойству 21  нера- 
венстБ (см. § 2 гл. II) получаем >  a^ . Применяя к ле­
вой части свойство в) степени с рациональным показателем 
получаем a'i >  a’’>, т. е. свойство и) доказано.

к) Пусть 0 < а < 1 ,  Ti, Гз — рациональные ^числа такие, Что
г^у-  г^. Тогда a''̂  <  а’’к

Доказательство этого свойства аналогично доказательству 
свойства и). ,
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п р и м е р .  Д оказать, что для любых положительных чисел а 
и Ь справедливо неравенство

_ L  _ L

+ b ^ >  {a +  b ) K

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим a-f-Ь через с и рассмотрим 
дроби 7 - и . Так как у  +  “  =  то 0 < у < 1 ,  0 < | - < 1 .

Используя свойство к), получим “ <  1 ч-!»
J __^  _2_

< 1 ,  ( | - j  " * < 1 .  Следовательно, ( f - )  <  ( 7 )  “ »С ,
_2_

у  j  “ . По свойству числовых неравенств справедливо и
неравенство

с }  ' \  с ]  с ^  с '

откуда, учитывая, что +  7  " 1 . получаем справедливость не­
равенства

^ \ ~  л - (  - ^ 1 ,
J J  ^ \ T J

Учитывая, что с — положительное число, и умножая это неравен-
2 2 3 2

ство на С'*, получаем справедливость неравенства + д ^ > с ~ ,  
что и требовалось доказать.

§ 3. Степень с иррациональным показателем

Возьмем приближенные значения числа с недостатком:
1, 1,4, 1,41, 1,414, . . .

и приближенные значения числа с избытком:
2, 1,5, 1,42, 1,415, . . .

По свойству и) степени с рациональным показателем
(J )

и
3"- >  3^'? >  3*'« >  3'-«^ > .  . .  (2 )

В неравенствах (1) и (2) членов бесконечно много и любой 
член неравенств (I) меньше любого члена неравенств (2). Есте­
ственно под числом 3’' понимать число, которое больше любого 
члена неравенств (1) и меньше любого члена неравенств (2). З н а­
чит, под числом 3*'^ понимается число, которое больше чем 3
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в любой рациональной степени, приближающей V 2 с недостат­
ком, и которое меньше чем 3 в любой рациональной степени, 
приближающей У 2 с избытком. Без доказательства здесь при­
нимается, что такое число существует и притом только одно.

Так же определяется и а “ , где й > 1 ,  а  — иррациональное 
положительное число. А именно, находятся рациональные числа 
г,-, приближающие число а  с недостатком: /"i <  Гз <  Гд <  . . .  <  а ,  
затем — рациональные числа приближающие число а  с избыт­
ком: /] >  /а >  /3 >  . . .  >  а , и составляются неравенства: а''! <  
<  а '"2 <  а'"з <  . . .  и > « ' * > . . .  Тогда под а “ понимается
число, которое больше любого числа о'̂ < и меньше любого числа а‘>>. 
Это определение можно сформулировать и так.

Пусть даны число а >  1 и положительное иррациональное 
число а. Через г,- обозначим рациональные числа, приближаю­
щие а  с недостатком, через /* — с избытком. Под числом а “ пони­
мается число 7  такое, что для любых г,- и справедливо нера­
венство а''> <  7  <  а'’̂ . Без доказательства здесь принимается, что 
такое число существует и притом только одно.

Пусть даны число а такое, что 0 < а < 1 ,  и положительное 
иррациональное число а. Через г,- обозначим рациональные числа, 
приближающие а  с недостатком, через /^ — с избытком. Под чис­
лом а “ понимается число у  такое, что для любых г,- и 4  спра­
ведливо неравенство >  у >  а‘к. Без доказательства здесь при­
нимается, что такое число существует и притом только одно.

Пусть даны положительное число а такое, что и отри­
цательное иррациональноечислоа. Под числом а “ понимается число,

равное — . т. е. если а ф \  а  — отрицательное иррациональ­

ное число, то а “ =  — Поскольку число а'®' не равно нулю

и в множестве действительных чисел деление всегда выполнимо, 
то существует и притом единственное число, равное частному

-4 — . Это число называют числом а“ . 
а' '

З а м е ч а н и е .  1. Если а  =  1, то =  1 для любого действи­
тельного числа а. Поэтому в вышеприведенных определениях 
случай а — \ не рассматривается.

2. В силу вышеприведенных определений и определения сте­
пени с рациональным показателем для а  >  О и любого действи­
тельного числа а  число а“ всегда положительно.

Д ля степеней с иррациональным показателем справедливы 
следующие свойства. Пусть а  >  О, >  О, а  — иррациональное 
число, f) — рациональное и л 1Т иррациональное, тогда:

а) (ай)“ =  й“й“ ;
f  и \а- 

^  V j  6“ ’
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в) a “a^ =  a“ P̂;
г) а«:аР =  й“ -Р;
д) (а“ )Р =  а“Р.

Доказательство этих c b o p i c t b  проводится с помощью теории пре­
делов и поэтому здесь не приводится.

§ 4. Степень положительного числа

Изложенное в §§ I ~ 3 позволяет дать определение действи­
тельной степени положительного числа. Заметим, что число 
существует и притом только одно для любого действительного а.

О п р е д е л е н и е .  Пусть дано-положительное число а и дейст­
вительное число а. Под числом понимают положительное 
число, определяемое по следующему правилу:

I. Если а  >  О и:
1 . а  — т, т — натуральное число, то

=
' а, при т =  I , 
аа. . .а , при m ^  2 .

т раз

2 . а  =  - - ,  q — натуральное число,- то a ^ = i / а (арифметиче­
ский корень q-й степени из положительного числа)-,

3. а  — - ^ , г д е  р, q — натуральные числа, т о а ^  — ^ а Р \

4. а — иррациональное число, тогда-^
а) если а >  1 , то а"- — число большее, чем а '' и меньшее, чем

а'>̂ , где г j — любое рациональное приближение числа а  с недос­
татком, — любое рациональное приближение числа а  с избыт­
ком-,

б) если 0 < а <  1 , то а°- — числоменьш ее, чем а' '̂ и большее, 
чем а‘>̂ (г,- и 1  ̂— те же, что и выше)-,

в) если а =  I, т о  а“ =  1.
И. Если  а  =  0, то а “>=1.

111. Если  а  <  О, то

Число а “ называется степенью, число а — основанием степени, 
число а  — показателем степени.

Из §§ 1—3 вытекает, что степень положительного числа обла­
дает следующими основными свойствами; если а и Ь — положи­
тельные числа, а  и р — любые действительные числа, то:

а) (аЬ)“ =  а“Ь“ ;
а \  “  а“

б ) ( т ) = - „
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в) а“а*̂  =  ; ■
г) а“ :а 1̂ =  й“ ~Р;
д) (а“)Р =  а“Р,
Рассмотрим теперь основные свойства степени положительного 

числа типа неравенства.
Т е о р е м а  I . Если  а  >  1 ы а  >  О, /по а “ >  1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если “  =  ^ — рациональное число

{р и <7 — натуральные числа), то свойство а“ >  1 уже доказано 
в § 2. Если а  —иррациональное число, то возьмем любое поло­
жительное рациональное число г, приближающее а  с недостат­
ком, тогда а “ >  а'' по определению иррациональной степени. 
В то же время по уже доказанному в § 2 свойству o'" >  1. По 
свойству транзитивности неравенств из справедливости двух не­
равенств а “ >  W и а'' >  1 вытекает справедливость неравенства 
о “ > 1 . Теорема Г доказана.

Т е о р е м а  2. Если  с  >  1 ы а  <  О, т о  а “ <  1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Число р =  — а  — положительное число, 

поэтому, применяя теорему 1, имеем 1. Умножим обе части 
этого неравенства на положительное число а “ . По свойству не­
равенств а^й“ >  а “ ; по свойству в) и определению степеней 

=  а" =  1 , поэтому а® <  1 и теорема 2  доказана. 
Т е о р е м а  3. Если  а  >  1 и а “ >  1, /йо а  >  0.

'  Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что а >  1 и а “ >  1, но 
а ^ О ,  т. е. либо сс =  О, либо а  <  0. Если а  =  0, то а “ = 1  по 
определению. Если а  <  О и а  >  1, то применяя теорему 2, имеем 
а “ <  1. Итак, если а  ^  О, то а “ ^  1, что противоречит предпо­
ложению а“ >  1. Теорема доказана.

Т е о р е м а  4. Если  а >  1 « <  1, т о  а  <  0.
' Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 3. 

Объединим теоремы 1—4.
У т в е р ж д е н и е  1. Е сли  а >  1, то условия о“ >  I ы а  >  О 

равн9сильны; кроме того, равносильны условия а “ <  1 и а  <  О, 
т. е. если а >  1 , то

>  1 Ф:» а  >  О, 

а® <  1 ФФ а  <  0 .

Т е о р е м а  5. Если  О <  а  <  1 и а  >  О, т о  <  1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим число . Так как & >  1,

то применяя теорему 1, имеем =  Умножим обе части этого 
неравенства на положительное число й“ . По свойству неравенств 

По свойствам степеней 6 “й“ =  (о&)“ =  (1)“ =: 1, поэтому
й“ <  1 .

Т е о р е м а  6 . Если  О <  й <  1 « а  <  О, т о  й® >  1.
Т е о р е м а  7. Е сли  О <  й <  1 ы й“ >  1, т о  а  <  0.
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Т е о р е м а  8 . Если  О <  а  <  1 « а “ <  1, т о  а  >  0.
Доказательство этих теорем аналогично доказательству тео­

ремы 5.
Объединим теоремы 5—8.
У т в е р ж д е н и е  2. Если  О <  а <  1, то условия >  1 ы а  <  О 

равносильны, кроме того, равносильны условия а“ <  1 и ос >  О, 
т .'е . если 0 < « <  1 , то

>  1 Ф» а  <  О,
а “  <  1 а  >  0.

И з утверждений 1 и 2 легко получить следующее с л е д с т в и е :
У т в е р ж д е н и е  3. Если  а > 0  и а ф \ ,  то условия а “ = 1  

к а  =  0 равносильны, т. е. если а >  О и а ф \ ,  то
а « = 1 ФФа =  0 .

Т е о р е м а  9. Если а >  1 гг >  а. ,̂ то
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим число (̂  =  «1 — а. .̂ Так как 

Р >  О, то 1. Умножим обе части этого неравенства на по­
ложительное число По свойству неравенств > « “ 2;
по свойству степеней а^а'^^ =- , поэтому а'^' >  и теорема 9
доказана.

Т е о р е м а  10. Если й >  1 м a j < a 2, то < а “2.
Т е о р е м а  11. Е сли  а  >  1 и , то >  а^.
Т е о р е м а  12. Если  а >  1 « а“> < a “s  то щ  <  « 2-
Доказательство этих теорем аналогично доказательству тео­

ремы 9.
Объединим теоремы 9— 12.
У т в е р ж д е н и е  4. Е сли  а > 1 ,  то условия «“■ >  и

с{, >  ctj равносильны, кроме того, равносильны условия а"̂ ' < а “ 2
и <  « 2» й >  1 , т о

да, о-аг

Т е о р е м а  13. Е сли  О <  а <  1 ы aj  >  т о  а“ > <  а“>.
Т е о р е м а  14. fcyju О <  а <  1 и <Са„, то
Т е о р е м а  15. Если  О < а  <  1 и а“> >  , т о  Kj < а^.
Т е о р е м а  16. Если  О <  а <  1 и d  а^‘ , то >  а^.
Д оказательство этих теорем аналогично доказательству тео­

ремы 9.
Объединим теоремы 13— 16.
У т в е р ж д е н и е  5. Если  0 < а < 1 ,  то условия: и

а ,  <  а., равносильны, кроме того, равносильны условия <  а®* 
и a^ >  С62, т. е. если О <  а  <  1, то

«1 <  « 2, 
а'’-'- <  фф c t i> a 2.

И з утверждений 4 и 5  легко получить следующее с л е д с т в и е :
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У т в е р ж д е н и е  6 . Если а ~ >0  и а ф \ ,  то условия 
и а^ =  а^ равносильны, т. е. если а >  О и I, то

а<̂> — а°-г ффа, ==«2.

Утверждения 4 и 5 словесно формулируются следующим образом: 
Если основание степени больше 1, то большему показателю 

соответствует большая степень и наоборот, большей степени 
соответствует больший показатель.

Если основание степени меньше 1 (О <  а <  1), то большему 
показателю соответствует меньшая степень и наоборот, меньшей 
степени соответствует больший показатель.

З а м е ч а н и е .  Если а > 0 ,  то понятие действия возведения 
в степень можно расширить на множество всех неотрицательных 
чисел, так как по определению 0 “ =  0 , если а  >  0 .

Рассмотрим пример на применение свойств степеней положи­
тельного числа. Пусть требуется доказать, что 3 ^   ̂ а 7 .

По определению 3' '‘ < 3 ' ' ,  где г — рациональное приближение 
иррационального числа К З  с избытком. Возьмем г = .  Так как

7 7
l/ З  <  -^ , то 3^ » <  3  ̂ . Докажем, что 3  ̂ <  7.

Используя два раза теорему 5, получим равносильность сле- 
дуюш,их неравенств;

7 / 7 \ 4
3_̂ < 1  и < 1 .

Используя свойства степеней типа равенства, получим, что
7 ч 4

V3 I 3^- у  у < 1  равносильно неравенству кото­
рое является верным, так как 3  ̂=  2187, 7* =  2401.

Следовательно, в силу равносильности переходов верно и 
исходное неравенство 3*̂   ̂ <  7.

§ 5. Логарифмы

Рассмотрим основные задачи, которые возникают при изуче­
нии степеней.

L Д аны  действительные числа а и а. Н айти действительное 
число X такое, что х  — а “ . Это — задача о возведении действитель­
ного числа в степень. Она разрешима для любого положитель­
ного числа а и любого действительного числа а. Если а ^ О  и 
а > 0 ,  то л: =  0 (см. § 4 гл. IV). При а < 0  эта задача здесь 
рассматриваться не будет.

2. Д аны  действительные числа Ь и а . Найти действительное 
число X такое, что х“ =  Ь.
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Если Ь — любое положительное число и а  —любое отличное 
от нуля действительное число, то эта задача сводится к преды­

дущей, ибо ответ дает число х  =  Ь^ . Действительно,
1

=  fea — Если а  =  0 и й =  1, то решением этой задачи яв ­
ляется любое действительное отличное от нуля число х. Если 
а  — О и Ь ф 1 ,  то эта задача не имеет решения. При f e < 0  эта 
задача здесь рассматриваться не будет.

3. Даны действительные числа а и Ь. Найти действительное 
число X  такое, что а^ =  Ь. Будем рассматривать эту задачу только 
для действительных положительных чисел а к Ь. Если а 1 и 
Ь = 1 , то решением этой задачи является любое действительное 
число X . Если а =  1 и Ь ф \ ,  то задача не имеет решения. Рас­
смотрим случай а ф \ .

Т е о р е м а  1. Дл я  любой пары действительных чисел а и Ь 
таких, что а~> Q, а ф  \ и Ь >  О, существует и притом только 
одно действительное число х  такое, что а^^-^Ь.

Доказательство существования такого числа л: здесь не при­
водится. Докажем единственность. Предположим, что существуют 
действительные числа х^ и х^ такие, что и — По
свойству транзитивности равенств а’‘‘ = а ’‘‘. На основании утвер­
ждения 6  (см. § 4) xi =  x^, что и требовалось доказать.

О п р е д е л е н и е .  Если а >  О, а ф  \ и Ь >  О, то действитель­
ное число а  называется логарифмом числа Ь по основанию а и обо­
значается а  =  logo 6 , если а^ =  Ь.

Заметим, что определение логарифма можно дать только после 
доказательства теоремы 1 , так как до нее было неясно, сущест­
вует ли такое число а, что а'^=Ь, и единственно ли оно. Под­
черкнем еще раз, что логарифм определяется только для поло­
жительного числа по положительному не равному единице ос­
нованию, т. е. для любого а ^ О ,  а = 1  и любого Ь ^ О  понятие 
логарифма лишено смысла. Например, утверждение, что число 3 
является логарифмом числа (— 8 ) по основанию (— 2 ), лишено 
смысла.

И так, в определении логарифма log^b всегда а > 0 ,  а ^ 1 ,  
й >  0. Из определения логариф.ма вытекает основное логарифми­
ческое тождество

=  Ь.
Пользуясь определением логарифма, получаем, что I o g a a = l  

и log„ 1 =  0 .
Используя единственность логарифма, имеем, что если |х >  О 

и ^  1 , то всегда log^ ^  0 .
Перейдем к рассмотрению основных свойств логарифмов.
Пусть числа М, N , а, Ь, а  и f) таковы, что М > 0 ,  iV >  О, 

а > 0 , f o > 0 , a ^ l ,  b ^ l ,  а  и р —любые действительные числа 
(Р=?^0). Тогда:
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а) log^ M A /'= log„M  +  log„A/;
м

б) log„-^ =  Iog„ M - I o g „ ^ / ;

в) log^M “ =  a lo g „ M ;

r) log =  
a P

д) log(, M =  ^  (правило перехода от логарифма по одному

основанию к логарифму по другому основанию);
е) loga М =  log^ yv ФФ М =  Л̂ ;
ж) если а  >  1, то log^ Л1 <  log^ N  М <  N\
з) если О <  а  <  1, то log^ М  <  log,, N  Л1 >  N-,

г ')  log р М^ =  loga М;
а

д ') lo g ^ fe - lo g b fl-1 .
Д о к а ж е м  эти свойства.
а) Рассмотрим =

по основному логарифмическому тождеству M N  =  
по основному логарифмическому тождеству = = =
по свойству степени положительного числа

И так, =  Применяя к последнему равен­
ству утверждение 6  свойств степеней, получим, что log^.VJyV == 
=  log„iW +  log^A^.

Свойство б) доказывается аналогично.

в) Рассмотрим ^
по основному логарифмическому тождеству =  ЛР:--=(а'°®‘' ’'’) “ — 
по свойству степени положительного числа == й“

Итак, ) =  Применяя утверждение 6  свойств
степеней, получим loga(Al“) =  a lo g a M .

г) Рассмотрим • =

по основному логарифмическому тождеству =  (;VI)“ _

а  log Л1
по свойству степени положительного числа

И Ртак как Р=?^0 , то 1 = § - - ^ ,  поэтому

^  log М
по свойству степени положительного числа ==(аР)Р .

И так, (а^)'°еа^ Применяя к последнему р а­

венству утверждение 6  свойств степеней, получим log р(Л1)“ =  

=  f l o g .  М.
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д) Рассмотрим
по основному логарифмическому тождеству =  М =
по основному логарифмическому тождеству =  —
по основному логарифмическому тождеству =  м _
по свойству степени положительного ч и с л а  =  а'°®а *

Итак, Применяя к последнему равенству
утверждение6  свойств степеней, получим, что log^ М  == log^ Ь logj, М.  
По свойству равенств обе части этого равенства можно умножить

на число (так как Ь = ^ 1 , то logafc=?^=0 ) и получить спра­
ведливость равенства

е) По основному логарифмическому тождеству М =  а'°®«^* и
.г  !og„/VЛ = а  “ , следовательно,

M =  =  ( 1)

По утверждению 6  свойств степеней имеем
Л1 _  ^ log^  Л' ^  М  =  l o g , ,  yV. ( 2 )

Из (1) и (2) вытекает, что

M  =  A^^^log^M  =  log„yV.

ж) По основному логарифмическому тождеству 
и Л' =  а'°®« , следовательно,

(3)

На основании утверждения 4 свойств степеней имеем

с'°®а ^  <  а ’°®« ^  ^  log^ М  <  log^ N.  (4)

Из (3) и (4) вытекает, что

М  < N ^  log^ М  <  loga N.

Свойство з) доказывается аналогично.
Свойства ж) и з) имеют следующую словесную формулировку: 
Пр и  основании, большем единицы, меньшему из двух положи­

тельных чисел соответствует меньший логарифм и меньшему 
логарифму соответствует меньшее число.

П ри основании, меньшем единицы, меньшему из двух положи­
тельных чисел соответствует больший логарифм и большему ло­
гарифму соответствует меньшее число.
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Логарифмы по основанию 10 называются десятичными лога­
рифмами, и вместо обозначения log,oM  часто употребляется 
обозначение lgA4.

Логарифмы по основанию е (е — иррациональное число, при­
ближенное значение которого 2,718281828459045...) называются 
натуральными логарифмами, и вместо обозначения log^jV часто 
употребляется обозначение 1пЛ^.

Свойства логарифмов используются для преобразования раз­
личных логарифмических выражений как с числами, так и с бук­
вами.

1

,  ,  ^
П р и м е р ы .  1. Вычислить ^  =  ( ] /  27 /

По свойству д ')  логарифмов 5  jpg 3" =  5; по свойству д)
0

логарифмов loggv i 125 =  log _l 5^ =  — log^ 5. И спользуя свойства
З а  O '

степеней и основное логарифмическое тождество, получим

 ̂=(з ■ • • Т ^ 3 - т  _

- 5 "

2. Д оказать, что если а, Ь и с —действительные числа, удов­
летворяющие условию О <  Ь <, а — I, то справедливо нера­
венство log„ (а +  й ) <  log„_^a.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку а > 0  и с ^ й > 0 ,  то оче­
видна справедливость неравенства

а  ̂— {с — Ь)а — Ьс <  a^

которое можно переписать так:
{а +  Ь)(а — с ) < а \  (5)

Так как а >  1, то можно воспользоваться свойством ж) и по­
лучить неравенство

1окЛ а +  Ь ) ( й - ^ ) < 2 , (6 )

равносильное неравенству (5).
Используя свойство а), получим неравенство

Iog„{a +  6 ) +  l o g ^ a - c ) < 2 ,  (7)

равносильное неравенству (6 ).
Каждое слагаемое в левой части неравенства (3) положительно, 

так как (а +  6 ) >  1 и (а — с ) >  1. Следовательно, .можно восполь­
зоваться теоремой 1 § 2  гл. И; возведя в квадрат левую и пра­
вую части неравенства (7) получим равносильное неравенство.
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Поэтому неравенство (7) равносильно неравенству 
[loga(« +  ̂ ?) -f-lo g ^«  —с)Р <  4, 

которое равносильно неравенству
[loga (а +  Ь) — log„ (а — с)]- <  4 — 4 log„ (а +  6 ) log„ (а — с). (8 )

Неравенство (8 ) равносильно неравенству (5), которое спра­
ведливо, значит, справедливо и неравенство (8 ).

Так как при ft >  О, с > 0  справедливо неравенство
О <  [loga(a +  fe) — log^(a — с)р, (9)

то можно воспользоваться свойством транзитивности неравенств.
Тогда из справедливости неравенств (8 ) и (9) будет следовать 

справедливость неравенства
О <  4 — 4 log„ (а +  ft) lo g ^ a  — с),

которое можно записать так:
log„ (а +  Ь) log„(« —с) <  1 .

Применяя свойство д ') и учитывая, что а — с >  1 и а >  1, полу­
чим справедливость исходного неравенства.

УПРАЖНЕНИЯ

Найти числовое значение следующего числового выражения (I—19); 

I. (3 2 )2 _ [(_ 2 V * ]2 _ (_ 5 2 )2 . 2.

3. 4 - 2 _ 2 - з  +  ( ( _ 2 р ] - 1 . 4 .  ( 1 ^  

5. ( _ 0 ,7 5 ) Н  ( 0 . 3 ) - * - ( - - | ' " '

(8-2)6.(642):'. 8.

10. 3 - ^ : [ 2 « ; 3 2 — +  ~ ^  (— 0,295)».

И . ( 0 , 2 5 ) - i . ( l i y  +

6 . [(О.С)2]о_[(_4,5)-2]о +  ̂ з . | . у .

(0 ,2 5 )2 . [ ( _ 5 ) - 3 ] 2 . [ ( 0 . I ) 2 ] - a .

£ \ - 2  
3 4 3

12. ( 2 y ) 4  )'J : 6 - 3 _  [(-33 .41 )2 ]» .

13. ( - 0 , ( 3 ) ) 2

14. 27^»- 5 .  ( - 1

+ ((0 ,5 )2 )‘'*:[(43)»]2 +  (-8)=> 

1_I_\ -2 
2

(I)
32 .38

15 . ((1 0  -  6) -  2 ..| 5 3 . ( 2 5 )4 . 2 0 . (2:<)2 _ 51:1. (42) 2] . (5 - 6) - x . ( l ^ -

; [ 4 1 . ( 3 - 2 ) - * 2 ] ,  

10»
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16. ] 8 5 _ ( 2 - 2 ) - 2  . ® _ ( 3 - 3 ) - 2

17. ^15.
_1_\2 
2 (25)3-23 .(5') 2

-6

Л ч
X

2 5
, (4) - 1 .

5 “

X

18.

19.

8. (42)1. 3̂ * • 2 72 +  9 0 .6-> • 4̂  ■ (32) 2 
24 ■ (62)». (2^)*-!-144• (2-*)«• (9-)2.4- ‘

180- (6=)3. [(36)3.42)3

1 3 5 - 2 1 6 3 . [ 4 2 . g j 2 . 6 3  4 - 3 6 - [ 3 2 . 4 2 . 3 ^ ] 2  

Вынести за знак корня те множители числа, стоящего под знаком корня, 
которые можно вынести (20—25):

20. l/ 'Ш , y j l f ,  У Ш ,  У Ш ,  У Ш .  21. у  54, У  М 2 ,

у ш б ,  у ш .
22. у в о ,  у ш , ,  у ш .  23. ^ 4 8 6 ,  ^ 8 0 0 ,  ^ 1 2 5 0 0 ,  

2 4 .y 'i i(4 ^ ^ ^ K !fp , 1/ 5 4 (2 -  y W - 2 S . y 4 8 ( 2 — У Т У ,  У 2  ( У  И - З У '
Внести под знак корня все множители, стоящие перед знаком корня 

(26-30):

3. 4 / 3 ,  5 1 ^ 2 , 7 - | / 4 ’ Т ^ -  2 7 . 2 ^ 5 ,  3 ^ 4 .  1 2 | / ' , ^ ,26.

28. 1^8, 1 1  / - 6 .  l l  ] / 2 | - . 2 9 . ( 2 - К  З) ■ ^ 2 ,  ( 4 - V ^ )  • V ^ .

30. ( 1 / ' 3 - 2 ) - / 5 ,  ( 1 1 - у ' Т з ) - у 7 .

Вынести за знак корня знаменатель дроби, стоящий под знаком корня 
(31 -33):

32.  К т • К ?  К ^ 4 _ ’ I V ' 4 -

3J. К я ’ ' т К ’т-
Записать в виде произведения двух чисел следующее число (34-^37):
34. 7 + V I ,  / Т 2 + ] / ' 4 5 + / 1 8 ,  5 + У 1 , - \ - У Т 5 .

35. 5 - У 5 , У Т 5 - У ^ + У ж ,  З - У б - ^ г У ^ -
36. 3 V T 2 — 3 У " б + У ж - У Т 5 .  37. У ^ ~ У т ъ - { - У ^ - У т .  
Найти числовое значение следующего числового выражения (38—45):

38. 2 1 / 5  | / ' 4 8 + з | / 4 0  / 1 2 — 2 К 15 У Т ! .
39. У т ~ 2  / г т б - ь  / Т Ш — /8 э Т .
40. 2 ( ) / '2 5 2 -  / Т г ё ) - (  У Ш ~  / 6 3 -  У Ш ) .
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41. 15 f^TToi— I  у  s | - + 6  | /  — (5 \ Г Ш -  f^300).

42. 30 | / * | . + 5 ^ Й 4 .  43. 2 0 ,1 2 5 + ^ ^ 0 ,0 0 1 6 ,

44. 0,0001 — 0,00032. 45. ( K"6 — 2 | / 'T5)• ^ 2 0 .О
записать в виде корней одной и той же степени следующие четыре чн- 

СЛ.1 (46—50);

46. ^  3, У  2,  ^  5 и 7. 47. 5, 15, ^ 5 0  и 171.

43. V ^ .  У  7, v ^ l l  и 1671. 49. У 2 - 3 \  У 5-642, ^ з Т у  и

“■ ’/?• Kf К1« /I-
Записать в виде степени с рациональным показателем следующие числа 

(51—53): _  ___ ___ ___
51. К  5, У  7=, У  И^,  У 132, У 19^

52. V ¥ ^ ,  У ^ \  У ~ * >  У ^ .

53. 2 V '4 ^ . 3 У ^ ,  7 | / ’р ,  3 У ^ ,  9 У ^ .
Записать, используя знак корня, следующую степень с рациональным 

показателем (54-57):
1 3 2 3 2 12 —

54. 2 ® , 3 * , 5 5 , 7 ’ , 4 * , 55. 3».®, 4».25, 4».’\  3 “ .
2 1 1

58. 3 -2 ^ , 4-3 ‘ , 5-6».=5, 7-3=.“ , 2-9^ .
_1_ _ _j_

57. 2 -3  “ , 3 -2 - з .’5., 7 .5  ^ \  6 -7~ о , \  8-10 “ .
Заменив все знаки корней рациональными показателями степени, найти 

числовое значение следующего числового выражения (58—64):

55. I ' y i - i y y i - . y ^ y s ) .

59. У ^ 2 У ' 2  ; ( y f V ^ .  У ^ г У г )  .
3

6 0 . }^3 Уз V I : ( 1 - ^ 3  У 3 y i  : V   ̂У ^) .
61

62

63

64

• (  V  1 б У  8 V 2 )  ■ > ^ 3 2  У ^  . V 2 } ^ 4 У  4.

. з У ^ 9 i f i T y l : С У ^ ^  • У з  У^з) .

.  ̂1 ^ 2  V 4 V  8 ^ ' 1  : F ^ 4  V 2 К  4)  . у 3 | / 9. 

. ( v ^ 5 - y i ) - ^ - ( V 2 5 | / 2 - g ) ^  _

( V 5 y J E ) '
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Найти числовое значение следующего числового выражения (65—78):
1

I ±  ±  1  ± \ Т
. \27^  -8  ̂ .32® .81 * ) .

. (lOO~'^.C4^.O,25».5.I6-''.’0  .С6

67. i  G,250.5. • 100 •0 ,0 1 -

(
6 8 . Л2 2 • 3 ^  j : 4 V

69. | 3 -

' II I П ~ т 1
.3 •(2252)

4 2 ^ 2  3

' Г  
I .

L ) 2
V
-L _ i_ \

.3  3 j J .

J _
864

( / 5  1 \   ̂ » { [  ±  ± \ '

71. 1 , 3^  •S^ ):2"' * : 16:\5"-2  ‘ -3^ ^

I 1 . ±  i .  г ( . l - A l  ±
. \3 '" -S '*  .2^  • 16:1 ,27-1 .5  => /  •I 2 5 . 3 :2 * / ' /  .72. ,

- i  - ±  - ± \
73. 102.1000 VlOO '^— 0,027 ^

/

74.

75. 2 .

JL _L
(27 У  2) •' +  (8 / 2 )  •* j  . (343 /  2) =* - 1 0  (0.001 • !/■ 2)

76. ] / '  - i - 0,5 ] / ' l 2 +  V  0 , 0 2 - 5 j  V  з ) ( - 0 , 7 5  К  2).

77. (2 / 6 - / 5 + 4  V " 2 )(3  Vl> +  V & - 2  ]/"2).

Доказать справедливость следующего числового равенства (79—112); 

79. У Т о ^ Ц ~ р ^ =  У~6—2. 80. К з —2 У''2=  У~2 — 1.
81. V s  +  2 /  6 + К 5 - 2  К б  =  2 V 3 .

,82.

83

84

85

^ , ■ 9  2 } Г з + У ~2 +  2
2 2 

. 17 — 4 I/ 9  +  4 > ^ 5 =  » ^ 5 — 2.

. 3 — 1/'29— 12 / ‘5 = 1 .

. 6 + 2 | ^ 5 - ' | / ’l 3 + / 4 8  = / 3 + 1 .
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86 . К в +  V iO +  ) ^ 8 =  V ^-l- / 2 + 1 .

87. | / 8 + 2 ^ 1 0 + 2  / 5 + y ^ 8 — 2 ] /  1 0 + 2  / " 5 =  / 2 " ( l +  / 5 ) .

88. V 2 +  89. v / 5 / 2  +  7 - ^ 5  / 2 - 7  =  2.

90. I / 2 0 +  14 V~2 +  y 20— 14 / 2  =  4.

91. У 25 +  4 V"Q —  V  1 +  2 / 6  =  0.

. У ^ З + 9 ^ 1 2 — 9 / 1 8  =  V^ 9 — ^ 6 .92

93. ( ^ 9 + 4 / 5 + ^ / 2 + / 5)  / ■ 5 — 2 =  2 .

94. ^ 8 / 2 ( 7  +  4 / 3 ) • > /^ 4 / 2  / ■ 2 — 2 / 6  / 2  =  2 ^ / 2 ,

95. ^ 2 8  +  4 / 4 8 =  / 3 + 1 .  96. 1 7 + 1 2  / 2 =  / 2 + 1 .

97. ^ 28— 16 / 3 =  / 3 — 1.

98. / 6  +  2 ( / 6 +  / 3 +  / " г )  — К б  — 2 (  /  6 — / 3 +  /  2) =  2 / 2 .

*9 . 1 £ ^ Д 1 _ К 5 + / - 2 .
1 /3  /  5 — 3 /  2

100. ( 2 +  / 5 )  (2 +  5 / 5 ) - ( 2  +  2 / 5 )  ( 2 - 2  / s )  3
4 +  3 /  5

10'- — ^ - Ц т = = ( / з - / 2 ) ( з ^ З + 2 ^ 9 + 4 ) .
/ 2 + /  3

4-1-9
102.

103.

^ ^ ± i L | = = / 3 + i .
x /  1 0 + 6  /  3

1 /  / 1 - ^ 2  ] / ' з - / 2 (3—У 2 )  (3 - / ~ 2)

1/  / 3 +  v/ 2  ^

104. l - _  =  ( j Z l l + / 8 ) ( / l l + / 8 ) .
/ ^ 1 1  — 1/  8

105. g * ,  . - = ( f / 3 - f / 2 ) ( / 3 + ^ ~ 2 ) ( / 3 + / 2 ) .  
j /  3 +  ] /  2

106.

107.

108.

2 / 3  _ 2 + / 6 — / 1 0

/ 2 +  / 3 +  /  2

2 / Ш  (30 — 2 / 3 0 ) (  /  5 / 6 — V I )
/ 5 +  / 6+ 7 26

6 3 ( 3  / 2  — 4 ) ( 3 +  / 2 +  / 3 )
3 +  / 2 -  / 3  2

109. ■ Q ----- =  3 - ^ 2 7 .
/ ^ + / 9 + / 2 7  +  3
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, , ,  У У ' ^ - 1 - У з  +  2 У 2 + У ( У ^ + \ 2 ) У ' з - б У ' 3 - 8  ,
У  3 —] / / 1 + 1 . у 3 — 2 / 2  

2 + / З  , 2 — / З112.
V /  2 + У  2-1- У з  V  2—V 2 — V  3

=  2 .

113. Разность 1 / |4 0  / 2 — ^ \  — У  40 У  2 +  57 является целым числом. 
Найти это целое число.

Какое из двух следующих чисел больше (114— 123):

114. У 10 или v ^ 3 ;  115. ( У Ж ^ ) - ^ ' ^  или 1;

116. У  24 или У  5 ;  117. ^ У 623 или У  5 ;

118. (2 У  2 ) или 2~^^; 119. ^ У  9 или ^ У 81;

120. У 125-343 или | / " |?  • i

3

V m ’'

122. V У 10 или у  УТз- ,  123. У  2^ или V  V  У Т ч
Доказать справедливость следующего числового неравенства (124—132);
124. 33  ̂ >  251. 125. 2023«з >  ЗОЗ̂ »̂ .

126. У ^ з + у  з + у ^ з - У  3 < 2 У  3.

127. У  У п — 3 > ^ У \ \  —  У з .

128. 2 ( ^ / з + У 5 + У “7 ) - ( К з  +  1/"5 +  Т/’ 7) < 3 .

129. б К 2  +  4 1 / ' з  +  5 К 5  >  5 ^ 6  +  7 У Т о  +  З У Т д .

130. ( ^ ^ 5 + v / ' r + y  9)  ( К б + К Т + К э )  >  9 v^ iT s.

131. з У ~ 2 + У 'з { \+ У ~ 2 + У " з )  > 2 У б (1 +  У 2 + У з ) .
132. y 6 + y T o + V \ 5 < j .

Найти числовое значение следующего числового выражения (133— 170):

133. log2 V ^ 16+ log8  ^ 2 - l og3 (2 7 К 3) — lo g t K s  y i .

135. l og,  У  9 + log 3 9 - l og ,  ^ ^ + l o g  , У  m y  2.
3 У  T  8

136. log3 2 7 - l o g ^ _ 2 7 - l o g _ j _ 2 7 - l o g ^  ( g j .
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137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.
147.

148.

149.

150.

151.

153.

155.

156.

157.

158.

159.

logo,4 5 o j+ lo g „ ,e ^ - !Q ^ )  +  l o g o , 3 2 ( ^ ^ ) .

l o g |^ _  } T 5 - \ o g y - { 5  V D +  (4 +  2 ^ 3 ) .

^ o g y - ^ V  V ^ V Y b + i o g y - ^ V v r ^ .

4  г

V  2 ■

/ . о . ( 5 |^ 5 )  +  log^ _  (5 }Г5 ) .

2-logs V  5 + у  • l o g ^ 2 5 — log i У  5 — 2.

g lo g „  5 +  1 _ з 2 ( ' ° S ‘* 2 + 4 ) )  — i o g ^ _ ( 2  /  2 ) .
1

Т
logs logs logs 16. 146. logs log4 loga 64. 
log4 logs logs 81.

logs =4 2̂) + 6 1 o g 2  /  2 + 5

l o g j  3 - 1
3 i + i o g , 4 _ ^ 2 '°e» 3 - 2 _  , 52 . 4 З log . 2 _ ( 1  5 ) 

2 3 - l o g . 3_|_72  log, 2 + l_  J5 4 _ J g l - l o g ,

g2 logs 2 + 4 lo g ,, 2 ,  3 ^ ^  2 '

(0 ,1)2 lg0.1-1.5 1g 0 .1.(o_ ,)-( '8 T  + 2 - ' s 2“ ) .

■ lo g s  16 

8

I — log , 9 - l o g ,  6
7 2 Л 4 9 2  + 5

l ^ i ^ ( 3 6 l - l o g . 2  +  4 9 - log,

log'.^ 16

• ) .

log4 V 2  I  >^2
log (2 / 2 ) +  100 2̂

I g 8 - 2  1g 2

160. 10
Yl g9- l g5 + lg2

7* 395



161. lo g ^ -  3• logs36 +  logj^- 8 . logj 81.

162. 72 logs, у  ^ - lo g a s v ^  2 + \ 0 l o g , { ^ ^ J

2 1
-5-  log j 3 2 — -  logj 6 4 +  logs 10

163. 3® 3

164.

166. (Ig 2 -I- Ig 5 +  Ig 300 — Ig 3)-3^ 3,

168.
К 3 ^ V T  V 3 , 3 / - y  3 / - y

log! v r  lo g ^ _  V 7  ^ ^ ^  '

169. 2 logs 3 ( l ) ^ - " " ^ • ^ . o g , 2 ..og.8 ..

170. logj 2- log4 3 • logs 4 • loge 5 • log, 6 • logs 7.
Имеет ли смысл следующее числовое выражение (171—173):
171. V loga l,4  +  log2 0 ,7 ; 172. ^ I g  15 +  lg0 ,07 ; 173. I g l g l g l l ?  
Какое из двух чисел больше (174— 188):

»ли о;174. Ig 0,245 или 0; 175. Ig

176. I g J / 10 ИЛИ log2 V 2 ; 177. log4 5 или log, 5;
178. log, 10 или logipl l ;  179. logs2 или loga3;
180. log4 2 или logo,0625 0,25; *81. logig, 1323 или loges 147;

182. logs 11 или logj K ? 4 ; 183. y - ( - l g 3  или Ig 19— Ig 2;

184. Iogo,2 0,8 +  logo,2 5 или 0; 185. или I g ;

186. 3 ( l g 7 - l g 5 )  или 2 ^ i | g 9 — y l g e j  ; 187. I g l g l g S  или Ig» 5;

188. lo g j _ lo g ^ -5  или logj^_ lo g ^ .-7?
2

Доказать справедливость следующего числового неравенства (189—205);
189. logs 32 <  >og2 5. 190. logs 14 >  log, 18.
191. logie729 <  lo g g ie . 192. l o g ,  |^ 3  <  log ,  1^ 2 .

T  IT
193. log. „ „ 4-  >  0. 194. ------hi— !—  <  2.‘°Ss2 2 logan  ' log i.sn

195. ( l + l o g 2 5 ) ( l o g 2 ^ , - 5 + l )  > 2  1og2§.
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197. lGg||,2 log2 SlogaS <

198. 31og5 7 + l o g , 5  +  log49 5 >  4.

199. log, ^ 4 5 .  log, (45 / з )  >  24 log , { / б  log, / з " .
200. ’g < + l g 2 +  l g 3 + l g 4  ^  I g l  +  l g 2 + l g 3

201 . I g l  > Ig» +  lg2 +  lg3 +  l g 4 + l g 5  +  l g6 _

7 6
202. logaloga-g <  log  ̂ log  ̂ y .

T  “
24 Ч

203. logg 2 - l og j ^2 -log2 у  >  1. 204. log  ̂ 7 > l c g 7 3 — y .
6 6 'T

205. logii ( } ^ з + 1 / з  +  У 3 - V 3 )  <  log, (2  У з ) .
206. Зная, что lo g e 2 = a i найти log24?2.
207. Зная, что log30 8 =  6 , найти logs^ 9.
208. Зная, что log4l25==e, найти logio64.
209. Зная, что lo g ,o o 3 = a  и iogioo2 =  p, найти logjG.
210. Зная, что log5 l 5 =  m и logi2 l8  =  n, найти log2s24.



Г Л А В А  V. ТРИГОНОМЕТРИЯ

§ 1. Углы и их измерение

Понятие угла. Пусть даны два совпадающих луча: луч ОА 
и луч ОВ (рис. 37).

Пусть луч О А , поворачиваясь в плоскости вокруг точки О, 
совершит некоторый поворот. Тогда для любого такого поворота 
луч ОВ считается неподвижным (начальным) лучом поворота, а 
луч О А — подвижным, совершившим данный поворот.

Любой поворот подвижного луча О А  от неподвижного луча ОВ 
может быть совершен в двух противоположных направлениях (по

часовой и против часовой стрелки).
^ ^  Если на подвижном луче О А  приспосо- 

бить пишущее устройство, равномерно 
Рис. 37 . удаляющееся от точки О вдоль луча

ОА, то при вращении луча О А  оно будет 
оставлять след на плоскости. После того как луч ОА совершит 
некоторый поворот, этот след будет представлять собой раскру­
чивающуюся вокруг точки поворота О кривую, которая начи­
нается у неподвижного луча ОВ и оканчивается у подвижного

луча О А . С помощью такой кривой на рисунках показывают 
повороты. При этом возле подвижного луча кривая обяза­
тельно оканчивается стрелкой, указывающей направление совер­
шенного поворота.

На рис. 38 показан один из поворотов по часовой стрелке. 
На рис. 39 показан один из поворотов против часовой стрелки. 
Пусть подвижный луч ОА совершил такой поворот по часовой 

стрелке, что луч ОА впервые совпал с начальным лучом ОВ.
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1->гот поворот принято называть полным оборотом по часовой 
стрелке (рис. 40).

Пусть подвижный луч ОА совершил такой поворот против 
часовой стрелки, что луч ОА впервые совпал с начальным лу­
чом ОВ. Этот поворот принято называть полным оборотом про­
тив часовой стрелки (рис. 41).

А в  ^  ^
Рис. 40. Рис. 41.

На рис. 42 показан поворот, равный трем полным оборотам 
против часовой стрелки.

На рис. 43 показан поворот, равный двум полным оборотам 
110 часовой стрелке.

Итак, из рассмотренных примеров ясно, как изобразить на 
])мсунке любой поворот.

Пусть подвижный луч О А  совершил некоторый поворот в пло­
скости вокруг точки о  от неподвижного луча ОВ. Тогда принято 
считать, что тем самым образован некоторый угол а ,  и в таком

Рис. 43.

случае говорят, что подвижный луч ОА задает угол а , соответ- 
ствуюш,ий этому повороту. Точку О называют вершиной угла а , 
неподвижный луч 0 5 — началом отсчета угла а, подвижный луч
0  Л — подвижным лучом, задающим угол а . Неподвижный луч ОВ 
(начало отсчета для любого угла) на рисунках принято распола-
1 ать горизонтально вправо. Принято считать: если подвижный 
луч совершил некоторый поворот против часовой стрелки, то он 
:)адает соответствующий положительный угол; если подвижный 
•луч совершил некоторый поворот по часовой стрелке, то он за­
даст соответствующий отрицательный угол\ если подвижный луч 
ПС совершил поворота, то он задает нулевой угол.

Например, если подвижный луч О А  совершил полный оборот 
против часовой стрелки, то он задает положительный полный угол; 
(ч-ли подвижный луч ОА совершил полный оборот по часовой 
стрелке, то он задает отрицательный полный угол.

Градусная мера угла. Пусть подвижный луч О А  совершил
поворот, равный ^  части полного оборота против часовой стрелки.
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Тогда говорят, что подвижный луч О А  задает угол, градусная 
мера которого равна одному градусу, или короче — угол в один 
градус^ ( 1°). Следовательно, положительный полный угол и угол 
в 360° — это один и тот же угол — угол, который задает подвиж­
ный луч О А ,  совершивший полный оборот против часовой стрелки 
(см. рис. 41).

Д ля частей угла в один градус приняты специальные наиме­
нования—лгым///па и секунда.

Пусть подвижный луч ОА совершил поворот, равный ^  части 
поворота, соответствующего углу в один градус, против часовой

е
Рис. 44. Рис. 45.

стрелки. Тогда говорят, что подвижный луч ОА задает угол в 
одну минут у  (Г ). Следовательно, угол в 60 ' и угол в 1“ —это 
один и тот же угол.

Пусть подвижный луч О А  совершил поворот, равный части
поворота, соответствуюш,его углу в одну минуту, против часовой 
стрелки. Тогда говорят, что подвижный луч ОА задает угол в 
одну секунду (1"). Следовательно, угол в 60" и угол в Г  — один 
и тот же угол.

Пусть подвижный луч О А  совершил поворот, равный части
полного оборота против часовой стрелки. Тогда говорят, что под­
вижный луч ОА задает положительный прямой угол, или угол 
в 90'* (рис. 44). ^

Пусть подвижный луч О А  совершил поворот, равный у  части
полного оборота против часовой стрелки. Тогда говорят, что 
подвижный луч ОА задает развернутый положительный угол, 
или угол в 180° (рис. 45).

Пусть подвижный луч ОА не совершил никакого поворота, 
тогда говорят, что подвижный луч ОА  задает нулевой угол, или 
угол в 0° (см. рис. 37).

В таких случаях иногда говорят, что подвижный луч ОА со­
вершил нулевой поворот. ^

Пусть подвижный луч О А  совершил поворот, равный у  части 
полного оборота по часовой стрелке. Тогда говорят, что под­
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и

вижный луч ОА задает развернутый отрицательный угол, или 
угол в (— 180°) (см. рис. 45).

Пусть подвижный луч О А  совершил поворот, равный части
полного оборота по часовой стрелке. Тогда подвижный луч О А 
задает отрицательный прямой угол, или 
угол в (—90°) (рис. 46).

Радианная мера угла. Пусть подвижный 
луч о  А  совпадает с неподвижным лучом ОВ, 
не совершив поворота. Возьмем произволь­
ную точку М  на неподвижном луче ОВ и 
точку N  подвижного луча О А , которая 
совпадает с точкой М . Проведем окруж ­
ность с центром в точке О радиусом R , 
равным длине отрезка ON  (рис. 47).

Если подвижный луч ОА будет враш,аться вокруг точки О, 
то точка N  будет двигаться по этой окружности.

Пусть подвижный луч ОА совершил такой поворот против 
часовой стрелки, что точка N , двигаясь по окружности, прошла 
расстояние, равное радиусу этой окружности. Тогда говорят, что

Рис. 46.

подвижный луч ОА задает угол, радианная мера которого равна 
одЕюму радиану, или короче — г/гол в один радиан  (рис. 48).

Пусть дано положительное число р. Пусть подвижный луч 
ОА совершил такой поворот против часовой стрелки, что точка N , 
двигаясь по окружности, прошла расстояние 5 , равное |37?, тогда 
говорят, что подвижный луч ОА задает угол в |3 радиан.

Пусть дано отрицательное число р. Пусть подвижный луч О А 
совершил такой поворот по часовой стрелке, что точка N , 
двигаясь по окружности, прошла расстояние S ,  равное | Р | / ? ,  
тогда говорят, что подвижный луч ОА задает угол в Р радиан.

Таким образом, радианную меру любого угла определяют 
следуюш,им образом. Пусть дан некоторый угол а , задаваемый 
подвижным лучом О А. Радианной мерой угла а  называют такое 
число, абсолютная величина которого равна отношению расстоя­
ния S ,  пройденного по окружности радиуса R  точкой N  под­
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вижного луча О А , к радиусу R  и знак которого определяется 
направлением совершенного поворота, другими словами, радиан-

S
НОИ мерой угла а  называют положительное число 75- , если по-н
ворот совершен против часовой стрелки, или отрицательное число

поворот соверш енно часовой стрелке.
Если угол задается подвижным лучом О А , не совершившим 

поворота, то угол а  будет нулевым и радианную меру этого угла 
полагают равной нулю.

Пусть подвижный луч ОА совершил полный оборот против 
часовой стрелки, тогда точка N  подвижного луча ОА, двигаясь 
по окружности радиуса i?, прошла расстояние 2я/?. Значит, в

этом случае подвижный луч ОА задает угол, радианная мера 
которого равна 2 я  радиан, или короче, угол в 2л  радиан
(рис. 49), т. е. угол в 360° и угол в 2л  радиан,— один и тот л<е
угол (см. рис. 41 и рис. 49).

Если подвижный луч ОА совершил полный оборот по часо­
вой стрелке, то он задает угол в {—2 л) радиан (рис. 50), т. е. 
угол в (—360°) и угол в (—2л) радиан, — один и тот же угол 
(см. рис. 40 и рис. 50).

Пусть подвижный луч О А  совершил часть полного оборота
против часовой стрелки. Тогда точка N  подвижного луча, дви-

* я/?гаясь по окружности радиуса R ,  прошла р а с с т о я н и е . Следо­

вательно, если подвижный луч ОА совершил часть полного

оборота против часовой стрелки, то он задает угол в радиан

(рис. 51), т. е. угол в 90° и угол в радиан,— один и тот же
угол (см. рис. 44 и рис. 51).

Если подвижный луч ОА совершил часть полного оборота

по часовой стрелке, то он задает угол в ( —у )  радиан (рнс. 52),

т. е. угол в (—90°) и угол в радиан ,— один и тот же
угол (см. рис. 46 и рис. 52).

202



Пусть подвижный луч ОА совершил часть полного оборота
против часовой стрелки. Тогда точка JV подвижного луча О А , 
двигаясь по окружности радиуса i?, прошла расстояние л/?, сле­
довательно, в этом случае, задаваемый 
подвижным лучом ОА  угол, будет углом 
в я  радиан (рис. 53), т. е. угол в 180° и 
угол в я  радиан — один и тот же угол 
(см. рис. 45 и рис. 53).

Аналогично угол в (— 180°) и угол в 
(—я) радиан — один и тот же угол — угол, 
задаваемый подвижным лучом О А , совер­
шившим часть полного оборота по ча­
совой стрелке (см. рис. 45 и рис. 53).

Если радианная мера некоторого угла 
есть р радиан, а градусная мера того же
самого угла равна а  градусов, то эти числа связаны пропорцией

а ° : 3 6 0 °  =  р : 2 я .

Пользуясь этой пропорцией, можно переводить радианную 
меру угла в градусную и наоборот — градусную меру в радиан­
ную. Рассмотренные выше примеры — частные случаи этой про­
порции. Приведем еш,е примеры.

Рис. 51.

( о
А Л  К 0 J  1м S

Рис. 53.

Угол в 30° и угол в -g- радиан есть один и тот же угол. Это 

вытекает из справедливости пропорции 30°:360° =  -^ :2 я .

Угол в 45° и угол в радиан есть один и тот же угол. Это 

вытекает из справедливости пропорции 45°:360° =  -^ :2 я . Угол в 

60° и угол в радиан есть один и тот же угол. Это вытекает 

из справедливости пропорции 60°:360° =  - ^ : 2 я.О
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З а м е ч а н и е .  Всюду в дальнейшем будет использоваться 
только раднанная мера угла. В обозначениях меры угла в р а­
дианах почти всегда будет опускаться слово «радиан». Поэтому 
в дальнейшем

— под углом я  понимается угол в л  радиан, т. е. угол, ра- 
дианная мера которого равна л  радиан;

7  7— под углом понимается угол в радиан, т. е. угол, ра-
7дианная мера которого равна радиан;

— под углом а  (где а  — некоторое фиксированное число) пони­
мается угол в а  радиан, т. е. угол, радианная мера которого 
равна а  радиан;

— под углом (а  +  Р) понимается угол, радианная мера кото­
рого равна (а +  Р) радиан;

— под углом ( а — Р) понимается угол, радианная мера кото­
рого равна (а — р) радиан.

Отметим еще, что под словами «угол а  такой, что а Ф ^-\-к у , 
k ^ Z »  понимается, что угол а  такой, что его раднанная мера

не равна числу (Р +  ̂ у) ни при ка­
ком целом числе к.

Единичная окружность. Пусть на 
плоскости введена прямоугольная 
система координат хОу с положи­
тельной полуосью абсцисс Ох, н а­
правленной вправо, и положитель­
ной полуосью ординат Оу, направ­
ленной вверх. Пусть дана окруж ­
ность радиуса, равного единице из­
мерения длин, и с центром в начале 
координат (рис. 54). Такую окруж ­
ность принято называть единичной 
окружностью.

Примем за вершину любого угла 
начало координат — точку 0 (0 , 0). 

абсцисс примем за неподвижный луч,

Рис. 54.

Положительную полуось 
т. е. за начало отсчета для любого угла а.

Пусть дан любой угол а ; очевидно, что подвижный луч О А , 
задаюш,ий этот угол а, обязательно пересекает единичную окруж ­
ность в некоторой точке Q{a, Ь). Столь же очевидно, что для 
любой точки R  (с, d) единичной окружности обязательно найдется 
угол р такой, что подвижный луч О А , задающий этот угол р, 
пересекает единичную окружность именно в этой точке R ip , d).

Определим координаты некоторых точек единичной окруж ­
ности.

Прежде всего ясно (рис. 55), что: подвижный луч ОА, задаю­
щий нулевой угол, пересекает единичную окружность в точке 
Л1(1; 0); подвижный луч О А , задающий угол л , пересекает еди­
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ничную окружность в точке Р  (— 1; 0); подвижный луч О А , 
задающий угол у ,  пересекает единичную окружность в точке

Г  (0; 1); подвижный луч О А , задающий угол ^ , пересе­
кает единичную окружность в точке L  (О, — 1).

Пусть подвижный луч О А , задающий угол пересекает
единичную окружность в точке К  (рис. 56). Вычислим ее коор­
динаты. Проведем через точку К  прямую, параллельную оси Оу, 
пусть она пересекает ось Ох в точке Ki- Поскольку обе коор­

динаты точки К  положительны, то они соответственно равны 
длинам катетов равнобедренного прямоугольного треугольника 
OKiK. Согласно теореме Пифагора \ O K f  =  \O K i\‘̂ +  \kK i\^]  так

как I OKi\ =  1 K iK  |, то отсюда получаем, что | OKi | =  | KKi\ =  .

Поэтому абсцисса точки К  равна ординате точки К  и равна — .

Значит, подвижный луч О А , задающий угол , пересекает еди-
/  \f2  \  

ничную окруж ность в точке К  ( -  g > •

Пусть подвижный луч ОА, задающий угол , пересекает
единичную окружность в точке 5  (рис. 57). Вычислим ее кйор- 
динаты. Проведем через точку S прямую, параллельную  оси Оу, 
пусть она пересекает ось Ох в точке Sj. Поскольку обе коор­
динаты точки S положительны, то они соответственно равны 
длинам катетов прямоугольного треугольника OS^S. И з геомет­
рии известно, что в прямоугольном треугольнике длина катета, 
лежащего против угла , равна половине длины гипотенузы.

Значит, I SS j I =  у  • По теореме Пифагора | OS^ р =  | OS |? — 15S i р.
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Откуда 1 OSi \ — . Поэтому абсцисса точки S равна , а ее

ордината равна

Значит, подвижный луч ОА, задающий угол , пересекает 

единичную окружность в точке S  . у )  •

Пусть подвижный луч ОА, задающий угол , пересекает 
единичную окружность в точке F (рис. 58). Вычислим ее коор­

динаты. Проведем через точку F прямую, параллельную  оси Оу, 
пусть она пересекает ось Ох в точке Поскольку обе коор­
динаты точки F положительны, то они соответственно равны 
длинам катетов прямоугольного треугольника. Используя сфор­
мулированное выше утверждение о длине катета, лежащего
против угла получаем, что \O F i\ =  -j< но тогда, применяя 
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теорему Пифагора, находим, что
1^3 . Поэтому абс-

I У  3цисса точки F равна у , а ее ордината равна — ^ .

Значит, подвижный луч О А , задающий угол пересекает

г. /  1 Nединичную окружность в точке -г! у ,  — У ’

Пусть подвижный луч ОА, задающий угол а ,  пересекает еди­
ничную окруж ность в некоторой точке Q(a, Ь). Тогда легко 
видеть справедливость следующих у т в е р ж д е н и й :

1. Подвижный луч О А , задающий угол (а +  2п), пересекает еди­
ничную окружность в той же 
точке Q(a, Ь) (рис. 59).

2. Подвижный луч О Л, задаю­
щий угол {а — 2п), пересекает еди­
ничную окружность в той же 
точке Q{a, Ь) (рис. 60).

3. Подвижный луч, задающий 
угол (а +  д) пересекает единичную  
окружность в точке (— а, — Ъ), 
симметричной точке Q{a, Ь) отно­
сительно начала координат — точ­
ки О (О, 0) (рис. 61).

4. Подвижный луч, задающий 
угол (— а ), пересекает единичную  
окружность в точке {а, —Ь), сим­
метричной точке Q(a,  Ь) относительно оси Ох (рис. 62).

5. Подвижный луч, задающий угол ( л —а),  пересекает единич­
ную окружность в точке (— а, Ь), симметричной точке Q {а, Ь) 
относительно оси Оу (рис. 63).
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§ 2. Синус и косинус угла

Пусть на плоскости введена прямоугольная система коорди­
нат хОу с положительной полуосью абсцисс Ох, направленной 
вправо, и положительной полуосью ординат Оу, направленной

вверх (рис. 64). Пусть дана еди­
ничная окружность.

Примем за вершину любого 
угла начало координат — точку 
0 (0 , 0). Положительную полу­
ось абсцисс примем за непод­
вижный луч ОВ, т. е. за нача­
ло отсчета для любого угла а .

Пусть точка М  есть общая 
точка неподвижного луча ОВ 
и единичной окружности. Тогда 
часть неподвижного луча ОВ — 
отрезок ОМ — будем называть 
единичным неподвижным ради­
усом, или началом отсчета уг­
лов.

Пусть подвижный луч ОА совпадает с неподвижным лучом ОВ, 
не совершив поворота. Точку подвижного луча О А ,  которая 
совпадает с точкой М  неподвижного луча ОВ, обозначим через N'. 
Тогда часть подвижного луча ОЛ — отрезок ОЛ̂  — будем назы­
вать единичным Подвижным радиусом, а точку jV — концом еди­
ничного подвижного радиуса.

Если подвижный луч ОА совершит некоторый поворот, то 
вместе с ним совершит этот же поворот и единичный подвижный 
радиус ON. Поэтому можно считать, что не только подвижный 
луч ОА задает некоторый угол а , но и единичный подвижный 
радиус ON  задает этот ж е  угол а.

Условимся в дальнейшем говорить: единичный подвижный 
радиус ON  задает угол а ,  понимая под этим, что соответствуюш,ий 
подвижный луч О А  задает тот же самый угол а .

Пусть конец подвижного единичного радиуса O N , задающего 
угол а ,  совпадает с точкой Q (a, V) единичной окружности; тогда 
координаты точки Q будем называть координатами конца еди­
ничного подвижного радиуса, задающего угол а ,  и будем писать: 
N  (а, Ь).

Синус угла. Пусть дан любой угол а. Число, равное орди­
нате конца подвижного единичного радиуса, задающего этот 
угол а ,  называется синусом угла а  и обозначается з1па(рис. 65).

Из определения следует, что для любого угла а ,  существует 
синус этого угла и притом единственный.

П р и м е р ы .
Ордината конца единичного подвижного радиуса, задающего 

нулевой угол, равна нулю (рис. 66), следовательно, sin 0^=0.
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Ордината конца единичного подвижного радиуса, задающего 
угол л , равна нулю (см. рис. 66), следовательно, s in n  =  0. 

Ордината конца единичного подвижного радиуса, задающего
угол у ,  равна единице (рис. 67), следовательно, s i n - j = l .

Ордината конца единичного подвижного радиуса, задающего

Рис. 67.

Ордината конца единичного подвижного радиуса, задающего 
угол , равна у  (рис. 68), следовательно, s in -^  =  y .

Ордината конца единлчного подвижного радиуса, задающего 

ую л равна (рис. 69), следовательно, s i n ’
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ордината конца единичного подвижного радиуса, задающего 

у г о л - ^ ,  равна (рис. 70), следовательно, sin •
Отметим некоторые свойства синуса угла.
Так как для любого угла ос ордината конца подвижного еди­

ничного радиуса, задающего этот угол а ,  не может быть меньше,

чем (— 1), и больше, чем 1, а заключена между ними, включая 
(— 1) и 1, то для любого угла а  справедливо двойное нера­

венство — l : ^ s i n a ^ l .
Пусть ордината конца единич­

ного подвижного радиуса, зада­
ющего угол а , есть число Ь, тог­
да, как указано выше, ордината 
конца единичного подвижного ра­
диуса, задающего угол (— а) есть 
число (— Ь) (рис. 71). Поэтому

равенство
sin{— а) =  — sin а .

Это свойство синуса угла мож­
но сформулировать так: знак ми­
нус можно выносить за знак си­
нуса или вносить под знак синуса, 
т. е.
sin (— а) =  — sin а  =  sin (— а). 

П р и м е р ы ,  sin — s i n ^  =  — у  ;
• /  я \ . л  1^2

, я \ . яs i n ( - 3 - j  =  - s i n ^

2
]^3
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К ак указано выше, ордината конца единичного радиуса, за ­
дающего угол а ,  равна ординате конца единичного радиуса, 
задающего угол (я — а) (рис. 72). Поэтому для любого угла а  
справедливо равенство

sin (n  — a) =  s in a .
Зя Я \  У~2П р и м е р ы ,  sin — =  sin •5

. 5л . /  л  \  . л  Isin -g- =  s in (^ n - - g  j = s i n - g

V 3. 2я . /  я  s in - j -  =  sin ( л —-J =  $ 1 П -

Пусть ордината конца единичного подвижного радиуса, за ­
дающего угол а ,  есть число Ь, тогда, как указано выше, орди­
ната конца единичного подвижного радиуса, задающего угол

(я +  а) есть число (— Ь) (рис. 73). Поэтому для любого угла а  
справедливо равенство

s in (H -f а) =  — s in a .
_____

1

гл . 5л . /■ , я  \  . яП р и м е р ы ,  sin =  sin I я  +  -J =  — sin -j-

=  — s i n ^ =  —. 7 л  . /  , я  \s i n - ^  =  sm I я + - ^

( n  +  f )  =  - s i n f. 4л sm -;r- =  sin

К ак указано выше, ордината конца подвижного единичного 
радиуса, задающего угол а , равна ординате конца единичного 
подвижного радиуса, задающего угол (а +  2я), и равна ординате 
конца единичного подвижного радиуса, задающего угол (а — 2я). 
Поэтому для любого угла а  справедливы равенства

s i n a  =  s ln (a  +  2я), 
s in a  =  s in (a  — 2я).
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Используя эти равенства и применяя метод математической ин­
дукции, можно показать, что для любого целого числа п  и лю­
бого угла а  справедливы равенства

sin а  =  sin (а +  2пп) =  sin (а — 2лп).

Это свойство синуса угла можно сформулировать так: синус 
любого угла а  повторяется при изменении угла на 2пп, где 
« — любое целое число.

п  . 1 Зл . /  „  , л  \  . я  IП р и м е р ы ,  sin - g -  =  sin ( 2я +  j =  sm  -^ =  у  ;

, 9 л  ■ f  г, | ^ \  ■ ^  V  2s i n ^  =  sm  2я +  ̂  j  =  S i n ;

■ 7л ■ fn , - я  V3s i n =  sin (2 л  +  3-1 =  2... ’
11л . / „  я  \ . f  л  \  1s i n - j r  =  sin (^2я - - g - J s i n  -g ) =  -  у  :

/ 2

sin Юл^ = s i n y  =  1;

sin Y  — 24л ̂  =  sin у  ̂=  — 1.

Пусть дано число Р 6 ( 0 ,  л). Рассмотрим угол, радианнйя 
мера которого есть это число р. Конец единичного подвижного 
радиуса, задающего этот угол, совпадает с некоторой точкой

Л’= -/ У7=̂  /г»/

f f  ^  2я ^  бЯ »

Рис. 74.

единичной окружности, лежащей или в I или во II четвертях, 
или на положительной полуоси ординат. Поэтому ордината конца 
единичного подвижного радиуса, задающего этот угол, положи­
тельна, другими словами, синус этого угла положителен.

Учитывая, что s i np =  sin(p  +  2ntt) для любого целого числа я, 
можно утверждать, что sin а  положителен для любого угла а  
такого, что его радианная мера — число а  — принадлежит при 
некотором целом п  соответствующему интервалу (2лп, п +  2лп). 
Н а числовой прямой (рис. 74) указаны  такие интервалы, что 
для каждого числа а  из любого такого интервала sin а  положи­
телен.

Аналогично показывается, что справедливо и такое утверж­
дение: sin а  — отрицателен для любого угла а, такого, что его 
радианная мера — число а  — принадлежит при некотором целом я
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интервалу (л +  2я/г; 2л +  2лп). Н а числовой прямой (рис. 75) 
указаны  такие интервалы, что для каждого числа а  из любого 
такого интервала sinct отрицателен.

Наконец, учитывая, что s in a  =  s in (a  +  2nn) для любого це­
лого числа п и что sin О =  sin я  =  О, получаем, что s in a  равен

f
Рис. 75.

нулю для любого угла а  такого, что его радианная мера — 
число а  — равно при некотором целом т  числу л т .  Н а числовой 
прямой (рис. 76) указаны  такие числа а, для каждого из кото­
рых s i n a  равен нулю.

m -f
" '- jr

Рис. 76.

~2Я~ ~~ЗгГ~Т

Арксинус числа. Часто возникает такая задача: для любого 
действительного числа а найти угол а  такой, что его синус 
равен этому числу а.

Сразу отметим, что если а > 1 ,  а такж е если с <  — 1, то 
эта задача не имеет решения, так как  по определению синуса 
угла нет такого угла, синус которого был бы больше, чем 1, 
или меньше, чем (— 1).

J/. у .

(аг)
1МГ /н 1 - а \а )

Г

dfcsin / \
(

,><aI*C5tn ft \  >  1

V ^
U W  Л  •' 1 ------ ------- ^  7в

У V ш ъ Ы -О  J

ао,-7)
Рис. 77. Рис. 78.

Если же А б [ — 1; 1]. то можно показать, что существует 
бесконечно много углов таких, что синус каждого такого угла 
равен числу а. Действительно, прямая у =  а  при а ^ [ — 1, I] 
пересекает единичную окружность либо в двух точках (рис. 77), 
либо в одной (рис. 78). Но, как  указано выше, для каждой 
такой точки единичной окружности существует угол а  такой,
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что синус этого угла равен ординате этой точки, т. е. равен а. 
Далее, по свойству синуса

s in a  =  s in (a  +  2nrt)

для любого угла а  и любого целого числа п. Поэтому для лю ­
бого целого числа п  синус угла (а +  2ял) равен числу а.

Принято следующее соглашение: тот угол, синус которого
равен числу а и который взят из сегмента — у  • > назы­
вать главным углом  и обозначать a rc s in a  (читается: арксинус 
числа а). Таким образом, по определению a rcs in a  — есть угол, 
удовлетворяющий одновременно двум условиям:

— у  ^ a r c s i n a  s in (a rcs in a) =  a .

Легко видеть, что для любого числа a g [ — 1; 1] арксинус этого 
числа существует и притом единственный. Д ля любого числа 
« € ( — оо, — 1)и(1,  + о о )  арксинус этого числа не существует.

П р и м е р ы .  1. arcsin О есть такой угол а , что — у  ^  а  ^  Y
и s in a  =  0; ясно, что это есть нулевой угол, следовательно,

arcsin 0 =  0.

2. arcsin 1 есть такой угол а , что — и s i n a = I ;  

ясно, что это есть угол (см. рис. 78), следовательно,

arcsin 1 = Y  •

3. arcsin (— 1) есть такой угол а, что — и sin а  =

=  — 1; ясно, что это есть угол ^— y j  (см. рис. 78), следова­
тельно,

arcsin (— 1) =  — у  ,

4. arcsin -^  есть такой угол а, что — и s i n a  =  y ;

ясно, что это есть угол следовательно,
I я arcsin у  =  -g .

5. a rc s in ^ -----такой угол а , что — у < о с ^ у  и

го это есть угол ^—2 f  п \s in a  = -у — ; ясно, что это есть угол ( — - -̂1 , следовательно,

arcsm

214



6. a r c s i n - ^ ^  есть такой угол а , что — и s in a  =
/ s '  я

=  — ЯСНО,  что это есть угол у ,  следовательно,

/ з "  яarcsm - 3 *

Отметим некоторые свойства арксинуса числа, вытекающие из 
его определения. Д ля любого числа а, большего чем 1, а также 
для любого числа а, меньшего чем (— 1), лишена смысла запись 
arcsin a . Например, лишены смысла записи

arcsin 2 , a rc s in (— 3), a rc s in (— УЪ) ,  

a rc s in n , a rc s in (— Зл), arcsin | / ^ i  .

Д ля любого числа — 1; 1] справедливо двойное нера-
BOICTBO

я  ^  ^  я— у  < a r c s i n a <  Y  .

Д ля  любого числа а б [ — 1; 1] справедливо равенство 
s in (a rcs in a ) =  a.

Д ля  любого угла 2 справедливо равенство 

a rc s in (s in a ) =  a .

П р и м е р ы .  1. Вычислить sin ^ a rc s in -^ j . Поскольку 

е [ — 1, 1], то s in ^ a r c s in - j j  =  - |- .

2. Вычислить arcsin ^sin  Поскольку у  €  — y i

, то arcsin ^sin  | / ^ Т  )  ~  Т  *

3. Вычислить arcsin . Поскольку ^  “ У ’ Т  >
. { . 1 3я \  13л ^то нельзя написать, что агсзш ^ s in -g -  J =  - g -  ■ Однако легко ви­

деть, что s i n ^  =  sin^2n = s i n - | - . Поэтому arcsin 

. Поскольку

sin- 1 3 л '

=  arcsin ( sin g-
я
Т , то arcsinin ( s l n | ) -

я ,т ■ ! ■ 13л \  я=  -Q- Итак, arcsin ( s i n — 1 = -g  .
4. Вычислить arcsin [sin (— 5)]. Легко видеть, что s in (— 5) =

=  sin (2л — 5) и (2л — 5) € . Поэтому arcsin [sin {— 5)] =
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=  a rcsin [s in (2 n  — 5)J =  2зх — 5. И так, a rc s in [s in (— 5 ) ] ^ 2 п  — 5. 
Наконец, отметим еще одно свойство арксинуса числа а\ для 
любого числа а £ [ — 1; 1] справедливо равенство

arcsin {— а) — — arcsin о.

Действительно, по определению

arcsin а  =  а ,  причем s i n a  =  a  и a g  

arcsin (— а) =  р, причем sinf5 =  — а и p g

Отсюда очевидно, что р =  — ос, т. е.

arcsin (— а) =  — arcsin а.

П р и м е р ы .

1. a r c s i n ^ — у  ̂  =  — arcsin у  =

Я я '
2"» Т »
я я '

т  _ •

2. arcsin I

3. arcsin I

;in

; in^-

\Г2
- ) = -

arcsin

arcsin

2

V3

я
T
Л

T

Косинус угла. Пусть дан любой угол а . Число, равное абс­
циссе конца подвижного единичного радиуса, задающего этот

угол а, называется косинусом угла 
а  и обозначается cos а  (рис. 79).

Из определения следует, что 
для любого угла а  существует 
косинус этого угла и притом един­
ственный.

П р и м е р ы .
^— I------------------------------------------------------------------------f . > Абсцисса конца единичного по-( c o s « , ' ^ ;

f  ^
1
\

0 J  j m  я
У

) у

Рис. 79.

у  , равна нулю (см. рис. 67), сле­

довательно, cos у  =  0.
Абсцисса конца единичного под­

вижного радиуса, задающего угол
у У ,  равна нулю (см.

рис. 67), следовательно, c o s ^ — y j = 0 .
Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, задающего 

нулевой угол, равна I (см. рис. 66), следовательно, c o s 0 = 1 .
Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, задающего 

угол л , равна (— ̂ 1) (см. рис. 66), следовательно, co sn  =  — 1.
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Абсцисса ко н ц ^  единичного подвижного радиуса, задающего 

угол , равна (см. рис. 68), следовательно, cos-^ =  ^ ^  .
Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, задающего 

угол Y  равна (см. рис. 69), следовательно, cos-^  =  -^ ^  •.
Абсцисса конца единичного подвижного радиуса, задающего 

угол равна у  (см. рис. 70), следовательно, c o s y  =  - j .
Отметим некоторые свойства косинуса угла.
Так как для любого угла а  абсцисса конца подвижного еди­

ничного радиуса, задающего этот угол а , не может быть меньше 
чем (— 1) и больше чем 1, а заключена между ними, включая 
(— 1) и 1, то для любого угла а  справедливо двойное неравенство

— 1 ^  cos а  ^  1.

К ак показано выше, абсцисса конца единичного подвижного 
радиуса, задающего угол а , равна абсциссе конца единичного 
подвижного радиуса, задающего угол (— а). Поэтому для любого 
угла а  справедливо равенство

cos (— а) =  cos а.

Это свойство косинуса угла можно сформулировать так; знак 
перед углом, стоящим под знаком косинуса, можно менять, не 
меняя значения косинуса угла, т. е.

cos(— a) =  c o sa  =  cos(— а).
V 3П р и м е р ы .  cos =  c o s - |

cos я=  cos Т-

2
V 2

Пусть абсцисса конца единичного подвижного радиуса, за ­
дающего угол а , есть число а; тогда, как показано выше, абсцисса 
конца единичного подвижного радиуса, задающего угол (я —а), 
есть число (— а) (см. рис. 72). Поэтому для любого угла а  спра­
ведливо равенство

cos (л — а) =  — cos а.
п  Зл /  л N пП р и м е р ы ,  cos — =  cos^3t — — cos-^  =  —

5я , /  п \
cos — cos \ ^  — g- )

2л. } я Ncos -g- — cos л —

я \ яK _ _ j = _ c o s - ^  =  -
л 1^ _ C 0 S 3 = - ^ .
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Пусть абсцисса конца единичного подвижного радиуса, задаю­
щего угол а, есть число а; тогда, как указано выше, абсцисса 
конца единичного подвижного радиуса, задающего угол (л +  а), 
есть число (— а) (см. рис. 73). Поэтому для любого угла а  спра­
ведливо равенство

cos (л 4- а) =  — cos а.

П р и м е р ы ,  c o s -^= =  cos — cos

7л f  , л \c o s - g - = c o s ( H  +  -^J

/ 2

=  —  COS

2
V s

4л /  I я  \  лc o s - 3 - = c o s ^ K - f - ^ j = - c o s ^

Как указано выше, абсцисса конца подвижного единичного 
радиуса, задающего угол а, равна абсциссе конца подвижного 
единичного радиуса, задающего угол (а +  2л), и равна абсциссе 
конца единичного подвижного радиуса, задающего угол (а — 2л). 
Поэтому для любого угла а  справедливы равенства

COS а  — cos ( а  +  2 л), 
co sa  =  co s(a  — 2я).

Используя эти равенства и применяя метод математической ин­
дукции, можно показать, что для любого целого числа п и лю­
бого угла а  справедливы равенства

cos а  =  cos (а +  2лп) =  cos (а — 2ля).

Это свойство косинуса угла можно сформулировать так: косинус 
любого угла а  повторяется при изменении угла на 2лл, где п — 
любое целое число.

П р и м е р ы ,  cos -4 ^  =  cos (^2п =  cos-^ =  - ? ^  ,

cos

cos

9я = cos

=  cos

2 л + ^  = c o s f  = / 2

=  cos i - - g - / 3

7лcos -T- =  COS f +  2 л )  =  с о з ( - ^ )  =

COS =  COS ( -  f  +  2л ) =  COS (  -  f  )  =  1 ,

7 л
COS ^  =  COS

COS

COS

COS

4 - Юл W  COS ^  =  0,

_ | . _ 1 0 2 n ]  =  c o s ( - f  j  =  0,

\ -j
1 2 л

Л 1= cos 3 =  ^ .
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Пусть дано число р ^  у  , . Рассмотрим угол, раднан-
ная мера которого есть число р. Конец единичного подвижного 
радиуса, задающего этот угол, совпадает с некоторой точкой 
единичной окружности, лежащей или в I или в IV четвертях,

n=-f п=0 n=f
^  f f  Я  ^  2it ^  Х

Рис. 80.

или на положительной полуоси абсцисс. Поэтому абсцисса конца 
единичного подвижного радиуса, задающего этот угол, положи­
тельна. Другими словами, косинус этого угла положителен. 
Учитывая, что co sр =  cos (Р +  2я/г) для любого целого числа п, 
можно утверждать, что cos а  положителен для любого угла а  
такого, что его радианная мера — число а  — принадлежит при
некотором целом п интервалу  ̂— -^ +  2ял , у  +  2яп^ . Н а число­
вой прямой (рис. 80) указаны  такие интервалы, что для каждого 
числа а  из любого такого интервала cos а  положителен.

Аналогично показывается, что cosy отрицателен для любого 
угла Y такого, что его радианная мера — число у — принадлежит
при некотором целом п  интервалу (^^ +  2пп, ^ - { - 2 п п '^ .  На чи­
словой прямой (рис. 81) указаны  такие интервалы, что для каж ­
дого числа Y из любого такого интервала cosy  отрицателен.

r - j  “f -  о  - f  я  Z i t дп ^  is 

Рис. 81.

Наконец, учитывая, что cos а  =  cos ( а - f  2я/г) для любого целого 
числа п  и что c o s y  =  cos у ^  =  0, получаем, что coscc равен 
нулю для любого угла а  такого, что его радианная мера — числа

/ д \
а  — равно при некотором целом п  числу . Н а числовой

/7—У л=-2 п=-Т n=f n^Z
-Лг/2 ^3ir/z -л/2 тг/z  in /z  5ff/Z а

Рис. 82.

прямой (рис. 82) указаны  такие числа а , для каждого из кото­
рых cos а  равен нулю.

Арккосинус числа. Часто возникает такая задача: для любого 
действительного числа а найти угол а  такой, что его косинус 
равен этому числу а.
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ср азу  отметим, что если а >  1, а также если а <  — ], то эта 
задача не имеет решения, так как по определению косинуса 
угла, нет такого угла, косинус которого был бы больше, чем 1, 
или меньше, чем (— 1).

Если же а € [ — 1; 1], то можно показать, что суш,ествует бес­
конечно много углов таких, что косинус каждого такого угла 
равен числу а.

Действительно, прямая х  =  а при а ^ [ — 1; 1] пересекает еди­
ничную окружность либо в двух точках (рис. 83), либо в одной

Рис. 83.

(рис. 84). Но, как  указано выше, для каждой такой точки су- 
ш,ествует угол а  такой, что косинус этого угла равен абсциссе 
этой точки, т. е. равен а. Д алее по свойству косинуса

cos а  =  cos (а +  2ял)

для любого угла а  и любого целого числа п. Поэтому для любого 
целого числа п  косинус угла (а  +  2яп) равен числу а.

Принято следуюш,ее соглашение; тот угол, косинус которого 
равен числу а и который взят из сегмента [О, л ], называть глав­
ным углом  и обозначать arccosa (читается; арккосинус числа а). 
Таким образом, по определению arccosa есть угол, удовлетворяю­
щий одновременно двум условиям;

О ^ а г с с о з а ^ я ,  cos(arccosa) =  a.

Легко видеть, что для любого числа а € [ — 1, 1] арккосинус этого 
числа существует и притом единственный. Д л я  любого числа 
f l £ ( — оо, — 1)и(1,  +  оо) арккосинус этого числа не существует.

П р и м е р ы .  1. arccos 1 есть такой угол а, что О ^  а  ^  я  и 
c o s a = l .  Очевидно, что это есть нулевой угол (см. рис. 84), 
следовательно, arccos 1 =  0.

2. arccos О есть такой угол а ,  что О ^ а ^ я  и с о за  =  0.
Очевидно, что это есть угол у  и, следовательно, a rcco s0 =  у .
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3. arccos(— 1) есть такой угол а ,  что 0 < а < л  и c o sa  =  — 1. 
Очевидно, что это есть угол л  (см. рис. 84) и, следовательно, 
arccos(— 1) =  я .

4. a rc c o sy  есть такой угол а , что 0 < а < я  и c o sa  =  -^ . 

Ясно, что это есть угол - j  и, следовательно, агссоз-^ =  у .

5. a rc c o s - !^  есть такой угол а ,  что и c o s a =  .

Ясно, что это есть угол и, следовательно, a r c c o s ^ ^ = i .

6. arccos есть такой угол а , что и c o sa  =  - ! ^  .

Ясно, что это есть угол ^  и, следовательно, arccos =О 2 6
Отметим некоторые свойства арккосинуса числа, вытекающие 

из его определения.
Д ля  любого числа а, меньшего чем (— 1), а также для любого 

числа о, большего чем 1, лишена смысла запись arccos а. Напри­
мер, лишены смысла записи

arccos У~3 , arccos j  , arccos я  

arccos j  , arccos ^  , arccos ( — •

Д ля любого числа a ^ [ — 1; 1] справедливо двойное нера­
венство

О ^  arccos а  ^  я .

Д ля  любого числа — 1‘. 1] справедливо равенство 
cos (arccos а) =  а.

Д ля любого угла а £ [ 0 ;  я ]  справедливо равенство 

arccos (cos а) =  а.

■ П р и м е р ы .  1. Вычислить cos (arccos 0). Поскольку О € [ — 1; 1], 
то cos (arccos 0) =  0.

2. Вычислить cos Г a r c c o s Поскольку - ^ € [ — 1; 1]. то
1 \  1 cos ( arccos g-j = - j  .

3. Вычислить arccos (cos К я ) .  Поскольку л], то
arccos (cos V  л ) — У л .

4. Вычислить arccos [cos (—6)]. Так как (—6 )^  [О, я ], то нельзя 
написать, что arccos [cos (—6)] =  —6. Однако легко видеть, что 
cos (—6) =  cos (2л — 6) и (2я — 6) G [О, я]. Поэтому arccos[cos(—6 )]=  
= arccos [cos (2я — 6)] — 2л — 6.
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Наконец, отметим еще одно свойство арккосинуса числа: для 
любого числа а ^ [ — 1; 1] справедливо равенство

arccos (—а) =  я  — arccos а.

Действительно, по определению
arccos а  =  а ,  причем cosa  — a и « € [ 0 ,  я ], 

arccos (—а) =  Р, причем cos|3 =  — а и pG[0 .  л]-

Отсюда видно, что § — л — а,  т. е. агссоз(— й) =  л  — arccosa. 
П р и м е р ы .

1. arccos Г— * =  л  —
п

" Т
2я
3 •

V ~ 2 _ я -
Зя

2 ~ Т ~ 4 •
/ 3

я -
л 5л

2 ■" 6 •

§ 3, Тангенс и котангенс угла

Тангенс угла. Пусть дан любой угол а  такой, ч т о а ^ у  +  nfe,
k ^ Z .  Тангенсом этого угла а  называется число, равное отноше­
нию синуса этого угла а  к косинусу того же угла а  и обозна­
чаемое t g a ,  т. е.

t g a  =  5 i ^ .
cos а

Из определения следует, что для любого  угла а  такого, что 
k ^ Z ,  тангенс этого угла а  существует и притом

единственный.
r - t  А /ч S in  О л  i S in  jx f\П р и м е р ы .  t g 0  =  ^  =  0, t g n  =  — =  0,

. Я . 21
S i n - г  Sin-TT
___ 1 = 1  t P -  = ____

Л -  я ’■S 6 Я 3 »
COS - r  COS4 D

. Д 
S i n - y  _

t g i = ^ = K 3 .
“ • t

Отметим некоторые свойства тангенса угла.
Д ля любого угла а  такого, что a ^ ^ - \ - n k ,  k ^ Z ,  справед­

ливо равенство
t g ( —а ) = — t g a .
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Действительно, для любого угла а  справедливы равенства 
s i n(— а) =  —s in a  и cos(— a )  =  co sa , поэтому для любого угла а
такого, что а ф ^ - \ - п к ,  k ^ Z ,  по определению тангенса

t g  ( _ а )  =  -  t g  а .ь V '  cos (— а) cos а  co sa  °

Это свойство тангенса угла можно сформулировать так: для 
любого угла а  такого, что а ф ^ - \ - п к ,  k ^ Z ,  знак минус можно 
выносить за знак тангенса или вносить под знак тангенса, т. е. 
если а ф ^ - \ - п к ,  k £ Z ,  то

t g ( — а) =  — t g a  =  tg  (— а).

П р и м е р ы ,  t g  - J ) =  — t g ^  =  — 1,

t g ( - f ) = - t g i — 1/3.

Используя свойства синуса и косинуса угла, можно показать,
что для любого угла а  такого, что k ^ Z ,  справедли­
вы равенства

tg  а  == tg  (а +  я) =  tg  (а — л).

Действительно, для любого такого угла справедливы цепочки 
равенств

tg  (а +  я) =  == =  tg'  со5(а- | -я)  — c o s a  c o s a  ® ’

tg  (а  -  л) =  == =  tg  а .'  cos ( а — я) — c o s a  cosa  ®

П р и м е р ы ,  t g - ^  =  t g ( я  +  i ) = t g i  =  l ,5я =  ТСГ( 1 — тп* _

t g - ^  =  tg  ( я  +  | - ) = t g | -  =  l ^  
Зя

t g f - t g ( n - f ) = t g ( - i ) „ _ K 3 .

Используя равенства
tg  а  =  tg  (а +  л) =  tg  (а — я)

и применяя метод математической индукции, можно показать, 
что для любого целого числа п  и любого угла а  такого, что
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+  n ^ Z ,  справедливы равенства

tg  а  =  tg  (а 4- яп) =  tg  (а — лп).

Это свойство тангенса угла можно сформулировать так: тангенс 
любого угла а  такого, что n ^ Z ,  повторяется при
изменении угла на пп,  где п  — любое целое число.

П р и м е р ы .  t g i | ^  =  t g ( ^  +  2 n ' ) = t g - ^ -

t g ^  =  t g ( - f + 2 n )  =  t g ( - i ) _ - 1 .

‘ S t  =  ‘8 ( t + 2 “ ) - ‘S t  =  ''
4ji
3t g ( - tg - ^ - n W t g

t g ( | + 1 3 K ) = t g |  =  l, 

t g ( | - 1 5 n ) = t g f  = У З ,  

t g ( i + 1 0 ^ )  =  t g |  =  / 3 .

Д ля  любого угла a , синус и косинус которого одного знака, 
тангенс угла а  положителен, т. е. t g a  положителен для любого 
угла а, задаваемого подвижным единичным радиусом, конец ко­
торого совпадает с точкой единичной окружности, лежащей в I

Л=-У Л«-2 п^а  л=/

D f  Л га  ^  ж
Рис. 85.

или I I I  четвертях (т. е. для любого числа а  как  радианной меры 
соответствующего угла а ,  принадлежащего при некотором целом п
промежутку Н а числовой прямой (рис. 85) у ка­
заны такие интервалы, что для каждого числа а  из любого та­
кого интервала t g a  положителен.

Д л я  любого угла а , синус и косинус которого разных знаков, 
тангенс угла ос отрицателен, т. е. t g a  отрицателен для любого 
угла а ,  задаваемого подвижным единичным радиусом, конец кото­
рого совпадает с точкой единичной окружности, лежащей во II 
или IV четвертях (т. е. для  любого числа а  как  радианной меры
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соответствующего угла а , принадлежащего при некотором целом п
промежутку ^ Н а  числовой прямой (рис. 86)
указаны такие интервалы, что для каждого числа а  иэ любого 
такого интервала t g a  отрицателен.

-?=-/ л=0 /i=f 11-̂ 2‘ -U
о я  гя  f  зя я

Рис. 86.

Д ля любого угла а,  синус которого равен нулю, тангенс 
угла а  тоже равен нулю, т. е. t g a  =  0 для любого угла а,  зада­
ваемого подвижным единичным радиусом, конец которого совпа­
дает или с точкой М{ 1\  0) или с точкой Р  (— 1; 0) (т. е. для 
любого числа а  как радианной меры соответствующего угла а , 
равного при некотором целом п  числу ял). Н а числовой прямой 
(см. рис. 76) указаны такие числа а,  для каждого из которых 
i g a  равен нулю.

Приведенное выше определение тангенса угла можно пере­
формулировать так:

пусть дан (рис. 87) любой угол а т а к о й ,  что + я « ,  n ^ Z ,
и пусть конец подвижного единичного радиуса, задающего этот
угол а,  есть точка N  {а, Ь) ^причем а ф О ,  вследствие того что

а ^ у  +  яд , r t G Z j ; тангенсом этого угла называется число,
равное отношению ординаты точки N  к абсциссе той же точки N , 
т. е.

t ьIP а  =  — . ь а

Легко видеть (см. рис. 87), что прямая, проходящая через 
начало координат и точку N  {а, Ь), пересекает прямую х = 1
в точке Другими словами, прямая, проходящая через
начало координат и конец подвижного единичного радиуса, задаю ­
щего угол а  Y  , пересекает прямую ,г =  1 в точке
/((1 , t g a ) .  Поэтому прямую х  =  1 часто называют линией тан­
генсов.

Арктангенс числа. Часто возникает такая задача: для любого 
действительного числа k  найти угол а. такой, что его тангенс 
равен этому числу k.

Можно показать, что существует бесконечно много углов 
таких, что тангенс каждого такого угла равен числу k. Действи­
тельно, можно видеть (рис. 88), что прямая, проходящая через 
начало координат и точку С(1; k), лежащ ую  на прямой тангенса,
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пересекает единичную окружность в двух точках

V w i )  ^ ( у Т ^ ’ У Г ь Р /
каждой такой точки единичной окружности существует угол а

/ 1  +  ^2’

Но, как указано выше, для

Рис. 88.

такой, что тангенс этого угла равен отношению ординаты этой 
точки к абсциссе этой же точки, т. е. равен к.  Д алее по свойству 
тангенса

t g a  =  tg  (а  +  л/)

для любого угла а  такого, что а ф ^ - ^ п т ,  m ^ Z ,  и любого це­
лого числа I. Поэтому для любого целого числа I тангенс угла 
(а  +  л /) равен числу Принято следующее соглашение: тот угол, 
тангенс которого равен числу k  и который взят из интервала
f __я я
\ ~ 2 ’ ~2 , называть главным углом  и обозначать a rc tg  k  (читается:
арктангенс числа к).

Таким образом, по определению arc tg  й есть угол, удовлетво­
ряющий одновременно двум условиям:

- - - ^  <  a r c t g ^  <  t g ( a r c t g =

Легко видеть, что для любого действительного числа k  арк­
тангенс этого числа существует и притом единственный.

П р и м е р ы .  1. a rc tg  О есть такой угол а , что —
и t g a  =  0. Ясно, что это есть нулевой угол, следовательно, 
a rc tg  0 =  0,
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2. a rc tg  1 есть такой угол а, что — ^  t g a  — 1/ 

Ясно, что это есть угол следовательно, a rc tg  l = i .

3. a rc tg  1/^3 есть такой угол а, что — y < a < - | H t g a = = V 5 ^

Ясно, что это есть угол Следовательно, a rc tg  ] / 3  =  -^ .

X . X v^"3  „ л  ^  ^  я  ,4. a r c t g есть такой угол а,  что — <  ос <  у  и t g a  =  - ^  ,

Ясно, что это есть угол Следовательно, a rc tg  =

5. a r c t g ( - l )  есть такой угол а , что — <  а  <  у  и t g a = — 1.

Ясно, что это есть угол Следовательно, a rc tg (— 1 )=  ^ j  .
Отметим некоторые свойства арктангенса числа, вытекающие 

из его определения.
Д л я  любого действительного числа k  справедливо двойное 

неравенство

— <  a rc tg  й < -J .

Д ля  любого действительного числа k  справедливо равенство 
tg  (arc tg  k) =  k.

Д ля любого угла — y ) справедливо равенство

a r c tg ( tg a )  =  a .

П р и м е р ы .  1. Вычислить tg  (a rc tg  10). Получаем 
tg  (arctg  10) =  10.

2. Вычислить a rc tg  ^ t g j j .  Поскольку ^  ( “ T ’ т )  ’ 

a rc tg  ( t g | ) = | .

3. Вычислить a rc tg ( tg S n ) . П оскольку 3 n ^ ^  — to

нельзя написать a rc tg  ( tg 3 n )  =  3n. Однако t g 3 n  =  t g 0 .  Следо­
вательно, a rc tg  (tg  Зя) =  a rc tg  (tg  0) =  0.

4. Вычислить a rc tg  (tg  10). П оскольку 1 0 ^ ^ — f ) .  TO

нельзя написать a rc tg  (tg  10) =  10. Однако tg  10 =  tg (1 0  — Зя). 

Так как  (10 — Зя) ^  j  , у ) ,  то a rc tg  (tg  10) ==
a r c t g [ t g ( 1 0  — З я ) ] =  10 — Зя.
Наконец, отметим еще одно свойство арктангенса числа: для 

любого действительного числа k  справедливо равенство
arc tg  {— k) =  —  a rc tg  k.  
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Действительно, по определению

a r c tg f e = a ,  причем =  ^ и — у .  у ) .

a r c t g ( — =  причем tg p  =  — й и у  - т )  •

отсюда очевидно, что р =  — а , т. е.
a rc tg  {—  k) =  —  a rc tg  k.

П р и м е р  ы.
1. a r c t g ( — l) =  — arctg 1 =  — ^ .

2. a r c tg ( — У"3) =  — a r c t g } / 3  =  — j .

3. a rc tg  (̂ — =  — arc tg  - O  =  — .

Котангенс угла. Пусть дан любой угол а  такой, что а ф п т ,  
t n ^ Z .  Копшнгенсом этого угла а  называется число, равное отио- 
шен!1ю косинуса этого угла а  к синусу того же угла а  и обозна­
чаемое c tg a ,  т. е.

, cos аc t g a  =  -^------ .® S111 а

И з определения следует, что для любого угла о; такого, что 
а ф п т ,  ш 6 Z, котангенс этого угла а  существует и притом един­
ственный.

Г[ р и м е  ры .
п f  п \

т = = т = о -  U - - ) - ^ = = - = 0 ,
sin у

COS ~ r4 я  4 z , L n о ^ i / ’̂ r
F  =  ------- = - r - = V 3 ,

sin - -  r
4 2

яcosI 3X 3
c t g T = ------ ^

2 J sin ^ - т )
я

cos 0
V  3

л 2
=> G лsm -гь

“ ■ i
2

1
2 К З

/ 3 3 •sin — ------
3 2

Отметим некоторые свойства котангенса угла.
Д ля любого угла а  такого, что а ^ п т ,  /п €  Z,. справедливо 

равенство
c t g ( — а) =  — c t g a .

Действительно, для любого такого угла справедлива цепочка 
равенств

c t g  (_ _ а )  =  _  c tg  а .
'  sin ( — а) —s m a  sin а  ^
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Это свойство котангенса угла можно сформулировать так: для лю­
бого угла а  такого, что а ф л т ,  т  ^  Z, знак минус можно выносить 
за знак котангенса или вносить под знак котангенса, т. е. если 
а  ^  л т,  m g Z, то

c tg (— Gc) =  — c t g a  =  c t g ( — а).
П р и м е р  ы.

c t g  c t g ( - - j ] = - c t g | -  =  - l / 3 :

, f  л \   ̂ я  V I

И спользуя свойства синуса и косинуса угла, можно показать, 
что для любого угла а  такого, что а ^ л т ,  m £ Z ,  справедливы 
равенства

ctg  а  =  ctg  (а  +  я )  ctg (а — я ) .

Действительно, для любого такого угла справедливы цепочки 
равенств

^ у cos ( а 4 - л) — cos а  cos а
8  ~  sin ( а + я )  — sin а  sin а   ̂ ’

C t g  ( а  -  я )  =  =  C t g  а .'  s m ( a — я) — sin а  sin а  ®

П р и м е р ы .  c t g - ^  =  C t g  +  = C t g  j  =  l ,

c t g ^  =  c t g  ( | -  +  n ) = c t g f  =  К з ,

c t g ^  =  ctg ( — -J +  n ) = c t g  1.

Используя равенства
c t g  a  =  c t g  ( a  +  л )  =  c t g  ( a  —  я )

и применяя метод математической индукции, можно показать, 
что для любого целого числа п  и любого угла ос такого, что 
а ф л т ,  m ^ Z ,  справедливы равенства

c t g a  =  c t g  (сх +  п я )  =  c t g ( a  — п я ) .

Это свойство котангенса угла m o h ih o  сформулировать так: котан­
генс любого угла а  такого,, что а  Ф  л т,  m ^ Z ,  повторяется при 
изменении угла на лп ,  где п — любое целое число.

П р и м е р ы .  c t g ^ ^ ) = c t g ( ^ - ^  +  2H^ =  c tg |-= = K .3 ,

c t g  (  =  c t g  2 я )  =  c t g  f  =  1 / 3 ,

c t g ( ^ )  =  c t g ( ^ + 2 я )  =  c t g • J  =  l ,  

c t g ^  =  c t g ( — ^  +  2 n )  =  c t g ( — i )  =  — 1,
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c t g ( ^ + l l n )  = c t g |  = i ^ ,

r~3ctg  (  — -J — 13л ) =  ctg  ( — J  

c t g ( — | + 1 5 n j = c t g ^  — y j  =  0.

Д ля любого угла a , косинус и синус которого одного знака, 
котангенс угла а  положителен, т. е. c tg a  положителен для лю ­
бого угла а , задаваемого подвижным единичным радиусом, конец 
которого совпадает с точкой единичной окружности, лежащей в I 
или I I I  четвертях (т. е. для любого числа а  как радианной меры 
соответствующего угла а,  принадлежащего при некотором целом I
промежутку (^л1, ^ .

На числовой прямой (см. рис. 85) указаны  такие интервалы, 
что для каждого числа а  из любого такого интервала c tg a  по­
ложителен.

Д ля любого угла а , косинус и синус которого разных знаков, 
котангенс угла а  отрицателен, т. е. c tg a  отрицателен для любого 
угла а ,  задаваемого подвижным единичным радиусом, конец ко­
торого совпадает с точкой единичной окружности, лежащей во II 
или IV четвертях (т. е. для любого числа а  как радианной меры 
соответствующего угла а ,  принадлежащего при некотором целом k
промежутку .

На числовой прямой (см. рис. 86) указаны  такие интервалы, 
что для каждого числа а  из любого такого интервала c tg a  от­
рицателен.

Д ля  любого угла а ,  косинус которого равен нулю, котангенс 
угла а  тоже равен нулю, т. е. c tg a  =  О для любого угла а ,  за­
даваемого подвижным единичным радиусом, конец которого сов­
падает или с точкой Т  (0; 1), или с точкой L  (0; — 1) (т. е. для 
любого числа а  как  радианной меры соответствующего угла а ,
равного при некотором целом п  числу

Н а числовой прямой (см. рис. 82) указаны  такие числа а ,  для 
каждого из которых c tg a  равен нулю.

Приведенное выше определение котангенса угла можно пе­
реформулировать так:

пусть дан (рис. 89) любой угол а  такой, что а ф п т ,  m ^ Z ,  
и пусть конец подвижного единичного радиуса, задающего этот 
угол а ,  есть точка N  {а, Ь) (причем Ь =й= О, вследствие того что 
а ф т п ,  m ^ Z y ,  котангенсом этого угла а  называется число, рав­
ное отношению абсциссы точки N  к ординате той же точки N,
т, е. c tg a  =  у .

Легко видеть (см. рис. 89), что прямая, проходящая через 
начало координат и точку N  (а, Ь), пересекает прямую г/=  I в точке
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I j .  Другими словами, прямая, проходящ ая через начало
координат и конец подвижного единичного радиуса, задающего 
угол сс{а ф  пт , m ^ Z ) ,  пересекает прямую у =  1 в точке f ( c t g a ,  1). 
Поэтому прямую у =  1 часто называют линией котангенсов.

Арккотангенс числа. Часто возникает такая задача; для лю­
бого действительного числа d найти угол а  такой, что его ко­
тангенс равен этому числу d.

Можно показать, что существует бесконечно много углов та­
ких, что котангенс каждого такого угла равен числу d.

Действительно, легко видеть (рис. 90), что прямая, проходящая 
через начало координат и точку D {d\ 1), лежащ ую  на линии 
котангенсов, пересекает единичную окружность в двух точках;

(  ■> ^  ̂ __Л . Но, как указано выше,

для каждой такой точки существует угол такой, что котангенс 
этого угла равен отношению абсциссы этой точки к ординате 
этой же точки, т. е. равен d. Далее по свойству котангенса

ctg  а  =  ctg (а +  лп)

для любого угла а  такого, что а ,ф т п , m ^ Z ,  и любого целого 
числа п. Поэтому для любого целого числа п  котангенс угла 
(а +  лп)  равен числу d.

Принято следующее соглашение: тот угол, котангенс которого 
равен числу d и который взят из интервала (О, л), называть глав­
ным углом  и обозначать a rcc tg d  (читается; арккотангенс числа d).

Таким образом, по определению a rcc tg d  есть угол, удовлет­
воряющий одновременно двум условиям;

0 < a r c c t g d < n ,  c tg (a rcc tg d ) =  d.

Легко видеть, что для любого действительного числа d арккотан­
генс этого числа существует и притом единственный.
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П р и м е р ы .  1. arcctgO  есть такой угол а ,  что 0 < а < я  и 
ctga=^=0. Ясно, что это есть угол Y  , следовательно, a r c c tg O = y .

2. arcctgV^S есть такой угол а , что 0 < о с < л ;  и ctgcc =  ]/^3. 
Ясно, что это есть у г о л . Следовательно, arcctg  К З  = .

3. a rcctg  1 есть такой угол а , что О < а  <  л и c l g a =  1. Ясно, 
что это есть угол Следовательно, a r c c l g l = - ^ .

|/'"3
4. a r c c t g - ^  есть такой угол ос, что О <ос <  л и c tg a  =  - ^ ^ .

Ясно, что это есть угол у . Следовательно, a r c c tg -^ ^  =  y .

5. arcctg  (— 1) есть такой угол ос, что О <  а  <  л и c tg a  =  (— 1).
Ясно, что это есть угол . Следовательно, a rcctg  {— 1) =  ^  .

Отметим некоторые свойства арккотангенса числа, вытекающие 
из его определения.

Д ля любого действительного числа d справедливо двойное 
неравенство

0 < a r c c t g d < n .

Д ля любого действительного числа d справедливо разенстсо 

ctg  (arcctg  d) =  d.

Д ля любого угла а ^ ( 0 ,  л) справедливо равенство 

arcctg  (c tg a ) =  а .

П р и м е р ы .  1. Вычислить c tg (a rcc tg  10). Получаем 

ctg  (arcctg  1 0 )=  10.

2. Вычислить arcctg  ^ c t g y j . Поскольку (0. л), то 

a r c c t g ( c t g f ) = | .

3. Вычислить arcctg  c tg  ^ . П о с к о л ь к у ^ — ^(0 ,  л),

== — ^ . Однако легко ви­

деть, что c tg(^— у )  =  ctg у 4 - л ^  = c t g ^  и - ^ € ( 0 ,  л). Сле­

довательно, a rcctg  c tg  ^ =  a rcc tg  ^ c t g .
Наконец, отметим еще одно свойство арккотангенса числа: 

для любого действительного числа d  справедливо равенство

arcctg  (— d) =  л  — arcctg  d.
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Действительно, по определению
a rc c tg d  =  a ,  причем ctgoc =  d и а ^ ( 0 ,  л), 

a rc c tg (— с!) =  Р, причем ctgp== — d и [^€(0, п),

отсюда вытекает, что р = = л —а,  т. е.
a rcctg  (— ti) =  я  — arcctg  d.

П р и м е р ы .  1. a r c c t g (— i) =  я  — arcctg  1 = л =  ^

2. arcctg  ( — К 3 )  =  л; — a rc c tg К 3  =  я  — =

3. arcctg  ^ =  я  — arcctg  ^  “  У  " Т  ‘

§ 4. Основное тригонометрическое тождество 

Т е о р е м а .  Д ля  любого угла  -х справедливо равенство: 
sin^a +  c o s ^ a =  1, (1 )

которое называется основным тригонометрическим тождеством.
Эгу теорему можно сформулировать так: квадрат синуса лю­

бого угла плюс квадрат косинуса того же угла равен единице.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дан некоторый угол а . Тогда 

координаты конца подвижного единичного радиуса, задающего 
угол ос, будут (cosa, sinoc) (рис.
91). Так как квадрат расстояния 
между любыми двумя точками пло­
скости, заданными своими коор­
динатами, равен.сумме квадратов 
разности одноименных координат, 
то для точки (cosa, s in a) и точки 
(О, 0) имеем

(cos (X — 0)2 - f  (s in a  — 0)  ̂=  I?
или

sin® a  - f  cos" a  — I

и теорема доказана.
Основное тригонометрическое 

тождество показывает, в какой
зависимости находятся синус и косинус одного и того же угла. 
Зная одну из величин, входящих в основное тригонометрическое 
тождество для некоторого угла а ,  можно найти другую величину 
того же угла а. Действительно, основное тригонометрическое тож­
дество равносильно равенству c o s ^ a =  1— sin^cc, которое равно­
сильно следующему:

|c o s a l  =  K l  — sin^a.  (2)
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Из равенства (2) имеем 
co sa  =  ‘| / l  — s i t f a  (2а) 

для любого угла а, для кото­
рого cos а  не отрицателен (т. е. 
для любого а , принадлежащего 
при некотором k g 2_промежутку

2 n k - ^ - ^  +  2nk

Далее, основное тригонометрическое тождество равносильно 
равенству

sin^a =  1 — cos^a,

co sa  =  — — sin^a (26) 
для любого угла а,  для кото­
рого cos а  не положителен (т. е. 
для любого а,  принадлежащего 
при некоторомk ^ Z  промежутку

2лк  +  ^ - , ^  +  2як

которое равносильно следующему:

I s in a  I = |/" 1  — cos'^a. 

Из равенства (3) имеем
(За)

(3)

sina=-^V 1 — cos^a 
для любого угла а,  для которого 
s in a  не отрицателен (т. е. для 
любого а,  принадлежащего при 
некотором m g Z  промежутку 
[2 л т ;  л  +  2п1п\).

sina== — j / l —cos^a (36) 
для любого угла а ,  для кото­
рого s in a  не положителен (т. е. 
для любого а , принадлежащего 
при некотором т  ^  2промеж утку 
[я  +  2 л т ;  2я +  2 л т ]).

З а м е ч а н и е .  Формулы (2а) и (26) при граничных значениях 
угла а , т. е. при а = у 4 - я ^ ,  где k ^ Z ,  дают одно и то же зн а­
чение co sa  =  0; формулы (За) и (36) при граничных значениях 
угла* а ,  т. е. при а  =  л т,  где m ^ Z ,  дают одно и то же значение 
s in a  =  0.

П р и м е р ы .  1. Вычислить s in a , ecли co sa  =  — ^ и а  ^
Д ля любого угла а  из указанного промежутка s i n a  отрица­

телен, и поэтому s in a  =  — } / l — cos^a =  — | / "  1 — ^ =
_  2 |АТо
~  и  •

2. Вычислить co sa , если s i n a = — н — у )  •
Д ля любого угла а  из указанного промежутка co sa  отрица­

телен, н поэтому co sa  =  —j / l  — sin^a =  — 1 — ^ ==
2 V 2

С л е д с т в и е  1. Д ля  любого угла а  такого, что
k ^ Z ,  справедливо равенство

l - f t g 2 a ==— (4) ‘ °  cos  ̂а '  '
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  +  k ^ Z ,  т о с о з а ^ О ,
и поэтому основное тригонометрическое тождество (1) можно по­
членно разделить на cos^a. Тогда для любого такого а  имеем

cos^a+sin^a 1
cos^ а  

cos^a sin^a
г 1

л, cos^ а  ’ 
Jj: 1

tos-= а

1 +tg^=a =

cos^ a  .  cos''̂  a  ’

cos  ̂a '

Равенство (4) доказано.
Равенство (4) показывает, в какой зависимости находятся тан­

генс и косинус одного и того же утла а  { а ф ^ - \ - л к ,  k .

Зн ая одну из величин, входящих в равенство (4), для некоторого 
такого угла а  можно найти другую  величину того же угла. Д ей­
ствительно, так как а ф ^  +  nk,  k ^ Z ,  то равенство (4) равно­

сильно равенству cos^a =  i_|_|g2 a> которое равносильно следую­
щему:

И з равенства (5) нмеем 
1co sa  = (5а) cos а :

у  1 + tg 2 «  
для любого угла а ,  для кото­
рого cos а  положителен (т. е. 
для любого а , принадлежащего 
при некотором k ^ Z промежутку
( 2 n k - j - , j  +  2 n k ) y

Далее равенство (4) равносильно равенству t g ^ a =  
которое равносильно следующему:

(56)
- K ' l  +  'tg^a 

для любого угла а ,  для кото­
рого cos а  отрицателен (т. е. для 
любого а,  принадлежащего при 
некотором ft €  Z промежутку
{2 n k  +  ̂  , +  .

1 — cos- а

| t g a l

И з равенства (6) имеем

У 1— cos^g  
1 cos а  I ■ (6)

t g a  = у  1 — cos'^a (6а) (66)°  cos а  '  '
для любого угла а , для кото­
рого t g a  и co sa  разных знаков 
(т. е. для любого угла а ,  при­
надлежащ его при некотором
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m ^ Z  множеству m ^ Z  множеству

2лт , ^ -{ -2 я т  ] (J 2л/тг — я; — у  +  2лот^и  

и ( — Y  +  2nm , 2лт\ 2
З а м е ч а н и е .  Формулы (6а) н (66) прп граничных значениях 

угла а, т. е. при а  =  ш п, где m £ Z ,  дают одно и то же значение 
t g a  =  0.

П р и м е р ы .  1. Вычислить t g a ,  если со за  =  —

е(л; Зл
2

Д ля любого угла а  из указанного промежутка t g a  положи­

телен, а co sa  отрицателен, и поэтому tg  а  =  °‘' =  2.

2. Вычислить co sa , если t g a =  — 3 и
Д ля любого угла а  из указанного промежутка co sa  положи-

телен, и поэтому co sa  — —п. . =-Г— ,
У i +  tg-=a 10

С л е д с т в и е  2. Д л я  любого угла а  такого, что а ф п к ,  k £ Z ,  
справедливо равенство

l - f c t g “a  =  — (7) s  sin* а  '  '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  а ф п к ,  k ^ Z ,  то sin а #  О, и 
поэтому основное тригонометрическое тождество (1) можно почленно 
разделить на s in -a . Тогда для любого такого а  имеем 

cos^tt+sin°« _  1
sin^a 

cos^a , s i n^a^ 1
sin^ a   ̂ s i r i - a  * sm ^ a  ’

c t g ^ a + l = = — .® s in -a

Равенство (7) доказано.
Равенство (7) показывает, в какой зависимости находятся ко­

тангенс и синус одного и того же угла а  { а ф л к ,  k ^ Z ) .  Зная
одну из величин, входящих в равенство (7), для некоторого та ­
кого угла а  можно найти другую  величину того ж е угла а .  
Действительно, так как  а ф п к ,  k ^ Z ,  то равенство (7) равно­
сильно равенству

sin“a  =  , , ,
I +  c t g -a *

которое равносильно следующему:

I s in a | = .  (8)
t^ l +  Ctg2„
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Из равенства (8) имеем
1

s i n a  =s i n a  =  ̂  (8а)
У 1 +Ctg2(X 

ДЛЯ любого угла -х, для кото­
рого siiix  положителен (т. е. для 
любого сс, прниадлел<ащего при 
некотором п g  Z промежутку 
(2лп; я  +  2лп)).

Далее, так как а ф п к ,  k ^ Z ,  то равенство (7) равносильно 
равенству

, „ 1—sin^ac tg -a  =

-(86)
— ctg2 а

для любого угла а,  для кото­
рого sin а  отрицателен (т. е. для 
любого а,  принадлежащего при 
некотором n ^ Z  промежутку 
(л +  2л«; 2л-(-2л«)).

которое равносильно следующему:

| c t g a

Из равенства (9) имеем 

c tg a

I =  г 1 — sin^g
[ s i n  а ] (9)

У 1 — sin^a (9а)

для любого угла а,  для кото­
рого c tg a  и s in a  разных знаков 
(т. е. для любого а,  принадле­
жащего при некотором k ^ Z  
множеству

2л* +  ^ ; 2nk  +  л  'j и

Sin а
для любого угла а , для кото­
рого c tg a  и s i n a  одного знака 
(т. е. для любого а , принадле­
жащего при некоторомk ^ Z мно­
жеству

2 n k - ^ v 2 n k \ [ i

\ ) [ 2 я к \  ~  +  2nk ) .  и ( л  +  2л&; ^ - | - 2 л й ] ) .

З а м е ч а н и е .  Формулы (9а) и (96) при граничных значениях 
угла а,  т. е. при а  =  у  +  лЛ, k ^ Z ,  дают одно и то же значение 
c tg a  =  0.

П р и м е р ы .  1. Вычислить c tg a ,  если s in a  =  — ^ и а ^ ( —л;
25

Д ля любого угла а  из указанного промежутка c tg a  положи­
телен, а s in a  отрицателен, и поэтому

~  7c t g a : — V  I —sin'^a
s m a '24-

2. Вычислить s inx,  если c tg a  =  4 и a g (  л . Зя

Д ля любого угла а  из указанного промежутка s i n a  отрица­
телен, и поэтому

1 I'^Tfsina:
/ l  +  ctg2a 17
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Из определения тангенса и котангенса одного н того же угла 
следует справедливость следующего у т в е р ж д е н и я ;

для любого угла а  такого, что n ^ Z ,  справедливы ра­
венства

t g a c t g a = l ,  (10)

c tg a  =  - f ^ .  (12)

Равенства (11) и (12) показывают, в какой зависимости нахо­
дятся тангенс и котангенс одного и того же угла а  . n ^ Z ^ .
Зн ая одну из величин, входящих в равенства (11) и (12), для
некоторого такого угла а. можно найти другую величину того 
ж е угла а .

П р и м е р ы .  1. В ы числитьсоза, t g a H c t g a ,  если s in a  =  — -g- и 

а  е  ( — — у
Д ля любого угла а  из указанного промежутка cosa  отрица­

телен, и поэтому

cos а  — — 1 — sin^ а  == •
_4
5 •

Так как c o s a # О, то
. sin а  3
^  cos а  4 '

Аналогично, так как  sina7^=0, то
, cos а  4

2. Вычислить co sa , s in a  и t g a ,  если c tg a  =  — 7 и а  ^  .

Так как c t g a # 0 ,  то t g a  =  ^ ^  — у .
Д ля любого угла а  из указанного промежутка sin а  положи­

телен, а сова отрицателен, следовательно,
1 У~2 т/-5------- ^ г -  7 У^2s i n a  =  - ^  .—  c o s a  =  — к 1 — s i n - a = ; ----------------------

V ^ l + c t g 2 a  10 10

§ 5. Формулы сложения

Пусть даны некоторый угол а  и некоторый угол Р, т. е, пусть 
даны число а ,  представляющее радианную меру угла а ,  и число р, 
представляющее радианную  меру угла р. Тогда под углом (а  —Р) 
понимается угол, радианная мера которого есть число (а —Р);
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угол (а —Р) называется /Разностью двух данных углов. Под углом 
(а  +  Р) понимается угол, радианная мера которого есть число 
(а  +  Рк угол (а +  р) называется суммой двух данных углов. 

Косинус разности и косинус суммы.
Т е о р е м а .  Д ля  любых углов а  м р справедливо равенство

cos (а — Р) =  cos а  cos р +  sin а  sin р, (1)

которое называется формулой косинуса разности двух углов.
Эту теорему можно сформулировать так: косинус разности 

двух любых углов равен произведению косинуса первого угла на

г 7 ^ ,
У

Рис. 93.

косинус второго угла плюс произведение синуса первого угла на 
синус второго угла.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть на плоскости даны прямоуголь­
ная система координат хОу и единичная окружность. Будем счи­
тать началом отсчета неподвижный единичный радиус ОМ этой 
окружности, где М  (1, 0).

Пусть угол а  задается подвижным единичным радиусом, конец 
которого совпадает с точкой N  {cos а , sin а) единичной окруж ­
ности; угол Р — подвижным единичным радиусом, конец которого 
совпадает с точкой P (co sp , sinP) единичной окружности.

Возможны два случая расположения точек N  и Р: они или 
совпадают (рис. 92), либо не совпадают (рис. 93).

Доказательство теоремы проведем отдельно в каждом из этих 
случаев.

1. Пусть точки N  Vi Р  совпадают. В этом случае углы а  и Р 
таковы, что а  =  р +  2лй, т. е. (ос — Р ) = 2 л й  для некоторого фик­
сированного целого числа k, и равенство (1) можно переписать 
в виде

cos 2nk  =  cos р cos (р +  2як)  - f  sin р sin (Р +  2nk)
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или, поскольку

в виде

cos 2 n k =  1 
cos (Р -j- 2nk) =  cos p, 
sin (p +  2лй) =  sin ji,

1 =  cos- p +  sin^ p,

WfW 3

Рис. 94.

T. e. в рассматриваемом случае равенство (1) есть равносильная 
форма записи основного тригонометрического тождества, следо­
вательно, равенство (1) справедливо.

2. Пусть углы а и р  таковы, что а ф ^ ^ 2 п к  ни для какого
целого числа к. Вычислим двумя 
способами длину отрезка PN.

В данной системе координат 
координаты точек N  и Р  изве­
стны, поэтому по теореме о длине 
отрезка, координаты концов ко­
торого заданы, имеем
dhp= {cos сс—cos Р)̂  +  (sin а — sin Р)^

(2)
Введем теперь другую  прямо­

угольную систему координат х'О у' 
так , чтобы единица масштаба сов­
пала с уже выбранной ранее еди­
ницей длины; положительная по­
луось абсцисс {Ох') была бы про­

должением радиуса ОР; положительная полуось ординат {Оу')
образовывала бы положительный угол ~  с положительной полу­
осью абсцисс {Ох') (рис. 94).

В новой системе координат точка Р  будет иметь координаты 
Р  (1 ,0 ). Примем теперь радиус ОР за неподвижный единичный 
радиус, т. е. за новое начало отсчета углов. Система координат 
х'О у' вводится так, чтобы новое начало отсчета углов (единичный 
неподвижный радиус ОР) было смещено на угол Р относительно 
предыдущего начала отсчета углов (единичного неподвижного 
радиуса ОМ).  Тогда относительно нового начала отсчета углов 
подвижный единичный радиус ON  будет задавать угол (а — Р) и 
в системе координат х 'О у ' точка N  будет иметь координаты 
iV (co s(a— Р), s in (a  —Р)). По теореме о длине отрезка, координаты 
концов которого заданы (см. § 3 гл. П1), имеем

d'NP =  [ 1 — cos (а — Р)]2 -1- [О — sin (а — р)р. (3)

Т ак как  квадрат расстояния между двумя фикспрованными 
точками плоскости, найденный в двух разных прямоугольных 
системах координат с одной и той же единицей длины, есть одно 
и то же число, то d'i^p — d%p.
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Используя свойство транзитивности равенств, нз равенств (2) 
и (3) имеем

(соза  — cosp)“ - f  ( s in a — sinP)^ =  [1 — co s(a  —р)р +  [s in (a  —fi)p.

Раскрывая скобки и группируя, имеем

(cos^ а  +  sin^ а )  +  (cos^ Р +  sin- р) — 2 (cos а. cos р +  sin а  sin р) =
=  1 -Ь [cos^ (сс— Р) +  sin== (сс — Р)] — 2 сов (а — р).

Применяя трижды основное тригонометрическое тождество, пере­
пишем это равенство в виде

2 — 2 [cos а  cos р +  sin а  sin Р] =  2 — 2 cos (а — Р).
Откуда следует справедливость теоремы во втором случае. Тео­
рема доказана.

П р и м е р .  Вычислить c o s ^ .

Поскольку ^  =  - j — X ’ ™

)3

1 Г  2 , / 1  / 2  _  f / 2 ( l  +  ] / 3 )

■п /  д л \  п я  , . л . яС03у2==С05 — - j j  =C0 3-yC0 3-r^  +  Sin-g sm —=

2 2 ’ 2  2

и™„,

приведем несколько следствий из доказанной теоремы. 
С л е д с т в и е  1. Д л я  любых угл(уе а  гг р справедливо равенство

cos (ci - f  Р) ^  cos а  cos р — sin а  sin р,

которое называется формулой косинуса суммы двух углов.
Это следствие можно сформулировать так: косинус суммы двух 

углов равен произведению косинуса первого угла на косинус вто­
рого угла минус произведение синуса первого угла на синус вто­
рого угла.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим (а +  р) в виде [а  — (—Р)] и 
применим теорему. Затем, пользуясь тем, что cos(— а) =  cos а  и 
s in (— а) =  — s i n a  для любого угла а, имеем

fos (а Р) =  cos [а  — (— Р)] =  cos а  cos (— Р) +  sin а  sin (— Р) =
=  cos а  cos р — sin а  sin р,

что и требовалось доказать.
П р и м е р  ы. 1. Вычислить cos .
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5л; / я . я Л  я  я  . я .  лCOS _  =  COS (̂ -g- +  -^ J =  COS -g COS ̂ - s i n  -g sin -^ =

V s  V 2  1 f  2 г С К ' З - ! )
2 ■ 2 2 ■ 2 4

Итак, 12 4
7я2. Вычислить co s- j^ .

„  7я я  , яПоскольку = - g 4 - - j  , то

7я / я , я \  я  я  . я .  яCOS ̂  =  COS ( у  +  Y ) =  COS -д COS — Sin -g Sin -^ =

1 V "2  V~3 y i  >^2(1  — V"3)
■" '2 ■ 2 2 ’ 2 4

7я V  2 ( 1 - V I )
И так, COS 12

Формулы для дополнительных углов. Д ва угла а  и р, в сумме 
составляющие у , т. е. такие, что а + р  =  у ,  называются допол­
нительными один к другому. Т ак , угол а  дополнительный к углу 

и наоборот.
С л е д с т в и е  2. Д л я  любого угла а  справедливы равенства 

COS ( y ~ « )  = s i n a ,  — a j = c o s a ,

которые называются формулами для дополнительных углов. 
Действительно, применяя равенство (1), имеем

cos = c o s  у  c o sa  +  s i n y  s i n a  =  0 - c o s a +  1 - sin a  == sin a ,

T. e. получаем справедливость первой формулы.
Обозначая а ^ = р ,  получаем из уже доказанной первой

формулы, что sinP  =  cos — p j . Так как ™

sin — a j  = c o s a .

Следствие 2 можно сформулировать так:
— синус любого угла равен косинусу дополнительного угла, а
— косинус любого угла равен синусу дополнительного угла.
П р и м е р .  Вычислить s i n - ^ .
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Т-, 5л л  л  . 5 я  . f  л  л \  л  п
П о с к о л ь к у - ^ = - 2 — J2 , то Sin-j2  = s in  y^j = c o s ^ .  Зна-

л  ,  „ ] / ' 2 ( 1 - 1- |/"з) „
чение coSj2 было найдено выше и р а в н о  ̂ Следова-

■ 5л у ^ { \  -Ь К  з) тельно, зш - — '12 4
С л е д с т в и е  3. а) Д л я  любого угла а  такого, что а ф п к ,  k ^ Z ,  

справедливо равенство

t g  ( у — c c ) = c t g a .

б) Д ля  любого угла а  такого, что а ^ ~ - \ - п т ,  m £ Z ,  спра­
ведливо равенство

ctg ( у — a )  =  t g a .

Эти равенства также называются формулами для дополнительных 
углов. Справедливость этих формул следует из определении тан­
генса и котангенса и следствия 2.

П р и м е р .  Вычислить t g ^ .  Так как =  =
5яQQg__

, /  Я 5л \  , 5я 12 о 5я . 5я ^
=  ig ..... : 5я • Значения cos-j^  и s in - j^  были

V ^ ( l / ”3— О V ^ 2 (l/^ 4 -l)  найдены выше и соответственно р а в н ы -------   и - — ,

Следовательно, t g ^ =  или t g ^  =  2 - K 3 .

Синус суммы и синус разности.
С л е д с т в и е  4. Д л я  любых углов а  м |3 справедливо равенство 

sin (а +  Р) =  sin а  cos р +  cos а  sin

которое называется формулой синуса суммы двух углов.
Это следствие можно сформулировать так: синус суммы любых 

двух углов равен произведению синуса первого угла на косинус вто­
рого плюс произведение косинуса первого угла на синус второго.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя следствие 2, затем равен­
ство (1) и еш,е раз следствие 2, имеем

s in (a  +  P) =  co s(^ - |— а  — Pj = c o s  - a j — р

=  cos cosp +  sin sin р =  sin а  cos р + cos а  sin р,

что и требовалось доказать.
П р и м е р ы .  1. Вычислить s i n - ^ .
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s i n ^  =  s i n ( i  +  ̂ )  = s i n ^ c o s ^ 4 - c o s | - s i n - J  =

_  1 y~3 У 2 _ V2(l - j -V"3)
2 ■ 2 2 ■ 2 “  4

t .  . 5я > ^ 2 ( ! + J ^ 3 )И так, sm- — >■ т ► '

П оскольку- ~ = = |.  +  -J , то

12 4

2. Вычислить s i n - ^ .  Так как  ^  =  - j  +  - f  . то 

7л . / л , л \  . л  л .  л .  л
S i n - j g - == S i n  у  + - ^  j  =  s m  у  COS J  +  COS у  S i n  т  =

_ У З  у ^ 2  , I \ Г 2 { У ~ ^ Л - ^ )
2 ■ 2 2 ■ 2 ~  4

„  • 7л y ^ 2 ( V ~ 3 - \ - \ )И так, sin-y^ =  -̂ —  - — .
С л е д с т в и е  5. Д л я  любых углов ос ы Р справедливо равенство

sin (а — р) =  sin а  cos р — cos а  sin р,

которое называется формулой синуса разности двух углов.
Это следствие можно сформулировать так: синус разности 

любых двух углов равен произведению синуса первого угла на коси­
нус второго угла минус произведение косинуса первого угла на 
синус второго угла.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим (а —р) в виде [а  +  (— р)] и 
применим следствие 4. Затем, пользуясь тем, что cos(— p)==cosp
II s in (— р) =  — sinp для любого угла р, имеем
sin ( а —Р) =  sin [а  (— Р)] =  s in a  cos (— р) +  cos а  sin (— р) =

=  s in a c o s p  —c o sa s in p ,

что и требовалось доказать.
П р и м е р .  Вычислить s i n Ц.
п  л  Я  ЛПоскольку У5  =  -  — -3- , то

И так, sin

/ л  я \  . я  я я . я
i  3 - т )  = т  т т  =

я  у " 2 ( Г З - 1 )

V" 2 \ У  2 ] Г 2 ( У  3 - 1 )
2 ■ 2 2 ■ 2 ~  4

12

Тангенс суммы и тангенс разности.
С л е д с т в и е  6. Д ля  лю бйх двух углов а  м р таких, что 

а ф ^ - \ - п к ,  k ^ Z ,  ^ ф ^  +  пп, n ^ Z ,  и с с + Р = ^ ^  +  л т ,  m ^ Z ,
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которое называется формулой тангенса суммы двух углов.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля любых двух таких углов справед­

лива цепочка равенств
s inacosP  +  co sa s i n  р

. | Д \ __ s in(a - ! -P )  sin KCOS P-f-cosasin р  __cos к  cos Р  
ь  Р/~~ cos^a-^-P)~~cosacos Р— sin а  sin р ~~ c o s a c o s p — sinasin р ~

cos а  cos Р 
sin а  cos р .  cos а  sin р sinct . sin р
c o s a c o s p  c o s a c o s p  cos a  ' cos p   I g a - l - t g  p
c o s a c o s p  sin a  sin p  ̂ sin a  sin P 1— tg a  1g P ’
cos a  cos p cos a  cos P cos a  cos p

которая и доказывает следствие 6.
П р  и м е р ы. 1. Вычислить tg

П о с к о л ь к у =  +  то

справедливо равенство

У з  / 1 + 1  ( / з + 1 ) ( / 1  +  1) ^

"  1 ^ 3 -1  “  ( К з - 1 ) ( / з + 1 )  +
V  3 .

И так, t g - g  =  2 +  l / 3 .

2. Вычислить \ g ~ .  Имеем

+  V  „ - 7 3 F T T -
d 4

Итак, t g ^  =  - (2 +  1 /3 ) .
С л е д с т в и е  7. Д л я  любых двух углов а и р  т аких, что

а ^ у  +  лА, k ^ Z ,  p=7̂ - ^  +  Jirt, n ^ Z ,  и а  — P ^ j  +  n/n, m ^ Z ,
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ДЧ ■ tgo i— t g p
t g ( “  P) i + t g a t g p ’

которое называется формулой тангенса разности двух углов.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля любых двух таких углов спра­

ведлива цепочка равенств

\ c f ir ,  ON , / 041 t g g  +  t g ( - P )  _  t g g - t g S
t g ( a  — P ) - t g [ a  +  ( p ) ] -  I _ t g a t g ( - P ) -  1+ t g a t g p ’

которая и доказывает следствие 7.
П р и м е р .  Вычислить tg -^ .
„  ЗХ П Я
Поскольку Х2 ^

справедливо равенство

t g i = t g

, я  . я

| А з - 1  ( | ^ 3 - 1 ) ( Г З - 1 )  g
+  (1 + V ^ 3 )(V -1 -1 )

И так, t g i  =  2 - / 3 .
Котангенс суммы и котангенс разности.
С л е д с т в и е  8. Д л я  любых углов а  ы Р таких, что а ф п к ,  

k ^ Z ,  n ^ Z ,  и (а +  Р)=7̂ я / л ,  m ^ Z ,  справедливо равенство

•-Lgioc , pj ctgP +  c t g a  '

которое называется формулой котангенса суммы двух углов.
С л е д с т в и е  9. Д ля  любых двух углов сс и р т аких, что 

а ф л к ,  k ^ Z ,  § ф л п ,  n ^ Z ,  и (а — ̂ ) ф л т ,  m ^ Z ,  справедливо 
равенство

®  ̂ ctg р — ctg а  ’

которое называется формулой котангенса разности двух углов.
Доказательство этих следствий аналогично доказательству 

следствий 6 и 7 и потому опускается.
П р и м е р ы .  1. Вычислить c t g - ^ .
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c t g f + c t g j

1 . / 3 - 1  ( У З - 1 ) ( / 3 - 1 )  _ о
^  / 3 - Ь 1  ( Г з + 1 ) ( / з - 1 )

И так, c t g - g  =  2 - l / 3 .

2. Вычислить c t g ^ .  

Поскольку j |  =  y — X ’ ™

c t g ^  =  ctg

, зх . ^ I <
я  я \

7:^-1
У^з ( / з  +  1)(>^3 +  1) о I | / о

^  1 _____ L . ( / з - 1) ( / з + 1)
/ 3

И так, c t g ^  =  2 +  / 3 .
Формулы для вычисления произведений.
С л е д с т в и е  10. Д ля  любых двух углов а  и ^ справедливо 

равенство

c o s a c o s p ^ "^< “ -P > + -"^ < ” + P ) ,

которое называется формулой для вычисления произведения коси­
нусов.

Следствие 10 можно сформулировать так: произведение коси­
нуса любого угла а  на косинус любого угла  (5 равно полусумме 
косинуса разности этих углов и косинуса суммы этих углов.

С л е д с т в и е  11. Д л я  любых двух углов а  « р справедливо 
равенство

. а COS (а — 6) — c o s ( a + 6 )  s in a  s i n p =  — i  ̂ ,

которое называется формулой для вычисления произведения си­
нусов.

Следствие 11 можно сформулировать так: произведение синуса 
любого угла а  на синус любого угла  р равно полуразности косинуса 
разности эт их углов и косинуса суммы этих углов.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выше было показано, что для любых 
углов а  н р справедливы следующие равенства;

cos (а — Р) =  cos а  cos p +  s i n a s i n p ,  
cos (а - f  Р) =  cos а  cos р — sincx sin p.

Складывая и вычитая эти равенства, получаем формулы для вы­
числения произведения косинусов п произведения синусов:

co sa co sP  =  ^” .̂.<” - i ^ ) y ° ^ ^ ” + P ) , (4)

s i n a s i n p  =  S 5 l f c P - b E l ( ^ ± i ) .  (5)

З а м е ч а н и е .  В формулах (4) и (5), в силу того что cos (—а) =  
=cos(x для любого угла а ,  при взятии косинуса разности двух 
углов можно брать косинус и угла (а  —Р) и угла {Р —а).

П р и м е р ы .  1. c o s ( | -  +  | - ) c o s ( - 5 — =
/ л . а  л , а \ ,  / л , а , я
и + - 2 - ( Г + ¥ ) + ^ ° П ( Г + 2 + б - т )

2 ~

c o s a + c o s i  c o s a + I  2 c o s a - M

2. 2s in ( f - p )  Sin ( l  +  p )  = c o s  ( ^ - p - ^ - p )  _

— c o s ( - ^ — p +  i + p )  = c o s ( —2p) — cos =  cos2p.

3. cos4cos3= ^  .■£2i(.l-3L+.^»M^+3) ^ co ^ i+ co s7 ^
Л 2.

. 4 sin 7 s i n 8  _  4 [cos (7— 8) — cos (7 f  8)1 2 [cos 1— cos 15]
5 ~  5-2 “  & •

С л е д с т в и е  12. Д ля любых двух углов а  ы р справедливо 
равенство

s ln a c o s P = .l '" ^ ? .l  +

которое называется формулой для вычисления произведения синуса 
одного угла на косинус другого угла.

Следствие 12 можно сформулировать так: произведение синуса 
любого угла а  на косинус любого угла  р равно полусумме синуса 
суммы углов а  ы р и синуса разности углов а  ы р, причем раз­
ность берется так, что от угла, стоящего под знаком синуса, 
вычитается угол, стоящий под знаком косинуса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выше было показано, что для любых 
углов а и р  справедливы следуюш,ие равенства:

s in (a4 -P ) =  s in a  cos р +  cos а  sin р, 
sin ( а —р) == s in a  cos р — cos а  sm  р.
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Складывая эти равенства, получаем формулу для вычисления 
произведения синуса угла на косинус другого угла;

о sin ( a + B )  +  sin (а — В)s in a c 0 s p  =  —  ̂ ^ (6)

П р и м е р ы .  1. Вычислить 4 sin  ̂1 +  cos (  М - у )  •
Применяя формулу (6), имеем

4 s i n ( l + | ) c o s ( l + | ) = 2 s i n ( l + f + l + f  ) +

+  s i n ( l  +  | — l - f ) ] = 2 [ s i n ( 2  +  ' f )  +  s i n ( - i )

=  2 sin ( ( - 2 ) )  - 1  j  =  2 cos ( - 2 )  -  1 =  2 cos 2 -  1.

И так, 4s in cos 1 = 2 c o s 2 — 1.

2. Вычислить 2 cos ^  sin 
Применяя формулу (6), имеем

sin
„  5 л  . я  2C0S-J2 sinj2 = 5 л  I п  \  I „ •  /  л

Vl F +  T 2 ) + ® ‘" i T 2 '
5л
12

Т г Г\ Зл ■ JZИтак, 2 COS — sin

П , . /■ п \ ,=  3 1 П у +  Sin y j  =  1

2 — / 3

К з ■V 3

12 12 2
„ 3 s i n 4 c o s 5  3(sin (4 +  5) r s i n (4 — 5)] 3 ( s i n 9 — sin I)

j  ^^2 — 14 •

Формулы суммы и разности синусов и косинусов.
С л е д с т в и е  13. Д л я  любых двух углов а и р  справедливо 

. равенство

со за  +  COS р =  2 cos а + р  а —(- ^ C O S - J

которое называется формулой суммы косинусов.
Следствие 13 можно сформулировать так: сумма косинусов 

любых двух углов равна удвоенному произведению косинуса полу­
суммы этих углов на косинус полуразности эт их углов.

С л е д с т в и е  14. Д л я  любых двух углов а  и ^ справедливо 
равенство

cos а  —COS р =  2 sin а  I р . р — а___ _̂*_ С 1 f-» _!______sin-

которое называется формулой разности косинусов.
Следствие 14 можно сформулировать так: разность косинусов 

любых двух углов равна удвоенному произведению синуса полу­
суммы эт их углов на синус обратной полуразности этих углов
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(под обратной разностью углов понимается такая разность, когда 
из угла, стоящего под знаком вычитаемого косинуса, вычитается 
угол, стоящий под знаком уменьшаемого косинуса).

С л е д с т в и е  15. Д ля  любых двух углов а  и справедливо 
равенство

sin а  +  sin р =  2 sin cos ,

которое называется формулой суммы синусов.
Следствие 15 можно сформулировать так: сумма синусов любых 

двух углов равна удвоенному произведению синуса полусуммы этих 
углов на косинус палу разности этих углов.

С л е д с т в и е  16. Д л я  любых двух углов а. и ^ справедливо 
равенство

sin а  — sin р =  2 sin cos

которое называется формулой разности синусов.
Следствие 16 можно сформулировать так: разность синусов 

любых двух углов равна удвоенному произведению синуса полураз- 
ности этих углов на косинус полусуммы этих углов, при этом 
синус полуразности берется так, что из угла, стоящего под зна­
ком уменьшаемого синуса, вычитается угол, стоящий под знаком 
вычитаемого синуса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначая

a - f ,  =  y,

и складывая эти равенства, получим

_х+у

(8)
I а  — 2 >

Из равенства (8) следует, что для любой пары х н у  всегда 
найдется пара а  и Р такая, что справедливы равенства (7).

Если в формулах (4), (5) и (6) произвести замену а  и р на л:
и г/ по формулам (7) и (8), то получим справедливость следую­
щих формул:

cos л: +  cos г/=  2 cos cos (9)

COSX — cosy =  2 s i n ^ ^ s i n ^ ^ ,  (10)

s i nx  +  s iny =  2 s i n ^ ^ c o s ^ - 2-^. (П )
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П ользуясь тем, что s in(—у) =  — sin?/ для любого угла из фор­
мулы (11) получим

sin л: — s in «/ =  sin л: +  sin {— у) =  2 sin cos

т. е. получим, что справедлива следующая формула:

sinjc — sin?/ =  2 s i n ^ ^ c o s ^ ^ ^ .  (12)

Из справедливости формул (9), (10), (11) и (12) вытекает справед­
ливость следствий 13, 14, 15 и 16.

П р и м е р ы .  1. c o s4а +  c o s6а =  2 c o s c o s =
=  2 cos 5а cos (— а) =  2 cos 5а  cos а .

2. cos^-g — p j —cos^-^ +  p ^ = 2 s in -------- -̂-------s in --------^-------- =

=  2 s i n s i n  = } / '^ s i n ( ^ p - i )  .

3. s i n Y - b y  =  s i n v + s i n i  =  2 s in  +  ^  j  cos ^  j .
4. s in a  —cos 5 a j  = s i n a  — sin 5 a  =  2 s in ^ ^ ^ ~  c o s^ l— =

=  2 sin (— 2a) cos 3a =  —2 sin 2a cos 3a.

§ 6. Формулы для двойных и половинных углов

Формулы для двойных углов. Пусть дан некоторый угол а, 
т. е. пусть дано некоторое число а ,  представляющее радианную 
меру этого угла. Тогда под углом 2а понимается угол, радиан- 
пая мера которого есть число 2а; угол 2а часто называют двой­
ным углом.

1. Д ля  любого угла  а  справедливо равенство
s in 2 a  =  2 s in a c o s a ,  (1)

которое называется формулой синуса двойного угла.
Это утверждение можно сформулировать так: синус двойного 

угла  2а равен удвоенному произведению синуса угла а  на косинус 
угла а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П олагая а  =  р в формуле для синуса 
суммы двух углов

sin 2а =  sin (а +  а) =  s in a  cos а  +  cos а  s in a  =  2 s in a  cos a ,

получаем справедливость утверждения 1.
2. Д ля  любого угла  2 а  справедливо равенство

co s2 a  =  cos^a — sin^a, (2)

которое называется формулой косинуса двойного угла.
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Это утверждение можно сформулировать так: косинус двойного 
игла 2а равен квадрату косинуса угла а  минус квадрат синуса 
угла а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П олагая р =  а  в формуле д ля  косинуса 
суммы двух углов

cos 2а  =  cos (а +  а) =  cos а  cos а  — sin а  sin а  =  cos= а  — sin= ct, 

получаем справедливость утверждения 2.
3. Д л я  любого угла а  такого, что а ф ^  -\-nk , k ^ Z ,  и а ф

, n ^ Z ,  справедливо равенство

=  (3)

которое называется формулой тангенса двойного угла.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представляя 2а  как ( а - f a )  и применяя 

формулу тангенса суммы двух углов, имеем

tg  2 а  =  tg  (а +  а) =  .°   ̂ J — t g a t g a  1—t g-a

что и требовалось доказать.
4. Д ля  любого угла а  такого, что а ф ^  , k ^ Z ,  справедливо 

равенство

которое называется формулой котангенса двойного угла.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представляя 2а  как ( а - f a )  н применяя 

формулу котангенса суммы двух углов, имеем

ctg  2 а  — ctg  (а  - f  а) =» I / c tg a -fc tg a  2 ctg а  ’

что И требовалось доказать.
П р и м е р ы .  1. Вычислить s in 2а и co s2а, если s i n а  =  у  и

а €
Д ля любого угла а  из указанного промежутка cos а  отрица­

телен, и поэтому

cos а  =  — V \ — sin- а  =  — -g-. 

Применяя формулы (1) и (2), получаем
24sin 2а =  2 sin а  cos а  — — gg, 

cos 2а =  cos^ а  — sin'* а  =  ^ .
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2. Вычислить tg  +  — tg  , если t g 2 a _ 3. При­
меняя формулы для тангенса суммы двух углов, затем для тан­
генса двойного угла, получаем

t g f - + a U t g
„ ч t g f ^ ' j  +  t g a  t g ^ - t g a

V 4 - “ , 1 - t g j t g a  1 + t g i t g a

l +  t g «  1 - t g g  4 t g «  -
- 1 - t g a  l + t g a ~ l - t g 2 a

Рассмотрим угол па, где п — любое натуральное число. Под 
углом па  понимается угол, радианная мера которого есть число па. 
Можно вывести формулы, выражающие sin па и cos па { n^^ ! )  
через sin а  и cos а . В качестве примера приведем формулы для 
sin За и cos За:
sin За =  sin ( 2 а + а )  =  sin 2 а  cos а  +  cos 2 а  sin а  =  2 sin а  cos^ а  +

- f  (cos= а  — sin^ а) sin а  =  3 sin а  cos“ а  — sin^ а  =  3 sin а  - -  4 sin* а . 

Итак, sin За =  3 sin а  — 4 sin® а ;

c o s  3 a = c o s ( 2 a - f - a ) = c o s  2 а  c o s  а — s i n  2 а  s i n  a = ( c o s *  a — s i n ^  a ) c o s  a —  

— 2  sin® a  c o s  a  =  cos® a  —  (1 —  c o s -  a )  c o s  a  —  2  (1 —  c o s ^  a )  c o s  a  =

=  cos® a  — cos a  +  cos® a  — 2 cos a  -|- 2 cos® a  -= 4 cos® a  - -  3 cos a .

И так, cos 3a =  4 cos® a  — 3 cos a.
П р и м е р ы .  1. Вычислить sin За, если s i n a  =  -^ . Используя

формулу для sin За, получим
• -3 Q 3 . [ З у  3 6 - 2 7  9s i n 3 a = 3 - ^ — 4(^-^j  = IG 16

2. Вычислить (sin За +  cos За), если sin а  — cos а  = = .  Исполь­

зуя формулы для sin За и cos За, имеем
s in  За - f  cos З а  =  3 (sin а  — cos а ) — 4 (sin® а  — cos® а ) . 

Применим формулу сокращенного умножения:

sin’ а  — cos® а  =  (sin а  — cos а) (cos“ а  +  sin а  cos а  -f- sin'* а).

Таким образом, при s i n a  — co sa  = имеем 

s in 3 a  +  co s3 a  =  : p ^  — 4 - - p L ( l + s i n a c o s a )  =

4 s in a c o s a ) .
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